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专题: 超快强激光驱动的原子分子过程
编者按 利用光与物质相互作用是人类探索微观物质结构及运动规律的重要手段. 飞秒强激光技
术的出现与发展为揭示极端强场条件下的原子物理新现象、新效应, 认识分子、原子及其内部电子的
超快运动规律提供了强有力的技术手段和研究条件. 超快强激光驱动原子分子过程的研究进展还
直接推动了新兴学科领域——阿秒科学的发展, 强激光驱动原子分子的高次谐波辐射已成为产生极
紫外阿秒光源的重要途径, 利用强场电离及高次谐波产生过程可实现对分子结构及动力学的超快成
像, 在原子级时间与空间尺度上的电子调控已成为可能.
“超快强激光驱动的原子分子过程”专题结合对超快强激光驱动的原子分子电离、高次谐波产

生、中性里德堡态原子产生及分子解离等基本物理过程的研究, 介绍该领域的一些基本理论方法、实
验技术以及研究成果, 以帮助读者了解该研究领域的最新进展, 推动对超快强激光与原子分子相互
作用相关研究的进一步深入.

(客座编辑: 中国科学院武汉物理与数学研究所 柳晓军)

强激光场中原子单电离的半经典方法∗

肖相如1) 王慕雪1) 黎敏2) 耿基伟1) 刘运全1)3) 彭良友1)3)†

1)(北京大学物理学院, 人工微结构和介观物理国家重点实验室, 北京 100871)

2)(华中科技大学, 武汉光电国家实验室和物理学院, 武汉 430074)

3)(量子物质科学协同创新中心, 北京 100871)

( 2016年 9月 9日收到; 2016年 10月 25日收到修改稿 )

随着激光器技术的发展, 实验室中可获得的激光场强度不断增大, 可以观测到各种高度非线性的实验现
象, 比如原子分子中的电子可以从强激光场中吸收比克服电离能需要的光子数更多的光子而发生电离, 被称
为阈上电离. 这些非线性现象向量子力学的微扰理论提出了挑战, 而精确求解含时薛定谔方程的方法只局限
在少数的简单原子或分子, 并且计算复杂. 在这种情形下, 基于电子轨迹的半经典理论由于其物理过程清晰、
计算简单等优点应运而生, 在强场光电离领域已经广泛应用. 本文从原子分子电离的经典描述出发, 介绍了
半经典理论的发展. 半经典理论结合了量子力学隧穿效应、电子经典的轨道描述以及量子的相位信息, 能够很
好地解释在强场隧穿区的各种实验现象. 文中重点介绍两种已经发展得较为成熟的半经典方法, 即量子轨道
蒙特卡罗方法 (quantum trajectory Monte Carlo) 和库仑修正下的强场近似方法 (Coulomb-corrected strong
field approximation). 这两种方法的优点在于同时考虑了电子轨迹的库仑势作用以及电子轨迹之间的干涉效
应, 能够通过追踪电子的运动轨迹对电离电子动量谱中各种结构的形成给出直观清晰的解释.
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1 引 言

光电效应是最常见、最基础的光与物质相互作

用过程之一. 爱因斯坦因一个多世纪前成功解释了
光电效应而获得诺贝尔物理学奖. 爱因斯坦认为,
光能量应该是一份一份的, 每一份光能量被称之为
一个光子. 束缚在原子核中的电子只能够吸收一个
光子的能量发生跃迁, 当光子的能量大于被束缚电
子的能量时, 电子将吸收一个光子而发生逃逸, 即
发生光电离. 事实上, 该理论并没有否认电子吸收
多个光子的可能性, 利用低阶微扰理论可以预言电
子可吸收两个光子发生电离 [1,2]. 只是就当时的实
验条件而言, 光源的光强普遍偏低, 这种光强下的
物理现象都呈线性, 因此爱因斯坦所描述的电子一
次吸收一个光子几乎无一例外都是成立的. 自 20
世纪 60 年代第一台红宝石激光器诞生 [3]以来, 激
光光源的发展迅猛. 光强很高是激光光源的特点
之一, 并且结合不同的技术, 激光光强还在不断提
高 [4]. 由于光源光强的大大增强, 其与物质相互作
用产生了许多非线性的物理现象, Voronov等 [5,6]

和Agostini等 [7]先后在实验上观察到了多光子电

离现象 (multi-photon ionization, MPI), 发现被电
离的电子产率与光强成指数关系. 这些实验中采用
的激光为红外光, 其单个光子能量小于原子的电离
能, 然而实验中却观察到了电子被电离, 这种现象
可以沿用光量子理论唯像解释. 在高光强下, 光子
数密度极大, 使得电子不再仅仅只能够吸收一个光
子, 而是有很大的概率能够同时吸收多个光子的能
量而发生电离. 随着实验室激光峰值功率进一步
增加, 1979年，Agostini 等 [8]首次在 Xe 原子的电
离实验中观测到了阈上电离现象 (above threshold
inoization, ATI), 即电子吸收了比克服电离能需要
的光子数更多的光子, 从而在电子的能量谱上形成
以光子能量为间隔的峰状结构, 这些峰状结构也被
称之为阈上电离峰. 后续不断有实验观测电子的阈
上电离, 随着实验条件的改善, 更高阶的阈上电离
峰变得明显, 甚至出现了更高阶阈上电离峰强度大
于低阶峰的情况. 然而唯像的光量子理论认为, 同
时吸收更多光子的概率总是会少于吸收少光子的

概率, 因此显然已不再适用于解释这些实验现象.
我们不得不摒弃简单光量子理论, 从而寻求

更精确的描述. 光量子理论的提出, 开拓了人们的

思维, 让人们意识到世界可能不是连续的. 不久之
后, 20世纪最伟大的理论之一——量子力学理论诞
生. 从现在看来, 量子力学能够解释绝大多数原子
分子尺度的微观物理现象, 电子电离现象便是其中
之一. 量子力学中的电子状态用波函数描述, 被束
缚在原子中的电子稳定地处于原子哈密顿量的本

征态上. 若外加电磁场, 系统哈密顿量会出现电子
与电磁场相互作用项. 随着时间的演化, 电子波函
数将偏离原子本征态, 并包含束缚态和连续态成
分, 而处于连续态的电子则可看成被电离的自由电
子. 这样, 量子力学提供了一套系统的方法, 通过
求解含时薛定谔方程得到电子波函数的演化, 从而
获得被电离电子的概率即电离率, 又或者更细致地
得到不同能量或动量的电子概率, 即电子能量谱或
动量谱. 然而求解含时薛定方程并非一项简单的任
务, 方程本身没有精确的解析解, 只能借助于计算
机数值求解. 事实上迄今为止, 即使是借助计算机
集群, 也仅仅只能精确求解非常少的电子 (两个左
右)的原子分子系统的含时薛定谔方程, 而对于多
体系统, 必须做或多或少的近似才能够进行数值计
算. 这也是人们不断建立简单模型的原因, 简便快
捷地得出有效结果的方法显然更受欢迎.

在没有计算机的年代, 人们在使用量子力学理
论进行计算时需要采取各种合理的近似才能得到

在一定条件下适用的结果. 对于强场下的电离现
象, 1964年, Keldysh [9]提出了一个独到的想法. 在
计算初态到末态的跃迁矩阵元时, 把末态用电磁场
中的自由电子态近似, 忽略末态库仑势的影响. 这
样做的理由是被电离的电子感受到的库仑力相比

外电场可以忽略, 因而此方法被后人称作强场近
似. Keldysh 理论不仅能给出强场下电子电离概
率的规律, 还能预测出非微扰电离现象, 比如 ATI
峰. 但由于当时激光器刚起步, 激光光强不足以达
到要求, 无法在实验上观察到更多的现象, Keldysh
理论的价值暂时被埋没了. 直到 1979年 ATI 现象
才首次在实验上得以证实. 在 1973 年和 1980年,
Faisal [10]和Reiss [11]分别依据相同的出发点, 在速
度规范下计算初态到末态的跃迁矩阵元, 得到了用
贝塞尔函数展开的跃迁矩阵元解析表达式. 之后借
助啁啾放大技术 [4], 激光光强达到了 Keldysh 预言
的遂穿区, Keldysh, Faisal 和 Reiss 的理论 (KFR
理论) 开始被广泛用于解释这种激光条件下的实
验现象. 随着短激光脉冲、库仑势效应修正等多种
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情形的考虑, KFR 理论日趋完善, 由此发展出来
的方法可统一称为强场近似方法. 另一方面, 1966
年, Perelomov 等 [12]利用另外的方法, 计算了电子
在短程势下任意束缚态的电离率 (PPT率). 这个
方法得到了与 Keldysh 相同的指数项, 并且给出
了指数前因子的解析表达式. PPT 理论还得到了
原子库仑势系统在非绝热条件下的电离率. 1986
年, Ammosov 等 [13]利用准静条件, 将PPT率的表
达式化简, 得到在绝热近似下的原子电离率 (ADK
率). 这些早期的工作为后来的半经典理论打下了
坚实的基础, 也成为强场领域不可或缺的根本.

本文着重介绍原子体系单电子电离的半经典

方法. 此处的半经典是指用经典的图像描述电子
运动, 并给经典粒子赋予非经典的相位信息. 被电
离的电子可看作一个具有确定轨道的经典粒子, 在
库仑势和外场作用下运动规律满足经典牛顿方程,
最后末态动量相同的电子之间会产生干涉而形成

电子动量谱. 经典模型最初由 Corkum [14,15] 在处

理长波长激光场的电离问题中使用, 在波长较长
的强激光场下不再将光视为光子, 而是利用经典
电磁场描述光场, 电子在外场作用下发生遂穿成
为自由电子, 而后继续受到外场驱动进行经典运
动. 该模型通过清晰的图像解释了强场中的许多
物理现象, 之后被不同的理论具体量化而发展成为
各种各样的半经典理论, 其中量子轨道蒙特卡罗方
法 (quantum trajectory Monte Carlo, QTMC) [16]

和库仑修正的强场近似方法 (Coulumb corrected
strong field approximation, CCSFA) [17]占主导地

位. 第二,三部分将重点介绍 QTMC和 CCSFA两
种方法, 从历史的发展脉络顺序给出该方法的关键
元素, 并对理论推导和具体实现做出详细说明; 第
四部分着重于半经典方法的举例应用, 比如用轨道
分析动量谱结构的来源以及对非绝热效应的研究;
第五部分总结全文. 文中统一使用原子单位, 即令
~ = e = m e = 1.

2 QTMC方法

QTMC方法 [16]属于成熟的半经典方法, 其原
型是经典三步模型 [15]. 三步模型方法开创了用
经典粒子描述强场中原子尺度下电子运动的研究

时代. 1997年, Hu等 [18] 将该方法加以拓展, 考
虑电子遂穿的横向动量分布以及遂穿后的电子经

典运动受库仑力的影响, 成功地解释了高能电子
的角分布结构, 经典轨道蒙特卡罗方法 (classical-
trajectory Monte Carlo, CTMC) 由此产生. 在此
基础上, Li等 [16,19]在 2014年提出的量子轨道蒙特
卡罗方法, 利用费曼路径积分的思想, 考虑通过不
同路径达到相同末态动量的电子之间的干涉效应,
对经典的粒子赋予相位信息, 能够很好地解释二维
电子动量谱中丰富的干涉结构.

2.1 经典三步模型

在 19世纪发现电子后的很长一段时间里, 人
们普遍认为电子是体积相当小、质量不为零的带

电粒子, 宏观尺度上应遵循经典运动规律, 在电
磁场中的运动也可以完全预计, 运动轨迹可通过
威尔逊云室观察. 许多设备和测量仪器都是基
于电子经典的运动行为设计的, 例如电子加速器、
电子速度选择器、电子离子速度谱仪 VMI (ve-
locity map imaging)、冷靶反冲电子离子动量谱
仪 COLTRIMS (cold target recoil ion momentum
spectroscopy) 等. 这些仪器的设计都是基于对电
子是带电粒子这一说法的认同, 电子在电磁场中受
到电磁作用力, 其运动规律可以用牛顿第二定律描
述从而具有确定的运动轨道. 量子力学的提出使得
人们对电子有了新的认识, 普朗克的波粒二象性指
出所有粒子都具有波动性, 而由于电子质量小从而
其波动性更容易被观察到. 随后的电子衍射实验
以及电子双缝干涉实验证实了这一点. 值得注意
的是, 电子的经典行为和量子行为并不矛盾, 其量
子行为必须在非常小的微观尺度下才能发生, 而宏
观上的电子运动的确是经典的. 那么究竟在多小
的尺度下经典的轨道描述不再适用, 而电子的波动
性才会得以体现呢？这一点可以用量子力学的不

确定性原理粗略估计. 原子单位下有 ∆p∆x ≈ 1,
宏观下电子的热运动速度量级为 c/1000, 原子单
位下光速 c = 137, 如果考虑电子有 0.1%的速度
误差, 那么可以估算出电子位置的误差范围大概为
104 a.u. ≈ 200 nm. 这个误差范围对于宏观测量几
乎是一个很小的量, 也就是说宏观上可以认为电子
具有足够精度的运动轨迹, 但它却远大于分子原子
尺度或者晶格间距 (10 a.u.量级),这也是电子入射
晶体会发生衍射的原因, 我们无法在分子原子尺度
确定电子的位置. 原则上, 此时经典描述已经失效,
我们需要借助量子力学来描述原子分子系统, 电子
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不再被当成粒子, 而是以概率波的形式存在. 量子
力学的确能够解释几乎所有的原子尺度的物理现

象, 包括本文研究的强场中的原子电离现象. 引言
中提到, 量子力学描述虽然理论上是最正确的, 但
实际使用却过于复杂甚至无法计算. 尤其是当激光
场强度增大到发生高度非线性物理过程时, 无法再
用量子力学的微扰理论进行计算, 需要发展其他方
法求解薛定谔方程, 或者建立一个在此条件下成立
的新模型.

Corkum等 [14,15]创新性地提出了一个方法,即
重新用经典的图像来描述电子. 他认为在强激光
场作用下, 原子中的电子发生了如下几个过程: 第
一步, 足够强的激光场将库仑势势垒压低, 使得电
子隧穿出去成为自由电子, 隧穿概率由 Ammosov-
Delone-Krainov (ADK)率给出 [13]; 第二步, 电子
成为自由电子之后可看作初始位置为 0、在激光场
中运动的经典粒子, 忽略核库仑力的作用, 电子的
运动轨迹可以利用牛顿运动方程求解. 如果激光
场是圆偏振光, 则会发现电子的运动轨迹不再返回
原点, 即认为激光结束后电子会由于电场做功获得
能量, 最后直接飞向探测器被探测到, 而不再与原
子核发生作用. 最终探测到的电子电离率就是第
一步中的电子隧穿概率, 所以人们常用圆偏振光来
研究电子电离率或隧穿概率的问题 [20,21]. 线偏振
光的情况下则会出现更丰富的物理现象, 比如第三
步, 某些时刻出射的电子被光场驱动将在某一时刻
返回原点, 即电子返回原子核. 这个过程需要考虑
电子与核的相互作用, 可能出现三种物理过程：第
一种是电子与核发生弹性散射, 速度大小不变, 出
射方向有偏转甚至反向, 之后电子继续受到激光场
驱动最后将获得相当高的能量, 这个过程解释了电
子谱高能平台区的产生; 第二种是电子返回核与
残余核相互作用时, 将部分能量传递给另一个电
子从而发生双电离过程; 第三种是返回核的电子
被俘获, 电子能量转化成了光辐射, 释放出高次谐
波. 用经典运动方程计算出电子返回核的最大能
量是 3.17Up, 即理论上辐射的光子能量最大应该为
3.17Up + Ip, 其中有质动力能Up = F 2/4ω2, 表示
自由电子在激光场中做简谐运动一个周期可以获

得的平均动能, F 为激光电场峰值大小, Ip为电离

势. 上述预测与实验中观测到的高次谐波截止频率
相符.

上述模型将强场中的物理过程提炼成三个主

要步骤, 故称为三步模型. 由于第二步中电子被
看成经典粒子, 该方法又被称作准经典方法. 三
步模型的精髓在于大胆地在原子尺度将电子看作

粒子, 我们在文章一开始就讨论过这种处理方式
的局限性, 然而此处却能够定性甚至粗略地定量
符合实验观测, 于是我们有理由相信这种处理在
某些条件下是适用的. 那么在何种条件下, 电子
又能多大程度地被看作粒子成为一个重要的问题.
前文提到对于宏观上相对低速的电子, 在对速度
精度要求较高的情况下位置弥散程度达 200 nm,
这使得其在原子尺度是无论如何都不能被看作粒

子. 然而强场中的情况并没有那么糟糕, 当激光波
长为 2000 nm, 光强为 2 × 1014 W/cm2时, 电子受
到光场驱动能达到的最大速度可以用光场矢势估

算A = F/ω ≈ 3.3 a.u., 电子的运动范围大概为
F/ω2 ≈ 145 a.u.. 我们假设电子速度的不确定度
为5%, 则有∆p = 0.165 a.u., 根据不确定性原理估
算出位置不确定的范围为∆x ≈ 6 a.u.. 可以看出
这时的电子波包不确定范围相对于电子受电场驱

动的运动范围的确是个小量, 因此在这个条件下将
电子视为粒子是可行的. 这是强场中能够使用经典
粒子图像描述电子运动的基础, 根本原因在于足够
强的激光场能够将电子加速到足够大的速度, 其位
置不确定范围相应较小, 另一方面电子在强场驱动
下的运动范围较大, 因此能够近似使用轨迹描述电
子的运动. 反之, 若激光场强太小, 位置不确定范
围大于电子的运动范围, 经典图像也就失效了. 由
此可见, 激光波长越长、光强越大, 经典图像就越能
够准确地描述强场中的电子行为.

2.2 隧穿概率

三步模型的第一步电子隧穿出势垒成为自由

电子是至为关键的一步, 隧穿概率以及初始动量分
布直接影响到最终的动量谱结果. 电子隧穿过程在
量子力学中早有研究, Landau和Lifshits [22]给出

了氢原子系统中电子在静电场下的隧穿概率, 该方
法是求解准静条件下电离概率的基础, PPT 率以
及ADK 率均由此得来. 下文将简单叙述朗道推导
隧穿概率的重要步骤. 设外电场强度为F , 偏振方
向沿 z 轴方向, 含外场氢原子系统的定态薛定谔方
程写作 (

1

2
∇2 + E +

1

r
− F · z

)
Ψ = 0. (1)
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对于柱对称系统, 使用抛物坐标系更加方便, 定义
直角坐标与抛物坐标间的变换

x =
√
ξη cosφ, y =

√
ξη sinφ, z = (ξ − η)/2.

(2)

将本征态写成如下形式:

Ψ =
f1(ξ)f2(η)√

ξη
e imφ, (3)

其中m是磁量子数. 那么薛定谔方程可以分离
变量为

d2f1
dξ2 +

(
E

2
+
β1
ξ

− m2 − 1

4ξ2
− F

4
ξ

)
f1 = 0, (4)

d2f2
dη2 +

(
E

2
+
β2
η

− m2 − 1

4η2
+
F

4
ξ

)
f2 = 0, (5)

β1 + β2 = 1.

分离变量后将得到两个方向的一维定态薛定谔

方程, 对每个方程粒子总能量相当于E/4, 等效
势能为

U1(ξ) = −β1
2ξ

+
m2 − 1

8ξ2
+
F

8
ξ,

U2(η) = −β2
2η

+
m2 − 1

8η2
− F

8
η.

这表明在 ξ方向是一个无限深势阱, 电子在这个方
向被约束. 而在 η方向形成一个势垒, 电子有一定
概率隧穿出去. 对于氢原子基态, 在无外场的情况
下, 有E = −1/2,m = 0, 基态电子波函数为

Ψ = e−(ξ+η)/2/
√
π. (6)

在有外场且场强较弱即F ≪ 1的情况下, 在 ξ

方向认为波函数依然为 (6)式的关系. 对于 η方

向, 需要求解一维薛定谔方程 (5)式. 求解过程
使用 Wenzel-Kramer-Brillouin (WKB) 近似 [22]方

法, 在势垒中取一点满足 1 ≪ ηturn ≪ 1/F , 在
η 6 ηturn 区域认为波函数为基态波函数 (6)式, 而
在 η > ηturn 区域则将波函数看作准经典的, 并容
易求得外区域的近似波函数. 最后, 电离概率定义
为出射总概率流

W =

∫
S

j · dS, j =
i
2
(Ψ∇Ψ∗ − Ψ∗∇Ψ), (7)

其中S取远处垂直于电场方向的平面. 该方法求得
氢原子在静电场下从基态电离的概率为

W =
4

F
exp

(
− 2

3F

)
. (8)

该电离率可作为检验标准, 之后发展出来的各种电
离率表达式必须满足在准静极限下的氢原子基态

结果与此式相符, 后文会多次使用此式对得到的各
种电离概率加以验证.

值得一提的是, CTMC 以及 QTMC 方法在经
典传播中用到的初始位置取自电子的隧穿出口. 常
用的隧穿出口用抛物坐标方法给出, 在 η方向隧穿

出口定义为势能与总能量相等, 满足三次方程
E

4
= U2(ηout) = − β2

2ηout
+
m2 − 1

8η2out
− F

8
ηout. (9)

在 ξ方向由于波函数是中心在 0点的高斯分布, 故
认为电子出射位置 ξ = 0. 换算回直角坐标有
x = 0, y = 0, z = −ηout/2. 可以验证当F ≪ 1

时, 有 ηout ≈ 2E/F = 2Ip/F或 z ≈ −Ip/F , 与预
计相符.

随后Smirnov和Chibisov [23]用同样的方法计

算了静电场下类氢原子任意束缚态的电离概率.
很快Perelomov等 [12]将其结果直接运用到了简

谐交变的光场中, 认为光场只要满足准静条件
γ = ω/ωT ≪ 1, 就可以认为在电子隧穿过程中电
场不发生变化, 将每个时刻发生隧穿的电子在隧穿
过程中受到的外电场近似为静电场, 从而直接使用
静电场隧穿概率. 其中ω是光场圆频率, 1/ωT 是电

子隧穿所需要的时间, 参数γ 将在第三部分详细说

明. 对于核电荷数为Z的类氢原子, 有效主量子数
为n∗ 的能级能量为E = Z2/(2n∗2),定义特征场强
F0 = (2E)3/2, 则在静电场下任意主量子数n∗、角

量子数 l、磁量子数m态的电离概率为

Wstat(F )

= ECn∗l
2 (2l + 1)(l + |m|)!
2|m|(|m|)!(l − |m|)!

×
(
2F0

F

)2n∗−|m|−1

exp
(
−2F0

3F

)
. (10)

上式成立还需满足弱场条件F ≪ F0. 线偏振单色
场下的电场强度随时间变化F (t) = F cosωt, 电离
率应该在一个周期内取平均, 最后与静电场电离
率公式相比多一个系数Wlin = (3F/πF0)

1/2Wstat.
而对于圆偏振光, 由于电场方向在不断变化, 磁量
子数m并不为常数, 一般情况很复杂. 但是对于 s
态而言, 由于电场强度大小是一个常数, 故其电离
率应该和静电场情况相同Wcir = Wstat. 上式中的
Cn∗l 是各类原子相关的渐进系数, 部分可参看文
献 [24,25]. 早在 1927年Hartree [26]给出了一个适

用于某些情况的解析表达式

Cn∗l
2 =

22n
∗

n∗(n∗ + l)!(n∗ − l − 1)!
. (11)
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上式对于氢原子是精确成立的, 对于类氢原子仅对
主量子数做简单替换. 对于氢原子基态, E = 1/2,
n∗ = 1, l = m = 0, 容易得到C10 = 2, 电离率转化
成与 (8)式相同的结果.

1986年, Ammosov等 [13]给出了准经典极限

n∗ ≫ 1下渐进系数较为简单的表达式

Cn∗l =

(
2e

n∗

)n∗
1√
2πn∗

. (12)

或者可以从 (11)式出发, 使用斯特林公式将其
转化成

Cn∗l
2 =

(
4e2

n∗2 − l∗2

)n∗ (
n∗ + l∗

n∗ − l∗

)l∗+1/2
1

2πn∗ .

(13)

当满足条件n∗ ≫ l∗时, 上式可简化成 (12)式, 在
准经典极限下渐进系数仅是有效主量子数n∗的函

数. 将化简的渐进系数代入 (10)式, 可以得到

W adk
stat

=
F

8πZ

(
4eZ3

Fn∗4

)2n∗ (
2Z3

Fn∗3

)−|m|

× (2l + 1)(l + |m|)!
2|m|(|m|)!(l − |m|)!

exp
(
− 2Z3

3n∗3F

)
. (14)

上式在角量子数不大时符合得很好. 对于磁量子数
更高的 |m| + 1态相比于磁量子数为 |m| 的态的电
离率存在比例因子Fn∗3/2Z3 ≪ 1, 也就是说磁量
子数m = 0 的态的电离率占主导地位. 对于氢原
子的 s态, 上式可简化为 (8)式. 对于任意原子的 s
态, 线偏振光下的电离率为

W adk
lin =

√
3F

πF0

FD2

8πZ
exp

(
− 2Z3

3n∗3F

)
, (15)

其中定义常数D =

(
4eZ3

Fn∗4

)n∗

, 上式即为我们通

常用到的 ADK 电离率.
以上叙述的是原子总电离率, 另外还可以研

究末态动量为p 的电子电离概率, 即得到隧穿后
的电子动量分布. 针对线偏振光中基态为 s态的
原子, Delone和Krainov [27]利用Laudau-Dyhne绝
热近似的跃迁概率幅形式 [28], 求出了精确到指数
项的电子动量分布. 之后Krainov [29]从KFR 理论
(将在下一章详细叙述)出发, 得到了完全相同的结
论并且给出了指数前因子:

W (p⊥, p∥)

=
pωD2

8π3n∗F
exp

(
− 2Z3

3n∗3F

)

× exp
(
−p⊥

2Z

n∗F

)
exp

(
−
p∥

2γ3

3ω

)
. (16)

上式对动量进行积分则可得到 (15)式.
上述表达式描述的是隧穿电子的末态动量分

布, 一般认为在满足绝热条件且忽略库仑势作用的
情况下, 末态动量在垂直电场方向的分布相比于隧
穿出口处不发生改变. 于是可以认为刚隧穿出来的
电子横向动量分布如同上式的高斯分布. CTMC
方法中 [18,30]认为电子在隧穿出口处的纵向动量为

p∥ = 0, 这一结论也将在下一章利用KFR 理论给
出. 如此可以确定三步模型中第一步隧穿过程中电
子的隧穿概率以及动量分布:

W (F, p⊥) =W0(F )W1(p⊥),

W0(F ) =
FD2

8πZ
exp

(
−2(2Ip)

3/2

3F

)
,

W1(p⊥) =

√
2Ip

πF
exp

(
−
p⊥

2
√
2Ip

F

)
, (17)

其中电离势 Ip = E = Z2/2n∗2. 垂直动量分布W1

的归一化因子是为了满足

∫ ∞

0

W12πp⊥dp⊥ = 1,

即对动量积分后得到准静态ADK 率W0(F ). 对于
变化的光场, 电场强度是时间的函数F (t), 故每一
时刻有相应的隧穿概率W (t, p⊥) = W (F (t), p⊥).
尤其要注意的是 (16)式与 (17)式的区别, 避免混
淆. (16)式是最后探测到的末态的动量分布, 而
(17)式是利用前者推导出的电子在隧穿出口处的
初始分布; 前者是纵向动量与横向动量的函数, 后
者由于隧穿出口处初始纵向动量为 0, 故只是横向
动量的函数; 前者对两个方向动量积分后应该得到
线偏光的ADK 总电离率, 后者对横向动量积分后
得到的是准静场下的ADK率.

2.3 经典传播与轨道相位

上一节讨论了三步模型中的第一步隧穿过程.
在准静条件下, 认为每一时刻发生隧穿的电子在隧
穿过程中感受到的电场为恒定值, 电子在该电场
压低的库仑势垒下发生隧穿. 隧穿出口位置、出口
动量分布以及电离率都已经得到. 在初始位置和
初始动量都确定之后, 电子开始做经典运动. 起初
Corkum 的模型在描述第二步经典传播时, 仅仅考
虑外电场对电子的作用. 之后在CTMC 模型中考
虑了电子运动过程中也受到的库仑力的影响. 电子
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运动满足牛顿运动方程

d2r

dt2 = −F (t)− Zr

r3
. (18)

或者写成一阶微分方程组

dp
dt = −F (t)− Zr

r3
,

dr
dt = p. (19)

在实际计算中, 外电场一般为有限长脉冲, 电子在
某时刻发生隧穿, 求解上面的运动方程直到脉冲结
束. 之后电子的运动仅在库仑力的作用下进行, 用
开普勒轨道描述. 若能量小于零, 电子轨道应该为
闭合的椭圆, 我们认为这部分电子最终被束缚到了
里德堡态而未被电离 [31,32]. 能量大于零的电子为
双曲线轨道, 通过解析得到的无穷远处的渐进动量
作为探测器探测到的动量. 已知激光结束时的动量
pf和位置rf, 可以得到三个守恒量：能量, 角动量,
和隆格楞次矢量,

p∞
2

2
=
pf

2

2
− Z

r
, L = rf × pf,

a = pf ×L− Zrf
rf
. (20)

末态动量则表示为 [32,33]

p∞ = p∞
p∞(L× a)− a

1 + p∞2L2
. (21)

如果忽略库仑势作用, 隧穿出来的电子能量一定大
于零, 最终全部会到达探测器, 则可直接从运动方
程出发解析得到末态电子动量

p∞ = pf = p0 −
∫ ∞

t0

F (t)dt = p0 −A(t0), (22)

其中 t0表示电子电离时刻, p0为电离时刻初始动

量, 电场矢势A满足F = −∂A/∂t, 物理上需要
满足在光场开始前与结束后矢势大小为零, 即
A(±∞) = 0. 在考虑了库仑势之后, 一方面有一
部分电子末态能量可能小于零, 另一方面末态动
量也会偏离 (22)式的结果, 甚至可能因为被库仑
势散射而出现巨大偏差. 半经典方法认为末态动
量相同的电子对该末态动量的电离率都有贡献.
CTMC 方法简单地将末态动量相同的电子概率相
加
∑

j W
j(t0, p⊥), 其中求和遍历末态动量相同的

所有电子, 这样统计的结果呈现出来的是由于初始
横向动量分布引起的末态角向分布结构. QTMC
方法在此基础上对每个电子赋予了相位信息, 将达
到相同末态动量的电子的概率幅叠加, 会发生干
涉, 末态动量为p 的概率为

Mp =
∑
j

√
W j(t0, p⊥) exp(iΦj). (23)

上式基于费曼路径积分思想 [34], 后来被用到强场
光领域中 [35,36].

接下来的重点在于如何得到每个电子的轨道

相位Φ. 在文献 [16]补充材料可以找到最先提出
QTMC 方法的原文中使用的轨道相位推导过程,
结果是

Φ = −
∫ ∞

t0

[
v(t)2

2
− Z

r(t)
+ Ip

]
dt. (24)

对于上面相位的表达式, 积分项实际上是电子总能
量. 在激光结束之后电子总能量守恒, 末态动量相
同的电子总能量相同, 因此对于末态动量相同的电
子上式积分从激光结束到无穷远是相同的, 贡献相
同的相因子可以略去, 因此上述积分只需要从电离
时刻积分到激光场结束时刻. 实际计算中将上式写
成微分式

dΦ
dt = −

[
v(t)2

2
− Z

r(t)
+ Ip

]
, (25)

然后联立微分方程组 (19)式共同求解.
最近, Shvetsov-Shilovski等 [37]提出半经典两

步模型 (semiclassical two-step (SCTS) model), 其
本质上是本文所讨论的半经典方法. 该工作重新
进行了轨道相位的推导, 文中对相位的推导过程
与QTMC 原文 [16]补充材料中的方法基本相同, 作
者指出了原推导过程中的疏漏并做出了修正. 从
坐标表象到动量表象的传播子对应的作用量可以

表示为

Φ = −v0 · r0 +
∫ ∞

t0

[−r(t) · v̇(t)−H] dt, (26)

其中H = v2/2 + F · r − Z/r是经典哈密顿量. 联
立运动方程 (18)式, 并考虑与初态相关的初始相位
Ipt0, 轨道相位最后可以写成

Φ = −v0 · r0 + Ipt0 −
∫ ∞

t0

[
v(t)2

2
− 2Z

r(t)

]
dt.

(27)

该相位对比QTMC 原文使用的 (24)式有两点不
同. 相比 (24)式, 保留了第一项, 在QTMC 原文里
考虑准静情况, 初始纵向速度为零, 第一项无需考
虑. 其次, 上式库仑项因子为 2, 这个因子来源一部
分是经典哈密顿量的库仑修正−Z/r, 另外一部分
来源运动方程中的库仑修正r ·

(
−Zr/r3

)
= −Z/r,

原QTMC 的推导过程中疏漏了后者从而得到 (24)
式. 为了以示区别, 我们称使用上述修正相位的方
法为SCTS 方法.
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由于多了一部分库仑修正项, 上述积分不可忽
略激光结束到无穷远的过程. 将积分分为两部分,
从隧穿时刻 t0 到激光结束时刻 tf, 再从激光结束时
刻到无穷远

−
∫ ∞

t0

[
v(t)2

2
− 2Z

r(t)

]
dt

= −
∫ tf

t0

[
v(t)2

2
− 2Z

r(t)

]
dt

−
∫ ∞

tf

[(
v(t)2

2
− Z

r(t)

)
− Z

r(t)

]
dt.

这种情况下, 由于参与干涉的电子轨迹具有相同的
末态能量, 因此上式中右边第二项的电子能量从激
光场结束时刻 tf到无穷远的积分对于干涉电子相

位的贡献是相同的. 故可以不考虑这一项的影响,
只需考虑多余的一项库仑项对电子轨迹相位的贡

献. 定义渐进库仑修正项

ΦC
f (tf) =

∫ ∞

tf

Zdt
r(t)

, (28)

(27)式可以写成

Φ = − v0 · r0 + Ipt0 −
∫ tf

t0

[
v(t)2

2
− 2Z

r(t)

]
dt

+ ΦC
f (tf). (29)

渐进库仑修正项可以用激光结束时电子的速度pf,

位置rf以及角动量 l 表示 (详细推导见文献 [37]):

ΦC
f (tf) = −Z

√
b

[
ln g + arcsinh

(
rf · pf

g
√
b

)]
, (30)

其中 b = 1/
√
2Ip, g =

√
1 + 2Ipl2. 图 1分别给出

了三维TDSE、二维QTMC和SCTS 方法在相同激
光条件下的电子动量谱在 px-pz平面的分布. 使用
的激光场为高斯包络短脉冲, 矢势形状为

A(t) = −F0

ω
exp

[
−α

(
ωt

4

)2
]

sinωt,

其中F0为激光电场强度幅值, 激光光强光强
I0 = F 2

0 = 2 × 1014 W/cm2, 波长 800 nm, 参数
α = 4.466. 上式使用的激光是超短周期脉冲, 目的
是为了突出瓣状结构而排除其他如周期间的干涉

等结构. 从计算结果可以看到, SCTS方法再对轨
道相位进行修正后能够成功地重复出低能角向结

构的瓣数. 此外, 图 1 (b)和图 1 (c)中出现了月牙形
状的亮线, 这是这类轨道库仑修正半经典方法的缺
点之一. 贡献这部分亮线的电子, 通过追踪轨迹可
以发现它们在运动过程中返回到了离母核较小的

距离而发生了大角度的散射. 而我们并没有考虑电
子发生散射的截面或概率, 因此这部分电子的的贡
献是高估了的, 从而在散射电子对应末态动量处出
现了亮线. 这反映了半经典方法不适用于解释硬散
射电子的局限性.
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图 1 氢原子电离电子的二维动量谱分布 系统由峰值光强为 2× 1014 W/cm2, 波长 800 nm的单周期线偏振红外脉冲电
离; (a) 由TDSE 方法求得, (b) 由QTMC方法求得, (c) 由 SCTS方法求得
Fig. 1. The 2D photoelectron momentum distributions of hydrogen atom, ionized by a single-cycle linearly polarized
laser pulse at wavelength of 800 nm and peak intensity of 2× 1014 W/cm2. The results are shown from: (a) TDSE
method, (b) QTMC method, (c) SCTS method.

2.4 半经典数值方法的步骤

在具体数值计算实现中, 半经典方法主要分成
如下几个步骤.

1) 制备样本电子. 一个方法是从激光开始到

激光结束均匀取时间点, 每个时刻再对初始横向速
度均匀采点, 对应每个时刻和每个初始横向速度有
电离率 (17)式, 其意义原本是在该时刻电离并具有
该初速度的隧穿电子数目正比于该电离率, 但这里
我们只用一个电子作为代表, 最后乘上 (17)式作为
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权重. 然而均匀采点取样有两个缺点, 一个是可能
出现由均匀取点周期性造成的非物理干涉结构, 另
一方面为了得到收敛的动量谱需要密集采点也就

是需要更大量的样本点. 一个常用的改进方法是蒙
特卡罗方法, 在时间空间和初始横向动量空间均匀
随机采样, 利用计算机生成的均匀随机数计算样本
电子的电离时刻与初始横向动量. 该方法能够使用
更少的样本得到收敛的动量谱, 效率更高. 一般典
型的样本数量级为109.

2) 上一步随机采点确定了电子的电离时刻、初
始横向速度之后, 可以利用 (9)式确定隧穿出口位
置. 之后求解微分方程组 (19)和 (25)式, 可以得到
激光结束时电子的位置和速度以及相位积累, 另外
还可以记录求解微分方程的过程从而得到该电子

在电场驱动下的运动轨迹. 最后利用开普勒公式
(21)计算得到末态电子动量. 如果轨道相位使用的
是SCTS 方法中的表达式, 相位微分方程 (25)式中
库仑项的系数应该改成 2. 另外在激光场结束后,
需要在求得的相位积累上再加上相位的渐进库仑

修正项 (30) 式.
3) 最后将达到相同末态动量的粒子收集起

来, 利用 (23)式计算具有该动量电子的电离概率.
实际操作时, 我们认为末态动量分布在小矩形
区域 [px − ∆px/2 ∼ px + ∆px/2, pz − ∆pz/2 ∼
pz +∆pz/2] 内即达到了相同的末态动量 (px, pz),
这里我们以计算xz平面的电子谱为例. 需要注意
的是, 统计区域∆px, ∆pz 不能取得太大, 如果太
大, 那么落在区域内相隔较远的电子的动量不能近
似认为相同, 这要求区域内间隔最大的点积累的相
位差不能太大. 一般对于波长越大的激光, 电子相
位随动量分布震荡越快, 或者说动量空间条纹更密
集, 这时需要更小的统计区域. 一般可以取某激光
参数下动量空间条纹间距的 1/10 作为统计区域范

围. 不过若统计区域过小, 则会导致落在该区域内
的电子数目不够, 统计效果差. 对于长波长激光,
统计区域范围要小, 这时为了达到一定的统计效
果, 需要更多的样本电子, 十分消耗资源.

3 库仑修正强场近似方法

第二部分讲述了QTMC 半经典方法的发展过
程, 该方法从经典模型出发, 量化每一步骤, 最后
得到动量谱. 接下来要讲述CCSFA 半经典方法,

基于KFR 理论先给出了动量谱, 然后再通过数学
手段给KFR 理论赋予经典的物理图像, 使得能够
用经典的两步模型描述该理论结果. 发展成熟的
CCSFA 方法也称为半经典方法, 它和QTMC物理
图像完全相同, 整个物理过程也可被看作三步. 电
子首先被电离成为自由电子, 然后在电场与库仑场
共同作用下做经典运动, 最后到达相同末态动量的
电子将发生干涉. 后面两步与QTMC 方法完全相
同, 区别仅在于第一步的隧穿过程, CCSFA 方法并
不是从准静隧穿模型得到初始条件和电离概率, 而
是从KFR 理论出发由数学计算反推得到的. 接下
来我们会详细叙述此方法的重要步骤.

3.1 KFR理论及强场近似

引言中提到, 量子力学是一个成熟的理论, 它
给出了一套非常系统地描述物理过程的方法, 即薛
定谔方程. 然而使用薛定谔方程往往不能得到一个
精确的解析解, 于是人们寻求各种近似方法来解析
地得到一些在特定条件下适用的结果. 例如弱外场
下的微扰理论就能解释很多的量子过程. 但是对
于我们所考虑的较强的激光场, 微扰理论则不再适
用. 这时如果考虑另一种极端的情况, 即激光场远
大于库仑场, 利用这个条件的数学处理方法就是强
场近似方法, 其中KFR理论就是强场近似的具体
实现. KFR是三篇论文 [9−11]作者Keldysh, Faisal,
Reiss 姓名的首字母. 这三篇文章从同一出发点进
行了开拓性的推导计算, 后人将它们视为一系列强
场近似方法的基础, 统称为KFR 理论. 更多细节
参见综述文献 [38]. 另外还有其他处理强场中电离
问题的理论, 如含时有效程理论 (time dependent
effective range, TDER) [39−45], Floquet理论 [46,47],
解析R-matrix理论 [48−50]等. 每种理论基于各自
的出发点做出相应近似, 适用情景不尽相同, 细节
参看文献. 本文着重介绍KFR理论.

根据量子力学原理, 系统在光场下的哈密顿量
在速度规范与长度规范下分别写作

Hvol =
1

2
[−i∇+A(t)]

2
+ Va(r),

H len = − 1

2
∇2 + Va(r) + F · r, (31)

其中Va(r)为原子势, 对于类氢原子有Va(r) =

−Z/r, A为电场矢势, F 为电场. 我们定义电
子与光场的相互作用势

V vol
int = −iA · ∇+A2/2, V len

int = F · r. (32)
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系统哈密顿量可以写作

H = −1

2
∇2 + Va(r) + Vint. (33)

系统的波函数演化满足薛定谔方程

i ∂
∂t

|ψ⟩ = H|ψ⟩. (34)

激光场作用下原子系统将从初态 |ψ0⟩演化到末态
|ψf⟩ = U(tf, t0)|ψ0⟩, 其中

U(tf, t0) = exp
(
−i
∫ tf

t0

Hdt
)

为在系统哈密顿量 (33)式作用下从初始时刻 t0 到

tf时刻的演化算符. 由于指数项是对算符的积分,
因此这种表达形式虽简单紧凑却十分不易计算. 定
义无外场情况下的哈密顿量

Ha = −1

2
∇2 + Va(r), (35)

与其对应的演化算符记为Ua. 无外场情况下的哈
密顿量不含时, 求解定态薛定谔方程可以得到相应
的本征态, 能量小于零的态称为束缚态, 一般认为
初始电子处于能量最低的束缚态基态上. 激光作用
后电子态将被激发到能量更高的束缚态, 或者能量
大于零成为自由电子被探测器探测到. 能量大于零
的自由电子态的能量是连续分布的, 故又称作连续
态, 动量为p 的自由电子态记为 |ψp⟩. 实验中探测
到的动量谱即为自由电子的动量分布, 探测到动量
为p 的电子的概率应该正比于电子末态中自由态

|ψp⟩的成分, 即

Mp = ⟨ψp|ψf⟩ = ⟨ψp|U(tf, t0)|ψ0⟩. (36)

上式也是对电子电离概率的严格定义. 在进行精
确计算时, 一般是直接求解含时薛定谔方程得到末
态波函数 |ψf⟩, 然后再用上式计算投影求得动量谱.
接下来我们将进行一些数学处理, 得到强场近似
结果.

定义忽略库仑势的哈密顿量

Hf = −1

2
∇2 + Vint(t), (37)

它描述的是自由电子在外场中的运动, 对应的演化
算符为Uf, 本征态是Volkov 态 |ψV

p ⟩ [51−54], 在非相
对论情况下由速度规范和长度规范分别得到不同

的表达形式:

|ψV,vol
p ⟩ = |p⟩ exp(−iSp(t)),

|ψV,len
p ⟩ = |p+A(t)⟩ exp(−iSp(t)), (38)

其中

Sp(t) =

∫ t [p+A(τ)]2

2
dτ. (39)

|p⟩表示动量为p的平面波态, 在坐标表象下有

⟨r|p⟩ = 1

(2π)3/2
exp(ip · r).

利用Dyson 方程 [55], 可以将总哈密顿量的演化算
符表示成如下等价的对称形式:

U(t, t′) = Ua(t, t
′)− i

∫ t

t′
U(t, τ)Vint(τ)Ua(τ, t

′)dτ,

(40)

U(t, t′) = Uf(t, t
′)− i

∫ t

t′
Uf(t, τ)VaU(τ, t′)dτ.

(41)
将 (40)式代入电离概率 (36)式, 可以得到电离概率
的另一个精确表达式:

Mp = −i
∫ tf

t0

⟨ψp(tf)|U(tf, τ)Vint(τ)|ψ0(τ)⟩dτ .

(42)
强场近似的关键一步在于, 假设电子被电离后库仑
势作用可以忽略, 电子仅在外电场驱动下运动, 这
时可以将上式的演化算符替换成为无库仑势的演

化算符, 并且将电子末态替换成为Volkov 态. 这样
上式将在强场近似下化简为

Mp = −i
∫ tf

t0

⟨ψV
p (τ)|Vint(τ)|ψ0(τ)⟩dτ . (43)

(43)式就是KFR理论的共同出发点, 三篇文章均
从上式出发, 详细计算了单色光场下的电离概率.
其中, Keldysh 在长度规范下进行计算得到了著名
的Keldysh 电离率公式:

WKeldysh

∼ exp
{
− 2Ip

ω

[(
1 +

1

2γ2

)
arcsinhγ −

√
1 + γ2

2γ

]}
,

(44)

Keldysh 参数定义为 γ = ω
√

2Ip/F , 可以理解为
电子隧穿时间与光场周期的比值. 指数项与PPT
文中 [12]在短程势情况下得到的结果完全一样. 此
式的物理内涵在于不仅能够描述隧穿极限下的物

理规律, 也能描述多光子过程. 对于隧穿极限即
准静近似下, 有γ ≪ 1, 此时上式可以转化成与准
静隧穿概率 (10)式相同的指数形式. 而γ ≫ 1 的

情况称为多光子过程, 此时电离概率的可以化成
W ∼ σNI

N , 其中 I为光强, N为吸收光子数 Ip/ω,
σN为多光子吸收截面.
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Faisal 和Reiss 两人均在速度规范下计算电
离率 (43)式, 其中Faisal 的文章 [10]中末态使用了

任意态, 而Reiss 的文章 [11]从一开始就用Volkov
态代替末态. 将Faisal 文章结果中的末态取为平
面波态即可得到和Reiss 完全一样的结果 (对比文
献 [10]中的 (21), (22)式与文献 [11]中的 (26), (42)
式). 与长度规范下含有矢势的平面波态不同, 速度
规范的好处在于Volkov 态 (38)式中的平面波态是
一个不随时间变化的态. 这样在计算过程中可以利
用傅里叶 -贝塞尔变换

exp (iz sinφ) =
+∞∑

k=−∞

Jk(z) exp(ikφ),

将电离率展开成贝塞尔函数的叠加, 最后写成如下
形式:

MFR
p =

∑
n

δ
(p2
2

+ Ip + Up − nω
)
Mpn. (45)

对于线偏振光有

Mpn = 2πi
(p2
2

+ Ip

)
⟨p|Ψ0⟩

+∞∑
k=−∞

Jk

(
Up
2ω

)
× Jn+2k

(
Fp

ω2

)
, (46)

对于圆偏振光有

Mpn = 2πi
(p2
2

+ Ip

)
⟨p|Ψ0⟩Jn

(
Fp

ω2

)
, (47)

其中 ⟨p|Ψ0⟩为初态在动量表象下的函数. 从FR 的
结果 (45) 式可以很清楚地看到ATI 结构, 吸收了n

个光子的电子将在能量为p2/2 = nω − Ip − Up 处

出现峰值. 每阶ATI 峰的电离率大小取决于贝塞
尔函数 (46), (47)式. 同时, 由贝塞尔函数的性质可
以预测ATI 峰的平台结构, 即高阶ATI 峰的电离
率相比于低阶峰的电离率并没有明显下降, 这属于
强场与原子相互作用产生的高度非线性现象.

3.2 鞍点方法

上一节讨论的KFR 理论, 均从强场近似后的
电离率分布 (43)式出发, 严格对单色光场情况进行
了深入计算, 结果成功给出了正确描述强场非微扰
情况的总电离率, 并且预测了电子谱的ATI 阈上电
离峰结构. 事实上, (43)式是一个理论上可以直接
计算的式子, 在确定激光场的情况下, 被积函数是
明确的, 主要任务是计算积分. 五十年前由于计算
机刚刚诞生而无法进行复杂的计算, 人们更倾向于

使用解析手段处理数学问题. 如今发展成熟的计算
机给我们提供了强大的计算手段, 对于具有明确表
达式的函数可以数值积分, 于是强场近似下的 (43)
式开始被广泛应用于处理任意有限长包络光场下

的原子电离问题. 接下来我们会介绍一种方法, 将
(43)式中的积分转化为求和的形式进行近似处理,
并赋予其经典的物理图像. 此方法在数学上称作鞍
点方法 (严格上对实数变量叫鞍点方法, 对于复数
变量叫最速下降线围道方法), 相关数学内容详见
文献 [56]. 早期已有文献 [57, 58]利用此数学方法处
理 (43)式的积分, 之后文献 [55, 59, 60]中对此方法
进行了拓展与总结. 在长度规范下, 代入Volkov 态
和相互作用势, (43)式可以写成

Mp = −i
∫ tf

t0

e iS̃p(t
′)⟨p+A(t′)|r · F (t′)|ψ0⟩dt′,

(48)

其中

S̃p(t) =

∫ t{ [p+A(τ)]2

2
+ Ip

}
dτ. (49)

积分下限本应从负无穷开始, 但是在光场出现前此
相位积累是一个与时间无关的常数, 故上式积分可
以从激光起始时刻进行. 若原子势为库仑势, 对初
态为 s态的情况, 偶极跃迁矩阵元可计算为

⟨p+A(t′)|r|ψ0⟩ ∝
p+A

[(p+A)2 + 2Ip]3
, (50)

在已知电场时, (48)式可以直接进行数值积分求解.
值得注意的一点是, (48)式不仅适用于长波长红外
光场, 对XUV 光同样可行, 文献 [61, 62]中利用该
式很好地描述了XUV 光电离谱.

如果相位 S̃p(t)随时间的变化远快于函数

⟨p+A(t′)|r ·F (t′)|ψ0⟩ 的变化, 则积分函数是一个
高速振荡的函数, 对时间的积分在大多数地方相互
抵消而使积分值接近零, 只有在相位变化十分缓慢
的地方才对积分值有显著贡献. 相位稳定的点即
稳相点, 由于其在复平面上的形状像马鞍又可称鞍
点, 满足相位对时间的一阶导数为零

∂S̃p(t)

∂t

∣∣∣∣
t=ts

=
[p+A(ts)]

2

2
+ Ip = 0. (51)

上式即为鞍点方程. 鞍点方法的大致思路为, 将
(48)式的积分近似表示成在各个鞍点附近的积分
之和, 而鞍点附近的积分可表示为被积函数在鞍点
处的函数值与某个系数的乘积, 经过计算可以将电
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离率表示成求和形式:

Mp ∼
∑
s

√
2πi
S̃′′
p(ts)

⟨p+A(ts)|r · F (ts)|Ψ0⟩

× e iS̃p(ts), (52)

其中求和遍历所有鞍点, 符号∼表示两个函数具有
相同行为. 使用鞍点方法的过程中有些近似条件
往往不能被很好地满足, 近似步骤并不绝对严格,
因此最后得到的式子在数值上并不能和原式完全

相符. 但是近似后的式子已经足够描述原函数的
行为, 或者可以认为仅仅与原函数相差一个系数因
子. 在考虑库仑势的情况下, 由于分母是相位的一
阶导数, 在鞍点处为零, 偶极跃迁矩阵元 (50)式在
鞍点处的值是发散的, 这时 (52)式失效. 文献 [60]
中给出了考虑库仑势情况下的电离率修正:

Mp ∼
∑

s

(2Ip)
5/4

21/2F (ts)[p+A(ts)]
e iS̃p(ts). (53)

指数前因子简单记为P (ts), 电离概率可表示成
Mp ∼

∑
s

P (ts) e iS̃p(ts). 上式已经和QTMC 的电

离率 (23)式非常相似了, 不同之处在于相位因子.
从鞍点方程可以看出, 方程的解即鞍点 ts = tr + iti

是复数, 因此相位因子 (49)式在鞍点方法下是复变
函数的积分. 我们考虑的光场形式和相位的被积
函数都是解析函数, 因此可以将积分路径取成两部
分: ∫ ts

−∞
= −

∫ ∞

ts

= −
∫ tr

ts

−
∫ ∞

tr

.

从鞍点直接积分到鞍点实部, 然后再从鞍点实部出
发积分至无穷远, 则相位因子也分成两个部分:

S̃p(t) = Φt
s + Φs,

Φt
s = −

∫ tr

ts

{
[p+A(τ)]2

2
+ Ip

}
dτ,

Φs = −
∫ ∞

tr

{
[p+A(τ)]2

2
+ Ip

}
dτ. (54)

第二部分积分在时间实轴上进行, Φs是纯实数, 可
以发现这个相位与QTMC 的轨道相位 (24)式在不
考虑库仑势的情况下完全一样. 第一部分Φt

s是从

鞍点到鞍点实部的相位积累, 该过程物理上可以理
解成电子在势垒中发生隧穿. Φt

s 为复数, 实部对应
了隧穿的初始相位, 从虚部可以获得隧穿概率 [63].
电离率可以写成

Mp ∼
∑

s
P (ts) exp (iΦt

s) exp (iΦs). (55)

上式的确与 (23)式相同, 这样我们就将强场近似
理论与半经典理论联系起来了. 惟一的区别在于
QTMC 的隧穿概率幅是实数, 而此处隧穿概率幅
P (ts) exp (iΦt

s) 是复数, 这意味着不同轨道的初始
相位不一定相同. 现在我们可以给强场近似赋予
一个经典的物理过程, 电子从 tr时刻隧穿成为自由

电子, 然后在外场的作用下做经典运动, 忽略库仑
势, 末态动量为p的电子可以由 (22)式反推出隧穿
出口处的初始动量

p0 = p+A(tr). (56)

电子在电离时刻 tr的初始位置可以利用虚时理

论 [64]中的假设确定, 该理论认为电子在 ts到 tr

期间是在势垒中运动, 轨迹遵循量子轨迹. 量
子轨迹的定义满足如下两个边界条件: 1) 电子
在隧穿起始的位置实部为零, 即Re(r(ts)) = 0;
2) 电子在隧穿出口处的经典量应该为实数, 即
Im(r(tr)) = Im(p(tr)) = 0. 可以构造出满足以上
条件的量子轨迹

rq(t) =

∫ t

A(τ)dτ − Re
[ ∫ ts

A(τ)dτ
]
,

那么隧穿出口的位置可以写成

r0 = rq(tr) = Re
[∫ tr

ts

A(τ)dτ
]
. (57)

至此我们基本完成了将强场近似改造为半经典方

法的工作. 从跃迁概率幅出发, 借助数学手段将其
转化为求和形式, 对求和的每一项赋予经典物理意
义, 可看作不同时刻发生隧穿最终能达到相同末态
动量的电子对电离率的贡献, 并且求出电子在隧穿
出口的初始位置、初始动量以及隧穿概率等经典物

理量.
在准静极限下, 光场可看作静电场, 假设光场

沿 z方向, Az(t) = −Ft, 代入鞍点方程 (51)式有
1

2
[(pz − Ftr − iFti)

2 + p2x] + Ip = 0.

在此仅考虑xz平面, 可以求得鞍点

tr =
pz
F
, ti =

√
2Ip + p2x
F

.

代入 (56)式可以得到初始动量

p0x = px, p0z = pz − Ftr = 0.

从上式可看出, 在满足准静条件时, 初始纵向动量
为零. 对于初始位置有

rz = Re
[ ∫ tr

ts

−Fτ dτ
]
= −

Ft2i

2
≈ −Ip

F
.
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与朗道给出的静电场中隧穿出口 (9)式一致. 最后
计算电离概率

W = |P (ts) exp (iΦt
s)|2 ∝ exp (−2ImΦt

s),

其中隧穿相位的虚部

ImΦt
s = Im

∫ ts

tr

{
(pz − Fτ)2 + p2x

2
+ Ip

}
dτ

=
(p2x
2

+ Ip

)
ti −

F 2t3i

6

=
(p2x + 2Ip)

3/2

3F
.

可以得到电离率为

W ∝ exp
(
−2(p2x + 2Ip)

3/2

3F

)
≈ exp

[
−2(2Ip)

3/2

3F

(
1 +

3

2

p2x
2Ip

)]
∝ exp

(
−2(2Ip)

3/2

3F

)
exp

(
p2x
√
2Ip

F

)
.

上述结果在指数因子上与QTMC 模型采用的电离
率完全一样, 这也证实了这几种方法的一致性与有
效性. 以上推导只是强场近似方法的一种特殊情
况, 事实上该方法的适用范围十分广泛. 原则上对
于一般形式的光场都可用强场近似法, 只不过此时
在隧穿出口处纵向初始速度一般不为零, 并且电离
概率与初始横向速度的关系也不再是中心为零的

高斯分布. 这些差异将导致在不满足准静条件的情
况下强场近似结果与绝热QTMC 方法不一致, 此
处绝热即表示准静. 这种不一致的现象统称为非绝
热现象, 将在第4部分举例说明.

3.3 数值实现与库仑势修正

上一节给出了正统的强场近似方法计算电子

电离动量谱分布的步骤, 忽略电子电离后受到的库
仑势影响, 初步实现了半经典化, 将积分形式的跃
迁概率幅写成不同时刻电离的电子概率幅求和, 并
得到了不同时刻电离的电子初始位置和初始动量.
半经典化后的强场近似用数值方法实现的步骤和

2.4节基本相同, 该步骤是半经典方法的通用步骤,
区别在于第一步中的采样方式. 强场近似方法首先
给定末态动量, 通过鞍点方程 (51)式求出所有解,
这些解对应的电子就是采取的样本. 然后从初始
条件 (57)和 (56)式出发, 求解不包含库仑势的运动
方程, 得到的末态动量必然就是给定的末态动量,
最后将末态动量相同的电子收集起来, 对包含轨道

相位的电离概率求和, 得到的就是 (55)式. 也就是
说, 在不考虑库仑势的情况下, 对给定末态动量的
所有鞍点采样, 就可以由半经典方法的步骤实现强
场近似.

在强场近似方法中加入库仑效应有多种方法,
其中之一是从 (42)式出发, 将Dyson方程的第二个
形式 (41)式代入 (42)式, 近似取到一阶项得:

Mp = − i
∫ tf

t0

⟨ψp(tf)|Uf(tf, τ)Vint(τ)|ψ0(τ)⟩dτ

−
∫ tf

t0

∫ tf

τ1

⟨ψp(tf)|Uf(tf, τ2)VaU(τ2, τ1)

× Vint(τ1)|ψ0(τ1)⟩dτ1dτ2.

第一项就是忽略库仑势的强场近似电离率, 也叫作
直接电离项, 物理上该电子电离后不再与母核发生
作用. 第二项被称为一次再散射项, 其物理意义是,
处于初态的电子在 τ1 时刻被相互作用势Vint(τ1)

电离, 然后在库仑势和光场共同作用下经演化算符
U(τ2, τ1)传播到 τ2时刻,在 τ2时刻与母核发生相互

作用并发生散射, 最后电子在光场作用下经演化算
符Uf(tf, τ2) 传播到激光结束. 如果利用 (41)式替
换再散射项的U(τ2, τ1), 则可以写出更高阶次的项,
表示多次散射. 此方法是量子方法, 具体工作参考
文献 [55, 59, 60, 65, 66]. 如果考虑电离电子受库仑
势的影响, 即末态不再取为忽略库仑势的自由电子
本征态Volkov 态, 而采用同时包含库仑势和光场
的哈密顿量本征态Coulomb-Volkov (CV) 态, 这就
是常见的CVA (Coulomb-Volkov approximation)
方法 [67−76].

本文主要介绍经典的考虑库仑效应的方法, 即
库仑修正强场近似方法 [17,77−79]. 该方法以半经典
强场近似为出发点, 通过求解鞍点方程, 得到电离
时刻和对应的初始位置、初始动量以及隧穿概率,
在电子受光场驱动做经典运动的过程中考虑库仑

势, 运动方程同 (18)式. 然而需要注意的是, 库仑
势的影响会导致从运动方程求解出的电子末态动

量不同于采样时给定的动量, 甚至当电子在运动过
程中距离原子核太近时还会发生散射, 这样电子动
量可能发生很大的偏转甚至反向. 也就是说, 由同
一个鞍点方程得到的各个解对应的不同时刻出射

的电子, 最后可能不再达到相同的末态动量, 这样
电离率计算公式 (55)是否依然有效值得商榷. 我们
在此说明, 虽然轨道的库仑修正在数学上是不严谨
的, 得到的结果在很大程度上却是有效的.
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半经典方法中另外一个受到库仑势影响的是

轨道相位, 文献 [17,79]中使用的是和QTMC 方法
相同的 (24)式, 此文献中对相位的库仑修正推导过
程有同样疏漏 (见 2.3节的讨论). 强场近似方法的
传播子相位与2.3节的稍有不同, 从强场近似方法
相位的来源 (见 (48)式推导)可以看出, 应该使用动
量空间到动量空间的作用量. 文献 [77, 78]中使用
动量空间到动量空间的传播子相位:

Φ =

∫ ∞

t0

(L− Ip) dt− v∞ · r∞ + v0 · r0, (58)

其中拉格朗日量为L = v · ṙ−H. 该表达式的库仑
势修正也表现在哈密顿量的库仑势修正与运动方

程修正项部分, 文献中进行了详细研究. 将上式进
行分部积分, 可以得到与2.3 小节中相同的形式:

Φ = Ipt0 +

∫ ∞

t0

[−r(t) · v̇(t)−H] dt

= Ipt0 −
∫ ∞

t0

[
v(t)2

2
− 2Z

r(t)

]
dt. (59)

上式没有与初始纵向速度相关的初始相位, 并且正
确的库仑修正项系数因子为 2. 理论上 (58)和 (59)
式两种形式的库仑修正是完全相同的, 相比之下后
者的形式较为简单, 易于程序实现.

在动量空间的采样策略同样有两种, 一种是直
接在动量空间中取均匀格点, 遍历所有动量格点求
解鞍点方程, 与每个解相对应的电子作为样本. 这
种策略在不考虑库仑势作用时是可行的, 因为前面
讨论过当没有库仑势时同一个鞍点方程得到的样

本最后将回到相同的末态动量, 不存在统计上的收
敛性. 当考虑了库仑势之后, 电子末态动量将无法
预计, 最后需要收集末态动量相近的电子做统计.
为了达到一定的统计精度, 需要足够数量的电子,
动量格点要取得十分密集, 这时可以使用另外一种
采样策略. 在动量空间中均匀随机地采点, 根据蒙
特卡罗的思想, 可以降低采样数目达到相同的统计
效果, 从而提高效率.

3.4 高效实现CCSFA

以上两种半经典方法都具有鲜明的物理图像,
实现步骤与物理过程基本一致, 主要分为隧穿、传
播和探测三步. 但在细节上两种方法各有优缺.
QTMC 方法直接对隧穿出口和初始横向动量两个
参数进行采样, 然后直接计算得到电子的隧穿概率
和初始条件. 第二步求解运动微分方程组是整个过

程中相对耗时的步骤. 对于目前计算机的并行计
算速度而言, 对 109量级的样本计算运动方程, 完
成一个电子谱的计算只需要不到一个小时. 因此
QTMC 方法是一种高效的半经典方法. 然而该方
法的局限性在于第一步的隧穿过程用到了准静条

件, 电离率和初始条件都是从电子在准静场下的隧
穿求解而来, 使得此方法适用范围比较小, 仅仅在
满足绝热条件如激光波长较长的时候才能给出较

好的结果. 相比而言, CCSFA方法的出发点为强场
近似, 推导过程只用到了强场条件而不需要绝热条
件. 因此从强场近似半经典化后得到的初始动量分
布和初始条件等可用于非绝热情况, 适用的范围更
广, 在激光参数不满足绝热条件时也能很好地重复
出非绝热现象 (第 4部分将举例说明). 但CCSFA
方法的缺点在于其采样过程不是直接的, 先在动量
空间进行采样, 再对每个动量求解鞍点方程得到样
本, 继而得到该样本的初始条件和电离率. 求解鞍
点方程的过程相当耗时, 平均对每个样本而言, 求
解鞍点方程的时间可能远大于传播的时间. 因此常
规的在动量空间采点的CCSFA 方法是一种非常耗
时的半经典方法.

我们结合了QTMC 方法和CCSFA 方法的优
势, 提出了一种高效实现CCSFA 的方法 [80]. 该方
法使用的是半经典强场近似的初始条件和电离率,
但采样过程和QTMC 方法类似, 避免了求解鞍点
方程的过程, 从而将效率提高到与QTMC 方法同
量级. 此方法的核心在于, 在复时间平面上随机采
点, 首先得到鞍点值 ts = tr + iti . 以时间为参数,
电子的初始位置、初始动量和电离率等都可以表示

成时间的函数并直接求得. 假设考虑极化方向沿 z

方向的有限长线偏振光

A(t) = Azêz = A0 cos2(βt) sin(ωt+ ϕ)êz, (60)

其中β = π/T = ω/(2Nc), 脉冲从−T/2开始到
T/2结束, Nc是脉冲总周期数. 电场矢势的函数延
拓到复数域是解析函数. 仅考虑电子在xz平面的

运动, 鞍点方程将化成代数方程

pz +Ar(tr, ti) = 0,

p2x + 2Ip −A2
i (tr, ti) = 0. (61)

从上面的方程可以看出, 我们的采样方法的根本优
势在于, 由已知时间来求解动量是一个相对简单的
二次方程, 而如果按照传统采样方式, 由已知动量
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通过鞍点方程求解时间则是一个复杂的非线性方

程组. 在这里动量变量可以直接用采点时间表示:

pz = −Ar(tr, ti),

px = [A2
i (tr, ti)− 2Ip]

1/2. (62)

初始位置、初始动量可以由 (57)和 (56)式得到：

x0 = 0,

z0 = Re
∫ tr

ts

Az(τ)dτ ,

v0x = [A2
i (tr, ti)− 2Ip]

1/2,

v0z = −Ar(tr, ti) +Az(tr, 0).

(54)式中的隧穿相位为

Φt
s = i

(1
2
p2x +

1

2
p2z + Ip

)
ti

− pz

∫ tr

ts

Az(τ)dτ −
1

2

∫ tr

ts

A2
z(τ)dτ.

上面各式均可以在已知时间 ts = tr + iti的情况下

直接计算得到, 其中涉及的几个积分, 对于 cos2包
络的光场可以得到解析表达式, 对于一般光场则需
要做数值积分, 不过这个过程并不耗时.

最后一个关键点在于, 我们的这种采样方式,
在无库仑势时的结果必须和常规强场近似一样才

能证实其有效性, 也就是需要保证在没有库仑势的
情况下, 我们的采样方式得到的末态动量分布在动
量空间是均匀的. 那么在时间平面采点就需要满足
某种分布, 或者如果在时间平面均匀采点, 就需要
对每个样本乘上一个权重因子. 可知此时我们需要
考虑的权重因子为变换的雅克比矩阵

J(ts) = J(tr, ti) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂px
∂tr

∂px
∂ti

∂pz
∂tr

∂pz
∂ti

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (63)

其中的每一项可由 (62)式求出. 在我们的方案中,
对时间进行均匀采点, 样本的隧穿概率幅应该写成
等效隧穿概率幅:

Peff(ts) = J(ts)P (ts) exp (iΦt
s). (64)

使用 2.4节的步骤进行数值实现, 就可以具有
QTMC 相同的计算效率, 并得到与CCSFA 相同
的结果.

4 半经典方法的应用

半经典方法的优势在于能以清晰的物理图像

研究强场中原子分子中电子的动力学过程, 在经

典轨道描述下, 更容易实现对电子运动的操控. 对
电子运动的深入研究, 最大的功劳之一就是催生
了利用高次谐波产生阿秒激光的技术 [81,82], 促进
了阿秒技术的发展 [83,84]. 忽略库仑势的强场近似
理论已经得到广泛使用, 例如描述负离子脱附过
程 [85,86], 解释电子谱高能平台区 [87]和高次谐波谱

平台区 [58]等典型的强场物理现象. 考虑库仑势的
半经典方法, 可以描述椭偏光下动量谱的库仑不对
称性 [88−90]; 解释受挫电离现象 [31,32,91,92]以及各

种二维谱结构的产生原因, 对不同的结构利用不同
类型的电子轨道产生的贡献进行区分 [93−98]; 研究
阈值附近的动量谱结构 [99−102]、长波长下的低能

谱结构 [103−107]. 接下来我们举例使用半经典方法
研究电子电离的物理过程, 首先我们利用半经典
方法的优势, 分析不同轨道的电子对动量谱干涉
结构的贡献; 其次我们对比使用绝热QTMC 方法
和非绝热CCSFA 方法的结果, 研究电子隧穿非绝
热效应.

4.1 电子谱干涉结构

随着实验精度的提高, 实验上能够得到更高分
辨率的电子二维动量谱 [93], 该动量谱呈现出了丰
富的结构, 蕴含着复杂的物理过程. 使用TDSE 方
法数值模拟得到的动量谱也可以几乎重复出全部

的干涉结构. 就现在的计算能力而言, 数值模拟的
动量谱分辨率高于目前实验所能达到的最高分辨

率, 所以我们可以使用数值模拟来研究动量谱的干
涉结构. 图 2 (a)给出的是一个典型的使用TDSE
方法计算红外强激光作用下氢原子电离电子的二

维动量谱, 选用峰值光强为 1 × 1014 W/cm2, 波长
为1600 nm 的线偏振光 (具体波形见图 3 ). 这时的
Keldysh 参数为γ ≈ 0.53, 比较好地符合了绝热条
件, 于是我们使用QTMC方法进行研究. 图 2 (b)
是使用QTMC 方法给出的在相同激光条件下的二
维动量谱. 可以看出半经典方法能够基本重复出主
要的干涉结构, 使用TDSE 方法虽然能够给出更加
精确的动量谱, 但是我们无法清楚地描述动量谱干
涉结构背后的物理过程. 而半经典方法认为动量谱
的结构是不同轨道的电子达到相同末态动量干涉

产生的, 我们可以通过追踪电子轨迹, 从而区分出
何种轨道的电子贡献哪种干涉条纹.
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图 2 氢原子电离电子的二维动量谱分布 系统由峰值光

强为 1 × 1014 W/cm2, 波长 1600 nm的 4周期, sin2包
络, 线偏振红外脉冲电离; (a) 由TDSE 方法求得, (b) 由
QTMC 方法求得
Fig. 2. The 2D photoelectron momentum distribu-
tions of hydrogen atom, ionized by a 4-cycle sin2 en-
velope linearly polarized laser pulse at wavelength of
1600 nm and peak intensity of 1× 1014 W/cm2. The
results are shown from: (a) TDSE method, (b) QTMC
method.

我们从简单情况开始考虑, 在不考虑库仑势的
情况下, 末态动量与电离时刻的电场矢势相关, 见
(22)式. 对于偏振方向沿 z轴的线偏光, 半个周期
内出射的电子被电场驱动向 z轴负方向出射, 贡献
动量谱的负 z轴半平面电子谱, 另外半个周期出射
的电子贡献正半平面的电子谱. 在半个周期内, 有
两个时刻对应的电场矢势相等, 这两个时刻出射的
电子最终会达到相同的末态动量 (若初始横向动量
相同)而发生周期内的干涉. 如图 3所示, 图 3 (a)
黑色框中半个周期内电离的电子将沿 z轴负方向出

射, 其中电场峰值后 (称之为下降沿)四分之一周期
电离的电子记为T2, 电场峰值前 (称之为上升沿)
四分之一周期电离的电子记为T1. 从图 3 (b)可以
看出, T1轨道的电子隧穿出口在 z 轴负半轴, 之后
电子的运动一直沿 z轴负方向, 直到被探测器探测
到, 这一类电子我们称之为直接电离电子; T2轨道
的电子隧穿出口位于 z轴正半轴, 受到电场驱动将
沿 z轴负方向运动并通过 z的零点, 最后从 z轴负

方向出射, 这类电子我们称之为前向散射电子. 需
要注意的是, 这里我们忽略了库仑势作用, 电子在

返回核时自然不会被散射, 在考虑库仑势后, 电子
接近母核时会受库仑力作用而发生偏转. 当偏转角
度较小时, 比如接近母核的速度沿 z轴负方向, 离
开母核的速度依然沿 z轴负方向的情况, 我们称之
为前向散射. 如果电子返回母核距离核较近, 有可
能发生大角度偏转, 对于速度反向出射离开母核的
情况, 我们称之为背向散射. 这两种类型的电子动
量谱干涉结构如图 3 (c)所示. 该干涉结构的特点
是, 沿激光极化方向动量越大条纹间距越大, 在能
量谱上亦是如此. 原因在于末态动量大的电子, 两
种轨道对应电离时刻相距较近, 相位差积累变化较
缓慢, 于是能量谱间距较大.
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图 3 (a) 激光电场与矢势图, 其中将电离的电子限制在
黑色框区域的时间范围内, T1 与T2 标记的是能到达相
同末态动量的两种电子; (b) T1 和T2 两种电子的运动轨
迹; (c)限制电离后, T1与T2两种轨道电子的动量谱干涉
图样, 计算时忽略库仑势作用
Fig. 3. (a) The laser electrical field and vector poten-
tial, photoelectrons are restricted in the area of black
box, T1 and T2 mark two kind of electrons reaching
the same same final momentum; (b) the trajectories of
T1 and T2 kinds electrons; (c) the interference struc-
ture of the photoelectrons momentum distribution by
T1 and T2 electrons. The Coulomb effect is absent in
this case.

准单色光场呈周期性结构, 相隔周期整数倍的
时刻对应的电场和矢势相同, 于是出射时间间隔
周期整数倍的电子最终能够达到相同末态动量发

生干涉. 我们将电离电子限制在间隔一个周期的
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相邻两个半周期时间范围内, 见图 4 (a)的黑色框
所示. 每个半周期内上升沿电离的电子 (T11轨道
以及T12轨道)是前向散射电子, 贡献动量谱 z方

向负半平面; 下降沿电离的直接电离电子 (T21 和
T22轨道)贡献动量谱正半平面. 相同半个周期内
出射的电子分布到动量空间的不同位置不会发生

干涉, 而间隔一个周期电离的电子会发生干涉, 见
图 4 (c). 这种干涉的特点是, 来自相同电离类型的
电子, 电离时刻相隔周期整数倍, 所以干涉条纹在
能量谱上是等间距的同心圆环, 在动量谱上动量越
大条纹越密, 这就是所谓的ATI 环结构. 我们的例
子中仅考虑了相邻一个周期的两个轨道电子, 对于
长脉冲将有更多周期的电子干涉, 类比于光栅, 干
涉环间距不变但是条纹变得锐利. 这里, 我们从经
典角度出发解释了ATI 环结构的来源, 这种结构来
自于周期间电子的干涉, 结果出现间隔一个光子能
量的相邻峰结构.
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图 4 内容同图 3 , 相隔一个周期电离电子的干涉图样, 每
个周期内电子被限制在半周期的范围内

Fig. 4. The same as Fig. 3. In this case, the pho-
toelectrons are restricted in a half of each cycle. The
interference of inter-cycle electrons is shown.

最后我们考虑库仑势作用. 主要体现在两点:
一是电子运动受到库仑力作用轨迹将有改变, 特别
是运动过程中离核较近的电子将可能受到库仑作

用而使轨迹发生较大偏转; 二是库仑势对电子轨
道的相位积累有贡献. 由于库仑力仅对离核距离

较近的电子作用较大, 对于直接电离电子没有显著
影响, 区别主要体现在散射电子, 故我们将电离电
子限制在下降沿的四分之一周期处, 见图 5 (a). 记
录到达某点的电子, 发现有两种前向散射轨道, 见
图 5 (b)的T2及T3. 其中T2 轨道与没有库仑势作
用的情况相同, T3 轨道是由于库仑势作用而产生
的新的轨道. 从图中可以看到, 两种轨道电子的电
离时刻几乎同时, T3 轨道初始的横向动量是一个
沿x负方向的小量, 返回核时从核下方经过, 过程
中受到核向上的作用力从而获得沿x正方向的动

量. 两种轨道的相位差来源主要是 (24)式或 (27)
式中的库仑修正项, 干涉条纹呈角向分布的瓣状结
构, 见图 5 (c). 这种结构对核的作用势敏感 (参看
图 1结果), 故可以作为一种探测母核结构的手段.
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图 5 内容同图 3 , 考虑库仑势作用后, 下降沿电离的两种
前向散射电子的干涉

Fig. 5. The same as Fig. 3 . In this case, the Coulomb
effect is considered. Photoelectrons are restricted in
the quarter of cycle after the peak of the electrical
field. Two kinds of forward scattering electrons get
interference.

上面的例子介绍了利用半经典方法研究电子

动量谱干涉结构的形成原因, 例子中使用了简单的
线偏振光并给出了最主要的三种干涉结构的来源.
在某些激光参数下, 除了上述的几种典型的轨道之
外, 还存在许多复杂的散射轨道, 例如文献 [93]中
的多次返回核散射轨道,和文献 [108,109]中研究的
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横向散射轨道等. 这些轨道和相应的干涉条纹均可
以利用半经典方法的优势进行细致研究. 再者, 对
于更复杂的光场, 半经典方法同样适用, 文献 [110]
中研究了垂直双色场下波包的干涉, 文献 [111,112]
中用半经典方法给出了双色圆偏光场下的动量谱.

4.2 非绝热效应

上一节我们在绝热条件近似成立的激光参

数下进行了干涉结构的研究, 此时两种半经典方
法得到的结果基本一样, 于是我们使用了直接的
QTMC 方法进行计算. 如果绝热条件不满足, 两种
半经典方法所得到的结果则存在差异, 这种差异我
们可以归结为非绝热效应, 因此只要使用两种半经
典方法进行对比, 就可以对非绝热效应进行研究.
概括而言, 非绝热效应体现在隧穿概率、初始动量

和隧穿出口位置等方面. 部分文献对QTMC 方法
进行了非绝热修正, 例如文献 [113]中使用了非绝
热条件下的隧穿概率 [114], 在非绝热条件下能得到
更佳的结果. 但是该方法并没有对非绝热初始动
量进行修正, 考虑初始动量分布的非绝热隧穿率可
以参考文献 [115]. 从强场近似出发的半经典方法
是一种自然包含非绝热隧穿概率和非绝热初始动

量以及隧穿出口的方法 [116,117], 用此方法能够得到
较完整的非绝热结果. 非绝热效应研究的意义在
于, 现在许多实验在非绝热条件下进行, 最典型的
如阿秒钟实验 [118−120], 该实验使用圆偏振光电离,
在圆偏振光下非绝热效应尤其明显. 实验中为了校
准光强必须考虑非绝热效应, 为此出现了许多关于
圆偏振光下非绝热效应的隧穿出口处动量分布研

究 [90,121−124].
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图 6 3周期, 800 nm圆偏振光下氢原子电离动量谱 三行分别在 1× 1014, 6× 1013, 2× 1013 W/cm2 三个光强下进行

计算. 三列从左到右依次使用QTMC, CCSFA 和TDSE 方法; 第一行中的黑色虚线表示激光矢势的负值 [19]

Fig. 6. The 2D photoelectron momentum distributions of hydrogen atom, ionized by a 3-cycle circularly polarized
laser pulse at wavelength of 800 nm. The peak intensity of 1 × 1014, 6 × 1013, 2 × 1013 W/cm2 are used in three
line respectively. The results are calculated by QTMC (the left column), the CCSFA (the middle column), and the
TDSE method (the right column) respectively. The negative value of laser vector potential is shown as the black
dash line in the top line (adapted from Ref. [19]).
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绝热也即准静近似认为电子在隧穿过程中电

场不变, 隧穿后的电子初始动量分布沿电场方向为
零, 垂直于电场方向是以零为中心的高斯分布. 在
圆偏振光下, 电子在隧穿出口的初始横向动量分
布 (垂直于电场方向的动量)不再以零为中心 [125].
利用两种半经典方法对比可以直接得到初始横向

动量 [19]. 图 6取自文献 [19], 每一列对应不同的方
法, 从左至右依次为QTMC, CCSFA 和TDSE 的
结果; 每一行对应不同的光强, 从上往下依次减小,
激光参数均不满足绝热条件, 即γ > 1. 使用非绝
热方法CCSFA 计算的结果和TDSE 方法能够很
好地符合, 然而绝热方法QTMC 计算得到的动量
谱圆环的半径小了许多. 前面提到电子末态动量和
电场矢势的关系 (22) 式, 对于初始动量为零的绝热
情况, 末态动量大小就等于电离时刻的电场矢势,
图 6第一行的黑色虚线给出了电场矢势. 可以看
到绝热情况下的QTMC结果动量的确接近电场矢
势, 比矢势略小是由于库仑聚焦作用; 而TDSE 和
CCSFA 结果中的动量大于电场矢势. 直接分析可
以知道CCSFA 与QTMC 两种方法得到的动量环
半径的差值就是电子隧穿出口处的初始横向动量.

上面的例子简单地诠释了利用半经典方法研

究非绝热初始动量的思路. 一般对于非一维的光
场, 由于电场方向随时间变化, 非绝热效应都会
显著. 半经典方法能够用于任意复杂的光场, 文
献 [117]中详细研究了双色垂直光场下的非绝热效
应, 加深了对非绝热效应的理解.

5 结论与展望

本文重点介绍了强场物理中的半经典方法. 半
经典方法有清晰简单的物理图像, 对计算资源消耗
少, 已被广泛应用于解释强场中原子和分子领域的
各种物理现象.

全文沿着历史发展的脉络, 详细地阐述了目前
最主流的两种半经典方法的思路以及具体实现步

骤. 以三步模型为出发点, 考虑电子在电场作用下
从束缚态隧穿成为自由电子并量化隧穿概率, 然后
用经典轨道描述电子在外场下的运动, 最后给电
子赋予轨道相位信息从而发展成为QTMC 方法.
另一方面, 以强场近似为出发点, 通过鞍点方法赋
予电子轨道信息, 然后再考虑库仑修正, 最终形成
CCSFA 方法. 两种方法各有优缺点, 结合其本身

特点与具体问题, 介绍了两种方法的应用示例.
本文中方法的介绍和推导是基于简单的类氢

原子单电子系统, 是半经典方法的基础. 半经典方
法还可以拓展到复杂分子或者多电子系统, 研究多
中心分子系统的电子电离动力学过程, 或者电子非
序列双电离中的电子关联等. 对于更复杂的系统,
物理图像依然是简单的, 只不过可能涉及多体问题
的求解. 在分子和多电子体系, 将会有更加丰富的
物理过程等待探索, 因此我们需要继续发展有效的
半经典方法来解释更多更复杂的现象.
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Abstract

As the advances of laser technology, more and more nonlinear phenomena are observed in the atoms and molecules

driven by strong laser pulses. Systematic investigations on these findings, such as above threshold ionization and high-

order harmonic generation, will lead us to understanding the mechanisms in the microscopic world. The most exact way

to simulate the experimental measurements is to solve the time-dependent Schrödinger equation (TDSE) numerically,

in which the system is described by the wave function and thus one cannot have an intuitive insight into the underling

process. Therefore, several semiclassical methods have been developed to understand the strong field ionization. In the

classical point of view, the electrons tunnel out when the strong laser field suppresses the Coulomb potential. Then the

electrons are driven by the laser electric field according to the Newtonian equations. Semiclassical methods take into

account the tunnelling of the electron, the classical orbit of the electron, and the action as the phase of trajectory, which

have successfully explained main structures in the ionization spectrum. Two of the most popular semiclassical methods

are the quantum trajectory Monte Carlo method and the Coulomb-corrected strong field approximation method. In the

present review, we will introduce these basic methods and show how they have been developed step by step, covering

the most relevant and important works in the strong field physics. Finally we give two example of applications to show

how these methods work. With the advantage of the classical picture, we can identify different kind of structures in the

2D photoelectron momentum distributions and tell how the structures are formed. Nonadiabatic effects can be studied

by comparing the results of the two methods, together with accurate simulation from the numerical solution of TDSE.

The current semiclassical methods can be further developed into advanced ones, which can be used in more complex

molecular systems or multi-electron systems, and be widely used in the study of dynamics of molecule and atoms in

strong laser fields.
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