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用两比特海森伯XY模型研究热几何失协∗

范竑锐 袁亚丽 侯喜文†

(华中师范大学物理科学与技术学院, 武汉 430079)

( 2016年 6月 3日收到; 2016年 8月 15日收到修改稿 )

研究磁场、温度及相互作用参数对两量子比特海森伯 XY 模型的热量子关联影响, 其中量子关联用两种
改进的几何失协, 以及共生度来描述. 结果表明: 在低温和弱磁场区域, 这三个量呈现类似的行为; 但是, 两种
几何失协在对抗温度和磁场上比共生度更强大; 在合适的条件下, 一种改进的几何失协随磁场的增加而增加,
而另一种失协是减小的; 特别是, 这种改进的几何失协出现突然变化, 而另一种失协和共生度没有这种变化.
这些结果有助于深入理解不同的几何失协量度以及两类量子关联.

关键词: 几何失协, 共生度, 两量子比特模型
PACS: 03.65.Ud, 03.67.Ac DOI: 10.7498/aps.65.220301

1 引 言

量子关联在量子信息科学中起着非常重要的

作用, 因此对系统的量子关联进行量化和表征已经
成为研究热点之一 [1−3]. 量子纠缠是一种典型的量
子关联, 人们已提出了各种各样的纠缠度量, 其中
最常用的就是共生度 [4]和负性 [5,6], 而且这两种度
量能很好地描述量子系统 [7−10]的纠缠特征.

随着量子纠缠理论的深入研究, 人们开始普遍
接受还存在其他类型的非经典关联, 这是因为纠缠
为零的可分离态中仍然存在着非经典关联, 其中最
为典型的关联是量子失协 [11,12], 它揭示测量诱导
的量子关联, 得到了广泛研究. 例如: 应用量子失
协分析了 Ising链模型 [13,14]和海森伯模型 [15]的量

子关联, 很好地研究了量子相变. 由于量子失协所
包含的最优化十分复杂, 导致只有一些特殊的两
量子比特态 [16−19]和高斯态 [20]具有解析的量子失

协表达式. 为此, 人们提出了一种量子失协的几何
度量 [21], 即几何失协, 它是用 Hilbert-Schmidt 范

数来描述测量诱导的量子关联. 最近, 人们研究了
两量子比特系统的几何失协和量子失协特性 [22,23],
结果表明: 失协不会出现突然死亡的现象, 且失协
存在的参数范围比存在纠缠的范围要大些. 但是,
最新的研究 [24]发现, 对两体系统中非测量的子系
统进行物理操作时, 这种几何失协会增加. 因此,
人们提出了一些改进的几何失协 [25,26], 分析了一
些特殊量子态的几何失协特性.

本文利用两种改进的几何失协 [25−27], 比较研
究两比特海森伯 XY 模型的热几何失协特性; 以计
算纠缠共生度作为参考, 结果表明, 在合适的条件
下, 两种改进的几何失协表现出不同的行为, 一种
几何失协随磁场的增加而增加, 而另一种失协是减
小的, 特别是, 这种改进的几何失协出现了突然变
化的现象, 而另一种失协和共生度没有这种现象.
第二节介绍两种改进的几何失协和纠缠共生度的

定义, 给出海森伯 XY 模型及其热态密度矩阵; 第
三节, 研究不同磁场、温度及相互作用参数对热量
子关联的影响; 最后, 给出研究结论和讨论.
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2 定义与模型

2.1 几何失协定义

为了研究的方便, 我们简要介绍两组分量子态
的一些重要的几何失协定义. 任意两组分量子态ρ

的原始几何失协 [21]的定义是

D(ρ) = min
χ

∥ρ− χ∥22 , (1)

其中 χ 是量子失协为零的经典态, ∥G∥22 =

Tr
(
G†G

)
是 Hilbert-Schmidt 空间的 2-范数. 这

种几何失协更一般的形式 [28]是

D (ρ) = min∏a

∥∥∥∥∥ρ−
a∏

(ρ)

∥∥∥∥∥
2

2

, (2)

其中

a∏
(ρ) =

∑
k

( a∏
k

⊗Ib
)
ρ

( a∏
k

⊗Ib
)
,

a∏
=

{
a∏
k

}
,

即对子系统A遍历所有的 von-Neumann 测量, 这
样原始几何失协就能理解为单边 von-Neumann
测量对量子态所带来的最小扰动, 而最小扰动用
Hilbert-Schmidt 空间的2-范数来量度.

尽管这种 2-范数几何失协对任意两组分量子
态进行数值计算十分方便, 但它作为一种关联度量
还存在一些质疑 [24]. 为了使几何失协更有效, 人们
在原始的几何失协基础上进行了改进, 一种改进的
几何失协是采用密度矩阵的平方根而非密度矩阵

本身来描述量子态的非定域性 [25], 其定义是

D1 (ρ) = min∏a

∥∥∥∥∥√ρ−
a∏

(
√
ρ)

∥∥∥∥∥
2

2

, (3)

其中
∏a (√

ρ
)
=

∑
k

(∏a
k ⊗Ib

)√
ρ
(∏a

k ⊗Ib
)
,这种

几何失协具有一些独特的性质 [25].
实际上, 原始 2-范数的几何失协是来自一般形

式下P -范数的几何失协

D (ρ) = min∏a

∥∥∥∥∥ρ−
a∏

(ρ)

∥∥∥∥∥
p

p

, (4)

其中 ∥G∥p = Tr
[(
G†G

) p
2

] 1
p

是 Schatten P -范数.
因此, 原始几何失协在定义 (4)下取 P = 2 就可以

得到. 在 P = 1 的条件下, 另一种改进的几何失
协 [26]是

D2 (ρ) = min∏a

∥∥∥∥∥ρ−
a∏

(ρ)

∥∥∥∥∥
1

, (5)

其中 ∥G∥1 = Tr
(√

G†G
)
是 1-范数. 需要指出的

是, 1-范数的几何失协已经被证明是很好的量子关
联度量 [26], 在 P 取其他值的情形, 这种P -范数几
何失协不能很好地描述量子关联 [26].

作为参考, 我们最感兴趣的纠缠量度是共
生度, 两比特态的纠缠共生度 (concurrence) [4]的

定义是

C (ρ)=max
{√

λ1−
√

λ2−
√
λ3−

√
λ4, 0

}
, (6)

其中 λi为厄米矩阵 R =
√
ρρ̃

√
ρ 的本征值,

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ
∗(σy ⊗ σy), 且 λ1 > λ2 > λ3 > λ4.

在下一节, 我们利用几何失协 (3)和 (5)式, 以
及共生度 (6)式的定义, 研究两比特海森伯XY模
型的几何失协特性.

2.2 两量子比特海森伯XY模型

我们考虑两自旋为 1/2粒子相互作用海森伯

XY 模型, 哈密顿量是 [28]

H = B(σz
1 + σz

2) + J(σx
1σ

x
2 + σy

2σ
y
1), (7)

其中B是磁场强度, J是相互作用参数, σα
n (α =

x, y, z)是第 n(n = 1, 2)个量子比特的泡利算符.
在标准基 {|0, 0⟩ , |0, 1⟩ , |1, 0⟩ , |1, 1⟩}下, 系统的哈
密顿量可以表示为

H =


−B 0 0 0

0 0 J 0

0 J 0 0

0 0 0 B

 , (8)

容易得到哈密顿量的本征值

E1 = −B, E2 = B,

E3 = −J, E4 = J, (9)

和相应的本征矢

|ϕ1⟩ = |0, 0⟩ , |ϕ2⟩ = |1, 1⟩ ,

|ϕ3⟩ =
1√
2
(|1, 0⟩ − |0, 1⟩) ,

|ϕ4⟩ =
1√
2
(|1, 0⟩+ |0, 1⟩) , (10)
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其中 |i, j⟩ (i = 0, 1和 j = 0, 1)是σz
1σ

z
2的本征态.

让系统与温度为T的环境热平衡, 则系统的密度
矩阵是

ρ(T ) =
1

Z

4∑
l=1

exp [−βEl] |ϕl⟩ ⟨ϕl|, (11)

其中 β = 1/(kBT ), 这里我们令玻尔兹曼常数
kB = 1, Z = 2 cosh [βB] + 2 cosh [βJ ]是系统的配

分函数.
在下一节, 我们研究热态 (11)式的两种改进的

几何失协D1和D2, 探讨磁场、温度和相互作用参
数对D1和D2的影响, 同时还分析热态的纠缠共生
度C. 需要说明的是, 文献 [28]研究了模型的热机
效率和共生度, 最新的文献 [22, 23]研究了模型的
热量子失协 [22]和原始几何失协 [23].

3 结果与讨论

我们用数值方法 [29]计算模型热态的两种改进

几何失协 D1和D2, 计算结果与直接应用解析公
式 [25,26]得到的结果完全一致, 这种数值方法还能
计算高维量子态的几何失协.

图 1描述了相互作用参数J = 1, 不同温度
T = 0.05, 2.5时热态 (11)式的两种改进的几何失
协D1和D2, 以及共生度C随磁场B变化曲线. 从
图 1可以看到, 在无磁场的条件下, 温度越低, 这三
个量的值越大, 且当温度T → 0时, 这三个量都有
两个稳定的平台区, 这是因为低温度下系统在两个
不同的关联基态 |ϕ3⟩和 |ϕ1⟩上跳跃造成的, 说明对
于自旋为 1/2的量子系统, 这三个量都可以用来表
征量子相变. 当温度升高至T = 2.5, 两种几何失
协随磁场B的变化表现出不同的行为, 例如D1先

随磁场的增大而增大, 随后在某一磁场时就开始减
小, 直至减小为零, 而D2随着磁场的增大一直是递

减的. 需要说明的是, 不同的纠缠量度也表现出类
似的行为 [30], 这可能是量子关联的独特特性. 我
们期待量子失协实验 [31]和理论 [3]的深入发展, 以
确定哪一种失协更适合描述测量诱导的量子关联.
此外, 在合适的温度, D1在合适的磁场发生突然变

化, 而D2没有这种变化. 随着温度的升高, 热纠缠
C完全消失, 而两种几何失协仍然存在, 表明对于
给定的温度, 两种改进的几何失协在对抗磁场上比
热纠缠要强大.

0 0.5 1.0 1.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
i

D
i

B

(a)

0 1 2 3

0

0.1

0.2

0.3

0.4

B

(b)

图 1 改进的几何失协D1 (实线), D2 (虚线) 和共生度C(点线)随磁场强度B的变化, 其中相互作用参数 J = 1,
温度 (a) T = 0.05, (b) T = 2.5

Fig. 1. Dependence of two modified geometric discords D1 (solid line), D2 (dashed line), and concurrence
C (dotted line) on magnetic field B with the coupling parameter J = 1 and temperature (a) T = 0.05 and
(b) T = 2.5.

图 2给出了相互作用参数J = 1, 不同磁场强
度B = 0.5, 1.0时系统的两种改进的几何失协和共
生度随温度T变化特性. 图 2显示, 当系统处于弱
磁场B = 0.5时, 这三个量随温度的变化表现出相

似的行为. 由于系统在零温度下处于关联的基态,
这三个量在零温度下都能达到其相应的最大值, 随
着温度的增加这三个量都减小, 这是由于较高温度
会削弱量子相干性, 其中D2减小的最慢. 当磁场
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增加到B = 1.0, 由于系统在零温度下处于非关联
的基态, 这三个量都是从零开始变化的, 随着温度
的升高, 系统开始处于非关联态与关联态的混合
态, 则这三个量开始增大并在不同的温度点达到其
相应的最大值, 随着温度的继续增加, 系统处于非

关联态的概率增大, 所以这三个量随着温度的增
加而减小. 此外, 共生度C在温度高于临界温度时

就会完全消失, 且临界温度不依赖于磁场B的大

小 [22,23], 表明两种改进的几何失协在温度增强上
比热纠缠要强大.

0 2 4 6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

T

(a)

0 2 4 6

0

0.05

0.10

0.15

0.20

T

(b)

D
i

D
i

图 2 改进的几何失协D1(实线), D2(虚线) 和共生度C(点线)随温度 T 的变化曲线 其中相互作用参数 J = 1,
磁场强度 (a) B = 0.5, (b) B = 1.0

Fig. 2. Dependence of two modified geometric discords D1 (solid line), D2 (dashed line), and concurrence
C (dotted line) on temperature T with the coupling parameter J = 1 and magnetic field (a) B = 0.5 and
(b) B = 1.0.

-3 -2 -1 0 1 2 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

J

(a)

-3 -2 -1 0 1 2 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

J

(b)

D
i

D
i

图 3 改进的几何失协D1 (实线), D2 (虚线)和共生度C(点线)随相互作用参数 J的变化 其中磁场强度B = 0.3;
温度 (a) T = 0.5, (b) T = 1.5

Fig. 3. Dependence of two modified geometric discords D1 (solid line), D2 (dashed line), and concurrence
C (dotted line) on the coupling parameter J with magnetic field B = 0.3 and temperature (a) T = 0.5,
(b) T = 1.5.

图 3给出了磁场B = 0.3, 不同温度T = 0.5,
1.5, 两种改进的几何失协和共生度随相互作用参
数J的变化特征. 图 3表明, 这三个量在低温下随
J的变化表现出相似的行为趋势, 例如它们都是关

于J = 0对称, 说明量子关联都存在于磁铁和反磁
铁中, 而且它们会随着相互作用参数 |J |的增大而
增大. 因此, 我们可以通过增大相互作用参数而获
得其相应的最大值, 其中D2通过极小的相互作用
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参数而达到最大. 当温度升高至T = 1.5, 这三个
量随着温度增加而减小, 这是因为系统随着温度的
升高处于非关联态和关联态的混合态中造成的. 对
于给定的温度, D1在合适的相互作用参数点发生

突然变化, 而D2和C没有这种变化. 随着温度的
增加, 存在弱耦合 |J |的一段区域使得共生度C为

零, 表明两种改进的几何失协在对抗温度上比热纠
缠更强大, 也表明两种几何失协更适合描述热量子
关联.

4 结 论

利用两种改进的几何失协, D1和D2以及纠缠

共生度C, 我们分析了两比特海森伯 XY 模型的热
量子关联, 探讨了磁场B、温度T及相互作用参数

J对关联的影响. 结果表明: 在低温和弱磁场下, 这
三个量表现出类似的行为, 例如它们关于J = 0对

称, 表明它们都存在于磁铁和反磁铁中. 但是, 随
着温度的升高, 这三个量表现出不同的变化趋势,
例如D1随磁场增大而增大时, D2是递减的, 而且
热纠缠在较高温度下完全消失, 这说明两种改进的
几何失协比热纠缠更强大. 在合适的条件下, 改进
的几何失协D2在某一磁场强度或耦合参数点发生

突然变化, 而另一种改进的几何失协D1和纠缠共

生度C没有这种变化. 因此, 我们可以通过磁场强
度、温度及相互作用参数来调控量子关联, 也能帮
助我们深入理解不同的几何失协量度以及两类不

同的量子关联.
在今后的工作中, 我们将研究其他两组分系统

或多组分系统的几何失协, 以及其他量子关联特
性 [3].
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Abstract
We study the influences of the external magnetic field, temperature, and coupling parameter on the thermal quantum

correlation in a two-qubit Heisenberg XY model, where the correlation is described in terms of two modified geometric
discords and concurrence. It is shown that those three quantities behave similarly in the regions of lower temperature
and weak magnetic field. However, the two geometric discords are more robust against temperature and magnetic field
than the concurrence. Moreover, two geometric discords exhibit different behaviors under suitable conditions, that is,
one discord increases as the magnetic field rises whereas the other discord decreases. In particular, the discord reveals
the phenomenon of sudden change, while neither of other discord and concurrence displays such a phenomenon.
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