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网络规模衰减的随机生灭网络平均度∗

张晓军† 钟守铭

(电子科技大学数学科学学院, 成都 611731)

( 2016年 5月 28日收到; 2016年 6月 30日收到修改稿 )

在社会和生物网络中, 每个智能体都存在生与灭过程, 这些演化网络可能存在一些特殊的性质. 近年来,
这些生灭网络受到了广泛的关注, 大部分的生灭网络的研究都聚焦于度分布的求解和它们的性质. 本文研究
了节点增加概率 0 < p < 1/2的随机生灭网络在稳态情形下不同规模的网络的平均度, 给出了平均度的基本
性质和精确求解结果. 首先, 根据基于随机过程规则 (SPR) 的Markov链方法, 给出了节点度的稳态方程组,
由此得到不同网络规模的平均度的递推方程组; 其次, 根据递推方程组研究了平均度的性质, 指出不同网络规
模下的平均度严格单调递增收敛于 2mq; 利用这些性质, 运用生成函数法求解出不同网络规模的平均度的精
确表达式; 最后, 采用数值模拟方法验证了平均度的精确求解结果和性质, 讨论了平均度与节点增加概率 p 以

及连接数m之间的关系.

关键词: 随机生灭网络, 网络规模, 平均度, 生成函数法
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1 引 言

不同于纯增长网络, 现实中的许多网络如
World Wide Web [1]、朋友关系网 [2]、通讯网络 [3]

以及食物链网络 [4,5]等, 在这些网络中由于每个节
点都有它的生命周期, 从而导致网络在演化过程中
始终伴随着节点的增减. 研究这些生灭网络的统
计特征、路由策略、社团结构、网络同步与控制等

具有重要的理论和现实意义. 近年来, 一些节点具
有生与灭特征的演化网络模型逐渐被研究者们提

出 [6−14], 如 Slater等 [9]考虑了一类允许死亡概率

的成长树模型; Saldaña [12]研究了一类随机增长网

络, 其中节点的生和死是基于一个微分质量平衡
方程; Ben-Naim和Krapivsky [13]讨论了一类成长

随机网络, 在每一时间步, 以速率a(a > 1) 加入一

个节点到网络中, 同时以速率 1随机删除一个节点;
Sarahar和Roychowdhury [8] 考虑了一类ad hoc网
络, 新节点具有优先链接和现有节点以恒定速率被

均匀删除; Moor等 [10]讨论了一类加减网络, 在每
一单位时间加入一个节点, 并以概率 p随机删除一

个节点. 这些生灭网络模型都考虑了节点生与灭的
演化过程, 但在演化规则中基本上都要求每一时间
步加入一个新节点到原有网络中, 同时以一定概率
从网络中删除一个节点, 从而保证了在每一时间步
网络规模即节点数增长或者保持不变, 而对网络规
模波动的演化网络 (即每一时刻网络的节点数既可
以增加也可以减少的演化网络)及其统计特征研究
很少.

每个演化网络都会经历从产生、快速成长、

成熟、衰退直至死亡这样一个过程. 作为演化网
络中一个最基本的模型, 随机生灭网络 (RBDN)
模型被首次提出 [15]: 在每一单位时间, 以概率
p(0 < p < 1)加入一个新节点, 新加入节点与原网
络中m 个老节点链接, 或者以概率 q = 1 − p从网

络中删除一个节点; 文中较为详细地研究了RBDN
的一些统计特征如网络规模、度分布、尾部特征等.
对于RBDN, 可用 p (0 < p < 1)的不同取值来描
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述演化网络处在不同的阶段, 但不同阶段的RBDN
有何重要的性质、特征, 这方面的研究尚未展开, 特
别是当演化网络处在衰退期时, 其节点增加概率
p < 1/2, 其网络规模随时间增加不再趋于无穷大,
而是逐渐呈几何分布形式, 这与增长网络有着本质
的区别. 在文献 [16]中, 针对网络规模呈衰减趋势
的RBDN的度分布进行了详细的研究,这仅仅是个
开始, 还有更多的研究需要去完成, 如在网络规模
衰减时, 不同规模下的RBDN 的统计特征如度分
布、平均度等具有什么样的性质, 以及如何求解这
些统计特征.

本文我们利用RBDN 的状态转移方程对不同
网络规模的平均度进行了研究. 首先, 根据状态转
移方程, 给出了节点的稳态方程组; 其次, 根据稳
态方程组, 得到不同网络规模下的平均度的递推方
程, 以此研究了平均度的性质, 结合这些性质, 运用
生成函数法给出了平均度的精确表达式; 最后用计
算机数值模拟验证了文中给出的结论.

本文的结构如下: 第 2节给出了网络规模衰减
的RBDN模型; 第3节给出了不同网络规模下的平
均度的稳态递推方程组; 第 4节讨论了不同网络规
模下的平均度的性质并给出了平均度的精确求解

结果; 第 5节运用数值模拟方法对文中结论进行了
验证; 第6节对本文进行了总结.

2 RBDN模型

考虑如下RBDN模型 [15]:
1) 初始网络为m+ 1个节点的完全图;
2) 在每单位时间, 以概率 p (0 < p < 1/2)加

入一个新节点, 并且新加入的节点随机与m个老节

点链接; 或者以概率 q = 1 − p从网络中删除一个

节点.
注:
a)当一个节点从网络中删除后, 所有与该节点

相连的边也一并删除;
b) 网络规模存在下界 1, 也就是如果在时刻 t

网络的节点个数为1, 则在时刻 t+ 1, 我们以概率p

加入一个节点到网络, 并链接该节点与网络的老节
点, 或者以概率 q保持不变;

c) 如果在时刻 t, 网络的节点数小于m, 则在
时刻 t+ 1, 以概率p(0 < p < 1/2)加入一个新节点,

并且新加入节点随机地与所有老节点链接; 或者以
概率 q = 1− p从网络中删除一个节点.

根据RBDN的演化规则, 其网络的节点数在
演化过程中是不断波动的, 在任何时刻 t, 网络的
节点数可能大于m, 也有可能小于m, 记N(t)表示

网络在时刻 t 的网络规模即网络的节点数, 满足
N(0) = m + 1,并记N表示网络规模的稳态变量,
有

ΠN (n) = P {N = n} = lim
t→+∞

P {N (t) = n} ,

n > 1. (1)

由于{N(t), t > 0}是一个具有下界1的一维随机游
走, 从而网络规模的稳态变量N服从几何分布 [15].

ΠN (n) =
q − p

q

(
p

q

)n−1

, n > 1. (2)

(2)式说明, 当节点增加概率p < 1/2 时, 演化网络
的稳态网络规模不再为无穷大, 而是以几何分布形
式取所有正整数. 自然地, 一类重要的问题是, 当
RBDN在演化过程中进入到稳态情形时, 不同规模
下的网络具有什么样的统计特征以及如何计算这

些统计特征, 目前这方面的研究尚未开始. 度分布
作为最重要的一个统计特征 [17−29], 文献 [15,16]给
出了网络规模衰减的RBDN的度分布精确求解结
果. 在此基础上, 本文对稳态情形下不同规模的演
化网络的平均度的性质及计算进行了研究.

3 不同网络规模下的平均度

3.1 稳态方程组

根据基于随机过程规则的Markov链方法 [24],
我们首先用 (n, k)来描述RBDN在演化过程中节
点所处的状态, 其中n为网络中节点的个数即网络

规模, k表示节点的度; 用NK(t) 表示节点在时刻 t

的状态, {NK(t), t > 0}为一齐次Markov链, 其状
态空间E = {(n, k), n > 1, 0 6 k 6 n − 1}, 令
P 表示 {NK(t), t > 0}的一步转移概率矩阵. 令
P̃ (0)和 P̃ (t)分别表示NK(0)和NK(t) 的概率分

布向量,

P̃(n,k)(t) = P {NK(t) = (n, k)}, (3)

有

P̃ (t+ 1) = P̃ (t) · P = P̃ (0) · P t+1. (4)
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初始概率向量 P̃ (0)满足

P̃(m+1,m)(0) = P {NK(0) = (m+ 1,m)}

= 1. (5)

当节点增加概率 p < 1/2时, {NK(t), t > 0}是一
非周期遍历的齐次马氏链, 每个状态 (n, k),n =

1, 2, · · · ; k = 0, 1, 2, · · · , n − 1的稳态概率Π(n, k)

存在且大于0. 即

Π (n, k) = lim
t→+∞

P̃(n,k) (t)

= lim
t→+∞

P {KV (t) = (n, k)} > 0, (6)

对 (4)式两边关于 t求极限, 可以得到稳态概率
{Π(n, k), n > 1, 0 6 k 6 n − 1} 之间的线性
方程组, 称之为稳态方程组. 详细如下:

(i) 当k = 0时

nΠ (n, k) =



(n− k) qΠ (n+1, k) + (k + 1) qΠ (n+1, k + 1) + qΠ (n, k) , n = 1,

(n− k) qΠ (n+1, k) + (k + 1) qΠ (n+1, k + 1) , 2 6 n 6 m,

(n− k) qΠ (n+1, k) + (k + 1) qΠ (n+1, k + 1)

+ (n− 1−m) pΠ (n− 1, k) , n > m+ 1;

(7)

(ii) 当1 6 k 6 m− 1时

nΠ (n, k) =



(n− k) qΠ (n+1, k) + (k + 1) qΠ (n+1, k+1)

+ (n− 1) pΠ (n− 1, k − 1) + p

[
n−2∑
i=0

Π (n− 1, i)

]
, n = k + 1,

(n− k) qΠ (n+1, k) + (k + 1) qΠ (n+1, k+1)

+ (n− 1) pΠ (n− 1, k − 1) , k + 2 6 n 6 m,

(n− k) qΠ (n+1, k) + (k + 1) qΠ (n+1, k+1)

+mpΠ (n− 1, k − 1) + (n− 1−m) pΠ (n− 1, k) , n > m+ 1;

(8)

(iii)当k = m时

nΠ (n,m) = (n− k) qΠ (n+ 1,m) + (k + 1) qΠ (n+ 1,m+ 1) +mpΠ (n− 1,m− 1)

+ (n− 1−m) pΠ (n− 1,m) + p

[
n−2∑
i=0

Π (n− 1, i)

]
, n > m+ 1; (9)

(iv)当k > m+ 1时

nΠ (n, k) = (n− k) qΠ (n+ 1, k) + (k + 1) qΠ (n+ 1, k + 1) +mpΠ (n− 1, k − 1)

+ (n− 1−m) pΠ (n− 1, k) , n > m+ 1. (10)

在时刻 t, 网络规模N(t)的概率分布与NK(t)

的概率分布存在如下关系,

P {N (t) = n} =

n−1∑
k=0

P {NK (t) = (n, k)}

=
n−1∑
k=0

P̃(n,k) (t) = P̃(n,•) (t) , (11)

从而有

ΠN (n) = P {N = n} = lim
t→+∞

P {N (t) = n}

= lim
t→+∞

n−1∑
i=0

P̃(n,i) (t)

=

n−1∑
i=0

lim
t→+∞

P̃(n,i) (t)

=

n−1∑
i=0

Π (n, i) = Π (n, •) . (12)

记K(t)表示在时刻 t节点的度分布, 其概率分布为

P {K (t) = k}

230201-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 23 (2016) 230201

=

+∞∑
n=k+1

P {NK (t) = (n, k)}

=

+∞∑
n=k+1

P̃(n,k) (t) = P̃(•,k) (t) . (13)

令K为稳态度分布, 有

ΠK (k) = P {K = k}

= lim
t→+∞

P {K (t) = k}

= lim
t→+∞

∑
i>k+1

P̃(i,k) (t)

=
∑

i>k+1

lim
t→+∞

P̃(i,k) (t)

=

+∞∑
n=k+1

Π (n, k) = Π (•, k) . (14)

3.2 不同网络规模下的平均度

记 en 为稳态情形下,规模为n的演化网络的平

均度, 即

en = E [K |N = n ] . (15)

注意到

en = E [K |N = n ]

=
+∞∑
k=0

k · P {K = k |N = n}

=
+∞∑
k=0

k · P {K = k,N = n}
P {N = n}

=

+∞∑
k=0

k ·Π (n, k)

ΠN (n)
, (16)

记

ẽn =

n−1∑
k=0

k ·Π(n, k), (17)

从而有

en =
ẽn

ΠN (n)
. (18)

由于

⟨k⟩ = E [K] =
+∞∑
k=0

kΠK (k)

=

+∞∑
k=0

k

+∞∑
n=1

Π (n, k)

=
+∞∑
n=1

n−1∑
k=0

k ·Π (n, k) =
+∞∑
n=1

ẽn, (19)

所以 ẽn 表示规模为n 的网络对平均度 ⟨k⟩ 的贡
献 [16], 满足

ẽ1 = 0. (20)

根据 (17)式和状态稳态方程组 (7)—(10), {ẽn, n =

1, 2, 3, · · · } 存在如下关系:

nẽn =

(n− 1) [pẽn−1 + qẽn+1 + 2pΠN (n− 1)] ,

2 6 n 6 m,

(n− 1) [pẽn−1 + qẽn+1] + 2mpΠN (n− 1) ,

n > m+ 1.

(21)
由 (18)式和 (21)式, 可得 en 如下关系式:

nen

=



(n− 1) (qen−1 + pen+1 + 2q) ,

2 6 n 6 m,

(n− 1) (qen−1 + pen+1) + 2mq,

n > m+ 1,

(22)

其中

e1 = 0. (23)

4 en的计算

为了计算 en, 我们先给出 en的几个基本性质.
性质1 对任意n > 1, 均有

0 < en < 2mq. (24)

证明见附录A.
性质2 对任意n > 1, 均有

en > en−1, (25)

即序列{en}单调递增. 证明见附录B.
性质3

lim
n→+∞

en = 2mq, (26)

证明见附录C.
性质 1—3说明了在稳态情形下,随着n的逐渐

增加, 不同网络规模的平均度 {en}严格单调递增
收敛于 2mq. 利用如上性质, 我们可以采用生成函
数法求解{en}. 令

rn = 2mq − en. (27)

对于{rn}, 有如下结论.
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性质4
+∞∑
n=2

rn =
m (m− 1 + 2q) q

2p
, (28)

证明见附录D.
根据 (27)式, (22)式可转化为如下公式:

nrn

=



(n− 1) (qrn−1 + prn+1 − 2q) + 2mq,

2 6 n 6 m,

(n− 1) (qrn−1 + prn+1) ,

n > m+ 1.

(29)

至此, 可以运用生成函数方法求解 (29)式. 引入生
成函数

G (x) =
+∞∑
i=0

r2+i · xi, (30)

由 (28)式, 生成函数G(x)满足

G (1) =
m (m− 1 + 2q) q

2p
, (31)

由 (29)式, 有

G′ (x) = 2

[
1− qx

(1− x) (p− qx)

]
G (x)

−

[
2mq2 +

2mq

1− x
− 2q (1− xm)

(1− x)
2

]
× 1

(1− x) (p− qx)
. (32)

求解满足条件 (31)式的 (32)式, 得

G (x) =
(1− x)

2p
q−p

(p− qx)
2q

q−p

×
∫ p

q

x

[
2mq2 +

2mq

1− t
− 2q (1− tm)

(1− t)
2

]

×
(
p− qt

1− t

) 1
q−p

dt, (33)

令

1

q

p− qt

1− t
= y, (34)

则 

t =
p− qy

q − qy
,

1

1− t
=

q − qy

q − p
,

dt = −q − p

q

1

(1− y)
2 .

(35)

从而

G (x)

= − 1

(1− x)
2 + q

2q
q−p

(1− x)
2p

q−p

(p− qx)
2q

q−p

×
∫ p−qx

q−qx

0

[
2m (2q − y)

(1− y)
2 +

2q

q − p

(
p− qy

q − qy

)m
]

× y
1

q−p dy. (36)

注意到

(q − p)

∫ p−qx
q−qx

0

y
1

q−p

(1− y)
2 dy

=(q − qx)

(
p− qx

q − qx

) 2q
q−p

−
∫ p−qx

q−qx

0

y
1

q−p

1− y
dy, (37)

所以

G (x)

=
2mq(1− x)− 1

(1− x)2

+
2q

q − p
q

2q
q−p

(
q − p

q

)m
(1− x)

2p
q−p

(p− qx)
2q

q−p

×
∫ p−qx

q−qx

0

(
q

q − p
− 1

1− y

)m

y
1

q−p dy. (38)

由于 (
q

q − p
− 1

1− y

)m

=

(
q

q − p

)m

+

m∑
i=1

(−1)
i
m!

i! (m− i)!

(
q

q − p

)m−i

×
(

1

1− y

)i

, (39)

以及

1

1− y
= 1 + y + y2 + y3 · · · , (40)

从而

G (x) =
2mq

1− x
+

2q

q − p

+∞∑
j=0

[
m∑
i=1

(−1)
i
m!

i! (m− i)!

(i+ j − 1)!

j! (i− 1)!

(
q − p

q

)i
]

q − p

1 + (j + 1) (q − p)

(
1

q

)j
(p− qx)

j

(1− x)
j+2

,

(41)
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其Taylor 展式为

G (x) =
+∞∑
r=0

xr2mq +
+∞∑
r=0

xr
+∞∑
j=0

2q

1 + (j + 1) (q − p)

[
m∑
i=1

(−1)
i
m!

i! (m− i)!

(
q − p

q

)i
(i+ j − 1)!

j! (i− 1)!

]

×

min(j,r)∑
l=0

(
p

q

)j−l
(−1)

l
j!

l! (j − l)!

(j + 1 + r − l)!

(r − l)! (j + 1)!

 , (42)

从而有

en =

+∞∑
j=0

2q

1 + (j + 1) (q − p)

[
m∑
i=1

(−1)
i
m!

i! (m− i)!

(
q − p

q

)i
(i+ j − 1)!

j! (i− 1)!

]

×

min(j,n−2)∑
l=0

(
p

q

)j−l
(−1)

l
j!

l! (j − l)!

(j + n− 1− l)!

(n− 2− l)! (j + 1)!

 , n > 2. (43)

5 数值模拟

为验证文中给出结果的正确性, 针对不同链接
数m和不同节点增加概率p < 1/2, 对 en 进行了数

值模拟. 每个数值仿真结果均为 1000000次运行结

果 (t = 1000)的平均值. 图 1 对文中给出的 en精

确求解结果与数值模拟结果进行了对比, 结果显
示, 两者符合得很好, 验证了 en精确求解结果的正

确性.
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0.6

0.8

1.2
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n

e
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e
n

0 5 10 15 20
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1.0
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2.5

n

es: m/֒ p/⊳ 

ns: m/֒ p/⊳ es: m/֒ p/⊳  

ns: m/֒ p/⊳  

(a) (b)

图 1 en的精确解与数值解对比 (a) m = 1, p = 9/20; (b) m = 2, p = 2/5

Fig. 1. Exact solutions vs. numerical solutions of en: (a) m = 1, p = 9/20; (b) m = 2, p = 2/5.

图 2给出了m = 1, 2, 3 时, en 随n的变化图

形, 从图 2中可看到, 当0 < p < 1/2 时, en 严格单
调递增, 且趋近于2mq . 验证了第4节给出的 en 的

前3个性质.
我们对同一m, 不同节点链接概率p时的 en也

进行了对比, 如图 3所示, 可以看到随着节点增加

概率p的逐渐增加, en收敛于 2mq的速度也在不断

增加.
图 4给出了节点增加概率 p = 0.4时, 不同节

点链接数m条件下, en随n的变化情况, 可以看到
随着m的逐渐增加, en收敛于 2mq的速度在不断

减少.
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图 2 不同链接参数m和节点增加概率 p下的 en随 n的变化 (a) m = 1, p = 1/4; (b) m = 2, p = 1/3;
(c) m = 3, p = 2/5; (d) m = 3, p = 9/20

Fig. 2. The en of different link parameters m and node increase probability p: (a) m = 1, p = 1/4;
(b) m = 2, p = 1/3; (c) m = 3, p = 2/5; (d) m = 3, p = 9/20.
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图 3 m = 2时, en随 n的变化

Fig. 3. The en of different node increase probability
p (m = 2).
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图 4 p = 0.4时, en随 n的变化

Fig. 4. The en of different m (p = 0.4).

6 结 论

本文针对节点增加概率 p < 1/2时的RBDN,
研究了稳态情形下不同网络规模的平均度的基本

性质, 并给出了精确求解结果. 数值仿真结果验证
了我们的结论. 目前, 有关网络规模衰减的随机生
灭网络这方面的研究才刚刚开始, 还有更多内容如
en的收敛速度问题、不同规模网络的度分布的性质

和特征等, 这些都需要进一步深入研究.

附录A
性质1 对任意n > 1, 均有

0 < en < 2mq. (44)

证明 根据RBDN模型, 有

0 < en < 2m, (45)

当n 6 m+ 1 时, 有

en 6 n− 1 < 2 (n− 1) q 6 2mq, (46)

当n > m+2 时, 若存在某个 en0 > 2mq (n0 > m+2), 取
i为满足 en > 2mq, (n > m+ 2) 的最小下标. 则

ei > 2mq > ei−1. (47)

结合 (22)式, 有

i (2mq − ei)

= (i− 1) [q (2mq − ei−1) + p (2mq − ei+1)]
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> (i− 1) p (2mq − ei+1) , (48)

故

2mq − ei+1 <
i

i− 1
(2mq − ei) 6 0, (49)

从而

(i+ 1) (2mq − ei+1)

= iq (2mq − ei) + ip (2mq − ei+2)

> (i− 1) q (2mq − ei+1) + ip (2mq − ei+2) , (50)

整理后可得

2mq − ei+2 <
i+ 1

i
(2mq − ei+1) 6 0, (51)

从而,对充分大的n, 有

|2mq − en|

>
n− 1

n− 2
· n− 2

n− 3
· · · i+ 2

i+ 1

i+ 1

i
|2mq − ei+1|

=
n− 1

i
|2mq − ei+1| → +∞, (52)

这与 (45)式矛盾, 故性质 1成立.

附录B
性质2 对任意n > 1, 均有

en > en−1, (53)

即序列 {en}单调递增.
证明 先证明对n > m+ 1 时性质 2成立.
当n > m + 1 时, 若存在某个 en1 6 en1−1, (n1 >

m+ 1)取 j为满足 en 6 en−1(n > m+ 1)的最小下标. 则

ej 6 ej−1. (54)

由 (22)式

j (2mq − ej)

= (j − 1) [q (2mq − ej−1) + p (2mq − ej+1)]

6 (j − 1) [q (2mq − ej) + p (2mq − ej+1)] , (55)

简化为

(2mq − ej+1) >
j

(j − 1)
(2mq − ej) > 0, (56)

从而, 对充分大的n, 有

|2mq − en|

>
n− 1

n− 2
· n− 2

n− 3
· · · i+ 2

i+ 1

i+ 1

i
|2mq − ei+1|

=
n− 1

i
|2mq − ei+1| → +∞, (57)

这与 (45)式矛盾. 故对n > m+1时性质 2成立. 当n = m

时, 由

mem = (m− 1) [qem−1 + pem+1 + 2q] , (58)

注意到 em < em+1, 有

(m− 1)q (em−1 + 2) < em + (m− 1) qem, (59)

由于 em < 2(m− 1)q, 从而

em > em−1. (60)

类似的方法可以得到当n = m − 1,m − 2, · · · , 2时,均有

en > en−1. 由此, 性质 2成立.

附录C
性质3

lim
n→+∞

en = 2mq. (61)

证明 对充分大的n, 由 (22)式, 有

i (2mq − ei) =

(i− 1) [q (2mq − ei−1) + p (2mq − ei+1)]

+2 (m+ 1− i) q, 2 6 i 6 m,

(i− 1) [q (2mq − ei−1) + p (2mq − ei+1)] ,

m+ 1 6 i 6 n.

(62)

对 (62)式中的前n− 1个方程求和, 得到

nq (2mq − en) + 2p
n∑

i=2

(2mq − ei)

= (n− 1) p (2mq − en+1) +m (m− 1 + 2q) q

6 nq (2mq − en) +m (m− 1 + 2q) q, (63)

从而

n∑
i=2

(2mq − ei) 6 m (m− 1 + 2q) q

2p
, (64)

注意到
n∑

i=2

(2mq − ei) 单调递增, 从而必有

lim
n→+∞

n∑
i=2

(2mq − ei) = c, (65)

所以

lim
n→+∞

(2mq − en) = 0. (66)

性质 3得证.

附录D
性质4

+∞∑
n=2

rn =
m (m− 1 + 2q) q

2p
. (67)
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证明 注意到 rn单调递减, 从而对充分大的n, 有

nrn = (n− 1) (qrn−1 + prn+1) < (n− 1) rn−1, (68)

即 {nrn, n > 1} 也单调下降且有下界 0, 令

lim
n→+∞

nrn = a, (69)

若 a > 0, 则有

lim
n→+∞

+∞∑
i=n

(2mq − ei)

= lim
n→+∞

+∞∑
i=n

ri ≈ lim
n→+∞

+∞∑
i=n

a

i
→ +∞, (70)

与 (65)式矛盾, 从而必有 a = 0, 由 (63)式即得性质 4.
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Abstract

In the social and biological networks, each agent experiences a birth-and-death process. These evolving networks

may exhibit some unique characteristics. Recently, the birth-and-death networks have gradually caught attention, and

thus far, most of these studies on birth-and-death networks have focused on the calculations of the degree distributions

and their properties. In this paper, a kind of random birth-and-death network (RBDN) with reducing network size is

discussed, in which at each time step, with probability p (0 < p < 1/2) we add a new node to the network and connect it

to m existing nodes, or delete an old node from the network with probability q = 1−p. Unlike the existing literature, this

study is to calculate the average degrees of the proposed networks under different network sizes. First, for the reducing

RBDN, the steady state equations for each node’s degree are given by using the Markov chain method based on stochastic

process rule, and then the recursive equations of average degree for different network sizes are obtained according to

these steady state equations. Second, by means of the recursive equations, we explore four basic properties of average

degrees as follows: 1) the average degrees are limited, 2) the average degrees are strictly monotonically increasing, 3) the

average degrees are convergent to 2mq, and 4) the sum of each difference between the average degree and 2mq is a

bounded number. Theoretical proofs for these four properties are also provided in this paper. Finally, on the basis of

these properties, a generation function approach is employed to obtain the exact solutions of the average degrees for

various network sizes. In addition to the theoretical derivations to the average degrees, computer simulation is also used

to verify the correctness of exact solutions of the average degrees and their properties. Furthermore, we use numerical

simulation to study the relationship between the average degree and node increasing probability p. Our simulation results

show as follows: 1) with the increasing of p, the convergent speed of the average degree to 2mq is increasing; 2) with

the increasing of m, the convergent speed of the average degree to 2mq is decreasing. In conclusion, for the proposed

RBDN model, the main contributions of this study include 1) providing the recursive equations of the average degrees

under different network sizes, 2) investigating the basic properties for the average degrees, and 3) obtaining the exact

solutions of the average degrees.
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