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插值小波尺度法探地雷达数值模拟及四阶

Runge Kutta辅助微分方程吸收边界条件∗

冯德山† 杨道学 王珣

(中南大学地球科学与信息物理学院, 长沙 410083)

(中南大学, 有色金属成矿预测与地质环境监测教育部重点实验室, 长沙 410083)

( 2016年 5月 28日收到; 2016年 8月 30日收到修改稿 )

应用迭代插值方法构造了插值小波尺度函数, 并将该尺度函数的导数用于离散Maxwell方程组的空间
微分, 使用四阶Runge Kutta(four order Runge Kutta, RK4) 算法计算时间导数, 导出了插值小波尺度法的
探地雷达 (ground penetrating radar, GPR)正演公式, 与常规的基于中心差分的时域有限差分算法 (finite
difference time domain, FDTD)相比,插值小波尺度算法提高了GPR波动方程的空间与时间离散精度. 首先,
采用具有解析解的层状模型, 分别将FDTD算法及插值小波尺度法应用于层状模型正演, 单道雷达数据与解
析解拟合表明: 相同的网格剖分方式, 插值小波尺度法比FDTD具有更高的精度. 然后, 将辅助微分方程完全
匹配层 (auxiliary differential equation perfecting matched layer, ADE-PML)边界条件应用到插值小波尺度
法GPR正演中, 在均匀介质模型中对比了FDTD-CPML(坐标伸缩完全匹配层), FDTD-RK4ADE-PML、插
值小波尺度RK4ADE-PML 的反射误差, 结果表明: 插值小波尺度RK4ADE-PML吸收效果优于另外两种条
件下的吸收边界. 最后, 应用加载UPML(各向异性完全匹配层)的FDTD和RK4ADE-PML的插值小波尺度
法开展了二维GPR模型的正演, 展示了RK4ADE-PML对倏逝波的良好吸收效果.

关键词: 探地雷达, 插值小波尺度法, 辅助微分法, 四阶Runge Kutta
PACS: 41.20.Jb, 02.70.Bf, 92.60.Fm, 84.40.Xb DOI: 10.7498/aps.65.234102

1 引 言

探地雷达正演是地球物理学的理论研究方向

之一, 通过对已知地质模型的正演, 可以丰富雷
达模型数据库, 熟悉并了解典型地质体的雷达图
像回波特征, 反过来可以指导探地雷达 (ground
penetrating radar, GPR)实测剖面资料解释, 提高
GPR数据解译水平 [1,2]. 由于GPR正演如此重要,
许多学者应用不同方法开展了GPR数值模拟研究:
Irving 和Knight [3]、刘四新和曾昭发 [4]、Diamanti
和Giannopoulos [5]、Teixeira [6]、冯德山等 [7]、李静

等 [8]应用时域有限差分法进行了GPR数值模拟;

魏兵等 [9]对数值频散、边界条件、算法改进等内容

进行了深入的研究与探讨; 底青云和王妙月 [10]应

用有限单元法开展了二维GPR正演; 李展辉等 [11]

开展了错格时域伪谱法GPR正演, 解决了时域伪
谱法的Gibbs现象; 颛孙旭和马西奎 [12]、徐利军

等 [13]对色散介质的时域有限差分吸收边界进行了

研究, 并使用了辅助微分方程作为吸收边界. 在
所有的GPR正演算法中, 时域有限差分 (finite dif-
ference time domain, FDTD)算法无疑是应用最广
泛、最为成熟的算法, 但FDTD算法也有自身的缺
陷: 受CFL稳定性条件的限制、不能与非结构化网
格结合、时间与空间离散常采用中心差分法, 计算
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精度有限.
为了提高GPR的正演精度, 本文提出了一种

新的GPR正演算法插值小波尺度法. 该算法利用
尺度函数的导数离散Maxwell方程的空间导数, 采
用四阶Runge Kutta算法计算时间导数, Vivek和
Mani [14], Pedro等 [15], Marta等 [16], Bodrigo等 [17]

把插值小波尺度法应用到不同领域的数值模拟中,
由于插值小波尺度函数导数及四阶Runge Kutta
算法较中心差分离散具有更高阶的精度, 因此,
该算法较常规FDTD 更为精确. 为了进一步完
善插值小波尺度算法, 需要考虑边界条件的边
载. 吸收近年来在弹性波 (Martin等 [18]; Zhang和
Shen [19])、声波 (赵建国 [20])及电磁波 (李建雄 [21])
数值模拟中的复频移拉伸函数完全匹配层 (PML)
的研究成果, 本文将辅助微分法 (ADE)实现的复
频移PML边界条件应用到插值小波尺度法GPR
正演的PML边界条件实现中, 由于ADE-PML对
传播波、低频倏逝波、掠射波都有较好吸收效果; 加
之迭代计算过程中只需两个辅助变量、时间偏导数

采用四阶Runge Kutta离散, 可显著节省内存, 提
高计算精度.

2 插值小波尺度函数算法

2.1 插值小波尺度函数构建

插值小波尺度函数也称为插值小波, 其构
建方法有多种: Deslauriers和Dubuc [22,23]通过迭

代插值过程构造了插值小波尺度函数; Saito 和
Beylkin [24]指出, 插值小波尺度函数是Daubechies
尺度函数的自相关函数; Sweldens证明 [25], 也可以
通过提升一套双正交小波滤波器 lazy小波获得插
值尺度函数. 本文采用迭代插值方法构造插值小波
尺度函数.

设N为正整数, 通过反复插值整数Kronecker
序列 {δn,0}n∈Z, 从而构造二元有理函数. 首先给定
整数 j > 0, 假设已经得到所有k/2j(k ∈ Z)点处的
值, 根据 2N个Lagrangian插值点的对称性, 就可
以求得所有 (k + 1/2)/2j点处的函数值. 至止, 序
列k/2j的所有值都已求得. 同理, 在下个多分辨尺
度, 也可以继续得到对称的 2N点的Lagrangian插
值. 通过重复这一插值方式, 可以求得所有二元有
理函数值, 如: k/2j(∀k, j ∈ Z并且 j > 0), 这一过
程被称为迭代插值过程. 这样就可得到一个离散

函数定义在实数R上的稠密子集. 由于该函数在
整个二元有理数范围内是一致连续的, 故它可以惟
一地扩展为一个定义域为R上ϕ函数. 于是将定义
在序列k/2j的函数称为N阶插值基函数, 并简称
DDN (t), 其中N为插值函数的阶数. 根据迭代插
值的构造过程可知, DDN (N ∈ N)是偶对称函数.
即

DDN (t) = DDN (−t), t ∈ R. (1)

如果p是一个阶次小于2N(N ∈N)的多项式,
则可以通过转化DDN得到函数p(t):

p(t) =

+∞∑
n=−∞

p(n)DDN (t− n), t ∈ R. (2)

根 据 Saito和Beylkin [24]的 研 究, DDN 是

Daubechies尺度函数的自相关函数

DDN (t) =

∫ +∞

−∞
DSN (x)DSN (x− t)dx, (3)

式中, DSN为N阶Daubechies紧支撑的正交尺度
函数. 因此, DDN及DSN遵循下列尺度方程:

DSN (t) =

2N−1∑
k=−2N+1

hkDSN (2t− k),

t ∈ R, (4)

DDN (t) =

2N−1∑
k=−2N+1

h∗kDDN (2t− k),

t ∈ R, (5)

根据自相关方程 (3), 很容易得到两者滤波器
系数之间的关系:

h∗n =

∞∑
m=−∞

hmhm−n, ∀n ∈ Z. (6)

由于DDN是插值函数, 故滤波器系数满足以
下条件:

h∗k = DDN (k/2), (7)

可以将任意函数分解成序列{fi}i∈Z, 即

fi =

+∞∑
j=−∞

fjδi,j , (8)

其中 δ是Kronecker符号. 如果插值 f可由整个实

数域R序列{fi}i∈Z和DDN组合生成:

f(t) =

+∞∑
j=−∞

fjDDN (t− j), t ∈ R. (9)
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因为DDN为插值函数, 且 fj = f(j). 将这种
关系应用到数据集合{DDN (j/2)}j∈Z中, 则有

DDN (t/2) =

+∞∑
j=−∞

DDN (j/2)DDN (t− j),

t ∈ R. (10)

由于DDN具有紧支性, 故 (10)式求和为有限
项. DDN的支撑域为 (−2N + 1, 2N + 1), 且当
|j| > 4N − 2, DDN (j/2) = 0. 则

DDN (t/2) =

4N−3∑
j=−4N+3

DDN (j/2)DDN (t− j),

t ∈ R. (11)

根据插值函数性质可知, 当 j为不为零的偶数

时, DDN (j/2) = 0, 因此需要计算 j为奇数时的

DDN (j/2). 为此, 可以使用2N个点的Lagrangian
插值计算, 容易推得

DDN

(
2j + 1

2

)
= (−1)N−j

∏2N−1
k=0 (k −N + 1/2)

(j + 1/2)(N − j − 1)!(N + j)!
,

−N 6 j < N, (12)

当N = 2时, 通过上式可以得到

DD2(±1/2) = 9/16,

DD2(±3/2) = −1/16,

DD2(±(2j + 1)/2) = 0 (j > 2).

计算导数之前由插值尺度函数的对称性, 可以得到
DD′

N (t) = −DD′
N (−t).

在插值尺度法中, 需要获得DD2二分点处的

导数值, 由于DDN具有紧支性, 因此对于DD2只

需计算DD′
2(1/2), DD′

2(3/2), DD′
2(5/2)的值. 由

(12)式可知

DD2(t/2)

= [−DD2(t+ 3) + 9 ·DD2(t+ 1)

+ 9 ·DD2(t− 1)−DD2(t− 3)]/16, (13)

等式两边同时求导可得:

DD′
2(t/2)/2

= [−DD′
2(t+ 3) + 9 ·DD′

2(t+ 1)

+ 9 ·DD′
2(t− 1)−DD′

2(t− 3)]/16. (14)

为了计算DD′
2(1/2), DD′

2(3/2), DD′
2(5/2),

需要计算DD′
2(1), DD′

2(2). 由文献 [26]可知

DD′
2(1) = −2/3, DD′

2(2) = 1/12, 代入 (14)式,
即可得到DD′

2(1/2) = −59/48, DD′
2(3/2) = 3/32,

DD′
2(5/2) = −1/96. 同理可以计算其他阶次DDN

二分点处的导数值, 如表 1所列.

表 1 空间偏导数系数DD′
N (−j − 1/2)

Table 1. Space partial derivative coefficient
DD′

N (−j − 1/2).

j N = 2 N = 3 N = 4

0 59/48 120707/93440 266099391/202969088

1 −3/32 −76883/560640 −189991331/1217814528

2 1/96 1075/37376 63928787/1522268160

3 −1297/373760 −1505623/173973504

4 3/373760 1011845/1217814528

5 66637/608907264

6 −5/1217814528

假设函数u在Yee网格的中心点离散, 记为
(−i − 1/2)∆x且 i ∈ N. 则根据插值尺度函数求微
分的性质, 可求得u的空间导数为

u′∆x(x) =
∑
i∈Z

ui+1/2DD
′
N (x/∆x− i− 1/2),

i ∈ N, (15)

其中ui+1/2 = u((i+ 1/2)∆x). 则其空间导数为

∂u/∂x =

l0−1∑
l=−l0

a(l)u|i+l+1/∆x, (16)

其中a(l)就是上述等式求得的插值尺度函数的导

数系数.

2.2 插值小波尺度法数值稳定性条件

由Maxwell方程可以导出电磁场任意直角分
量均满足齐次波动方程

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
+
ω2

c2
f = 0, (17)

考虑平面波的解, 即

f(x, y, z, t)

= f0 exp[−j(kxx+ kyy + kzz − ωt)]. (18)

类比于时域有限差分数值稳定性推导方式 [27],
可以推导出插值小波尺度法数值稳定性条件, 即

∆t 6 1

c

l0−1∑
l=0

|a(l)|

√
1

(∆x)2
+

1

(∆y)2
+

1

(∆z)2

.

(19)
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对于二维 (∆x = ∆y)情况, 则

∆t 6 δ

c
√
2

( l0−1∑
l=0

|a(l)|
)−1

, (20)

式中 δ是网格尺度. 而同样的二维 (∆x = ∆y)情况
下, FDTD算法的CFL稳定性条件为 [27]:

∆t 6 δ/
√
2c. (21)

由于

( l0−1∑
l=0

|a(l)|
)−1

< 1, 比较 (20)式和 (21)

式可以发现: 同样时间步长情况, 插值小波尺
度的空间步长可以大于FDTD算法的空间步长.( l0−1∑

l=0

|a(l)|
)−1

为Courant稳定性系数, 表 2给出

2—4阶的插值小波尺度法的Courant稳定性系数.

表 2 Courant稳定性系数
Table 2. Courant stability factor.

插值尺度阶数N Courant系数

2 0.7500

3 0.6844

4 0.6585

3 ADE-PML的四阶Runge-Kutta实现

GPR数值模拟中, 采用插值小波尺度函数的
导数对Maxwell方程离散, 除了对内部模拟区域进
行插值离散外, 亦需要对截断边界进行处理. 为了
减少计算机的内存占用, 程序编写时采用PML区
域的统一离散格式, 使边界条件与内部模拟区域形
式上一致, 仅仅是物性参数如: 磁导率、介电常数等
参数在不同区域取值不一致, 这样可减小分区及临
时存储空间, 提高模拟的计算速度. 由电磁场与电
磁波的理论可知, 在PML介质中二维GPR满足的
Maxwell方程在伸缩坐标中可表示为:

jωµHy + σmHy = (1/sx) · ∂Ez/∂x, (22)

− jωµHx − σmHx = (1/sy) · ∂Ez/∂y, (23)

jωεEz + σEz

= (1/sx) · ∂Hy/∂x− (1/sy) · ∂Hx/∂y, (24)

其中 si是坐标伸缩因子

si = κi + σi/jωε0 (i = x, y, z). (25)

本文中采用Kuzouglu和Mittra提出的复频移
完全PML, 则将伸缩坐标因子修改为

si = κi + σi/(αi + jωε0) (i = x, y, z), (26)

式中αi和σi为正实数, κi为大于1的实数. κi值的
引入是为了改善PML对倏逝波的吸收特性, αi值

的引入则是为了改善PML对低频分量的吸收特性.
而该复频移PML边界实现方式主要有递归卷

积与辅助微分方程法 (ADE)两种, 两者本质上一
致, 只是不同的表达方式, ADE执行更方便. 为
此, 本文采用辅助微分法来实现该边界条件. 考虑
(25)式和 (26)式中坐标伸缩因子位于算式的分母
部分, 给方程的离散变换与分解计算带来不便, 故
将1/si(i = x, y, z)进行变换:

1

si
=

1

κi
+

−σi/(ε0κ2i )
σi/(ε0κi) + αi/ε0 + jω

(i = x, y, z), (27)

从而可得

1

sx

∂Ez

∂x
=

1

κx

∂Ez

∂x
+

−σx/(ε0κ2x)
σx/ε0κx + αx/ε0 + jω

× ∂Ez

∂x
. (28)

将 (28)式代入 (22)式中, 可得

jωµHy + σmHy

=
1

κx

∂Ez

∂x
+

−σx/ε0κ2x
σx/ε0κx + αx/ε0 + jω

∂Ez

∂x
, (29)

(29)式可进一步改写为

jωµHy + σmHy

= (1/κx) · ∂Ez/∂x+ψψψEz
x , (30)

其中, ψEz
x 为与空间偏导数∂Ez/∂x相关的辅助变

量, 定义为

ψψψEz
x = − σx/ε0κ

2
x

σx/ε0κx + αx/ε0 + jω
∂Ez

∂x
. (31)

将 (31)式分解为

jωψψψEz
x + (σx/ε0κx + αx/ε0)ψ

Ez
x

= − (σx/ε0κ
2
x) · ∂Ez/∂x, (32)

将 (30)式和 (32)式由频率域变回时间域后可得

µ · ∂Hy

∂t
+ σmHy =

( 1

κx

)
· ∂Ez

∂x
+ψψψEz

x , (33)
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∂ψψψEz
x /∂t

= −
( σx
ε0κ2x

)∂Ez

∂x
−
( σx
ε0κx

+
αx

ε0

)
ψψψEz

x . (34)

(33)式和 (34)式中引入的辅助变量, 辅助微分法直
接在时间域离散微分方程, 它比卷积微分方程计算
简单. 再分析 (33)式中的偏微分方程, 综合考虑求
解效率与求解精度, 递推方程中的时间偏导数采
用四阶Runge-Kutta格式求解, 四阶Runge-Kutta
对微分方程求解的精度高于中心差分格式. 四阶
Runge-Kutta格式如下:

h(1) = ∆tL(wn),

h(2) = ∆tL(wn + 0.5h(1)),

h(3) = ∆tL(wn + 0.5h(2)),

h(4) = ∆tL(wn + h(3)),

wn+1 = wn +
h(1) + 2h(2) + 2h(3) + h(4)

6
, (35)

其中, w = (Ez,Hx,Hy), h(i)(i = 1, 2, 3, 4)表示四

阶Runge-Kutta法的每一步函数值, 算子L是 (22)
式中等式的右端项, n表示时刻. 应用Yee网格将
(22)式进行离散, 可得

Hn+1/2
y

(
i+

1

2
, j

)
= CP (m) ·Hn−1/2

y

(
i+

1

2
, j

)
+CQ(m) ·ψHy

x

+CQ(m) ·
l0−1∑
l=−l0

a(l)En
z (i+ l + 1, j)/κx∆x,

(36)

采取 (36)式相同的推导过程, (23)式和 (24)式
同理可变换为

Hn+1/2
x

(
i, j +

1

2

)
= CP (m) ·Hn−1/2

y

(
i, j +

1

2

)
−CQ(m) ·ψHx

y

−CQ(m) ·
l0−1∑
l=−l0

a(l)En
z (i, j + l + 1)/κy ·∆y,

(37)

En+1
z (i, j)

= CA(m) ·En
z (i, j) +CB(m) · (ψHy

x −ψHx
y )

+CB(m) ·
l0−1∑
l=−l0

a(l)

× [Hn+1/2
y (i+ l + 1/2, j)/κx∆x

−Hn+1/2
x (i, j +

1

2
+ l)/κy∆y]. (38)

(36)式—(38)式中:

CA(m) =
1− σ(m)∆t/2ε(m)

1 + σ(m)∆t/2ε(m)
,

CB(m) =
∆t/ε(m)

1 + σ(m)∆t/2ε(m)
,

CP (m) =
1− σm(m)∆t/2µ(m)

1 + σm(m)∆t/2µ(m)
,

CQ(m) =
∆t/µ(m)

1 + σm(m)∆t/2µ(m)
,

其中 (36)式—(38)式中CA(m),CB(m), CP (m),
CQ(m)中标号m的节点空间位置取值分别为

(i + 1/2, j), (i, j + 1/2)与 (i, j). 分析 (36)式—
(38)式可知, 任一网格节点上的场值及辅助变量
的值, 仅与上一步时间步及周围的场值有关, 因此,
应用RK4ADE插值尺度小波法迭代计算吸收层中
场分量时, 只需要 1—2个辅助变量, 实现起来不仅
方便, 而且节省内存.

在完全匹配层内部, 参数σi, κi和αi可以定义

如下 [24]:

σi = σmax|z − z0|m/dm,

κi = 1 + (κmax − 1) · |z − z0|m/dm,

αi = αmax|z − z0|/d, (39)

其中 z0为吸收层靠近模拟区域的界面位置, m为整
数. 研究表明, 当m = 4时为最佳, δ是网格尺度.

在GPR的数值模拟中可通过参数调试获得
较好的PML吸收效果. 作者通过多次GPR数值
模拟实验, 发现: 当κmax = 5, αmax = 0.008时

RK4ADE-PML中心差分法反射误差最大值最小;
当κmax = 5, αmax = 0.024时RK4ADE-PML插值
小波尺度法的反射误差值最小.

4 ADE-PML的四阶Runge-Kutta二
阶插值小波尺度法探地雷达应用

实例

4.1 插 值 小 波 尺 度 算 法 计 算 精 度 与

效率分析

为了体现插值小波尺度法的优点, 将二阶插
值小波尺度法与FDTD算法的精度和效率进行比
较, 为了更纯粹地比较算法特性, 计算中时间域离
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散都采用二阶精度, 不添加任何吸收边界. 设置一
个 9.0 m × 8.0 m的矩形模拟区域, 采用 900 × 800
个网格, 空间步长为 0.01 m, 时间步长为 0.025 ns,
时窗为 30 ns. 模拟区域共分为三层, 第一层厚
度为 5.5 m, 介质的相对介电常数为 4.0, 电导率
为 0.005 S/m; 第二层厚度为 0.5 m, 介质的相对
介电常数为 8.0, 电导率为 0.0001 S/m; 第三层厚
度为 2 m, 介质的相对介电常数为 12.0, 电导率为
0.005 S/m. 激励源为主频 900 MHz的Blackman-
harris脉冲. 激发源位于 (4.5 m, 5.0 m)处, 接收点
位于 (4.5 m, 5.5 m)处, 用FDTD和二阶插值小波
尺度法分别计算接收点处单道雷达波, 并与层状模
型的解析解相比较, 结果如图 1所示.

0 5 10 15 20 25 30
-0.025

-0.020

-0.015

-0.010

-0.005

0

0.005

0.010

0.015

/ns

/ns

E
z
/
V
Sm

-
1

E
z
/
1
0

-
5
 V
Sm

-
1

 

 

FDTD

FDTD

17.5 20.0 22.5 25.0 27.5

(b)

(a)

30.0
-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

 

 

FDTD
FDTD

图 1 (网刊彩色) 层状模型单道雷达波形数据对比
(a) 0— 30 ns; (b) 17.5—30 ns
Fig. 1. (color online) The single-channel radar wave-
form data comparison of layered model: (a) 0–30 ns;
(b) 17.5–30 ns

分析图 1 (a), FDTD与插值小波尺度法的直达
波与解析解波形完全拟合, 但通过图 1 (b)可知分
层界面反射波幅有明显的差异: FDTD与二阶插
值小波尺度法模拟结果存在偏差, 二阶插值小波尺
度法模拟结果更接近解析解, 二阶插值小波尺度法

曲线较FDTD更加平稳与光滑; 细化网格后FDTD
也可以达到二阶插值小波尺度法的精度, 但是细化
网格FDTD所需运行时间远大于插值小波尺度法
(见表 3 ). 则可以说明插值小波尺度法的精度和效
率都优于FDTD.

表 3 不同网格尺度FDTD与二阶插值小波尺度法运行
时间

Table 3. Different grid scale FDTD method with
second order interpolation wavelet scale running time.

算法类型 空间步长/m 时间步长/ns 运行时间/s

FDTD 0.01 0.025 128.725

细化网格FDTD 0.005 0.0125 1022.158

插值小波尺度法 0.01 0.025 230.749

4.2 不同吸收边界反射误差分析

为了研究不同边界吸收情况, 设置 1.0 m ×
1.0 m的正方形区域, 采用 200 × 200个网格, 吸收
层为 10个网格, 空间步长为 0.005 m, 时间步长为
0.01 ns, 时窗为 9 ns, 激励源为主频 900 MHz的
Blackman-harris脉冲. 激发源位于 (0.5 m, 0.5 m)
处,接收点位于 (1 m, 1 m)处. 在检测点记录下900
个时间步内的电场值, 记为En

z . 接下来, 设置一个
扩大5倍网格数量为1000× 1000的参考空间, 其激
励源点与接收点距离不变, 由于模型的扩大, 此时
激发点与接收点近似处于模拟区域中心, 由于空间
足够大, 在观察时间内, 边界的反射尚未到达, 因此
可将该模型中观测点处接收到的信号设为参考模

型信号En
z,ref, 并求取参考模型信号中 900个时间

步内振幅最大的值为En
z,refmax, 通过以下计算公式

获得反射误差:

ErrordB = 20 lg
|En

z −En
z,ref|

|En
z,refmax|

, (40)

应用 (40)式计算 3种吸收边界在点 (1 m,
1 m)处反射误差如图 2所示, 其中CPML中参数
αmax = 0.006, κmax = 5, 计算时采用FDTD算
法; RK4ADE-F的参数αmax = 0.008, κmax = 5,
计算时采用FDTD算法; RK4ADE-A的参数是
κmax = 5, αmax = 0.024, 计算时采用插值小波
尺度法. 通过对比发现插值小波尺度法RK4ADE
吸收效果最好, 反射误差最大值为−93 dB, 而
CPML吸收边界反射误差最大值只有−73 dB, 降
低了−20 dB, FDTD-RK4ADE反射误差最大值
为−83 dB; FDTD-RK4ADE 的吸收效果也优于
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FDTD-CPML, 实验证明插值小波尺度RK4ADE-
PML吸收边界的吸收效果最优. 显然, 这是由于插
值小波尺度法求取空间导数、RK4ADE算法求取
时间导数具有较高的精度, 有效地提高了PML吸
收性能.
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图 2 (网刊彩色) 3种吸收边界反射误差对比图
Fig. 2. (color online) Map of reflection error compari-
son in three kinds absorbing boundary.

4.3 四阶Runge Kutta辅助微分方程匹配
层对倏逝波吸收效果及模拟实例

设置 3.0 m × 1.5 m模型, 为了突显RK4ADE-
PML对倏逝波、低频波以及掠角波等干扰波的
吸收效果, 将模型分成三部分, 如图 3所示, 上
部为倒 “V”字形, 深度为 0.5 m, 相对介电常数
为 2.0, 电导率为 0.005 S/m; 模型下部有 1个异
常圆, 半径为 0.25 m, 相对介电常数为 11.0, 电
导率为 0.05 S/m; 其他介质的相对介电常数为
6.0, 电导率为 0.001 S/m. 在 (0.005 m, 0.005 m)
处加入 900 MHz的Blackman-harris脉冲, 分别应
用UPML 的FDTD算法和RK4ADE-PML的插值
小波尺度法对该模型进行正演, 模拟空间步长
为 0.005 m, 时间步长为 0.001 ns, PML厚度都设
为 0.05 m, PML指数参数设置为m = 4. 激励源
的位置均距上侧PML内表面 1个网格. 图 4为采
用FDTD-UPML边界条件正演所得的 10, 12, 14,
16 ns的波场快照; 图 5为插值小波尺度RK4ADE-
PML 边界条件正演所得的同时刻的波场快照. 通
过调节色标, 图 4的UPML波场快照中可以清晰地
发现虚框中圈定的倏逝波, 而RK4ADE-PML插值
小波尺度法中却没有发现, 说明了RK4ADE-PML
对倏逝波能良好吸收.

0
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0
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5
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εr=2.0, σ=0.005 S/m

图 3 (网刊彩色) 雷达模型图

Fig. 3. (color online) The map of GPR mode.
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图 4 (网刊彩色) FDTD- UPML波场快照

Fig. 4. (color online) Wave field snapshots of UPML.
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图 5 (网刊彩色) 插值小波尺度RK4ADE-PML波场快照
Fig. 5. (color online) Wave field snapshots of
RK4ADE-PML.

分析图 4和图 5可知, UPML边界条件以掠角
波入射的雷达波在模型边界上产生一系列的虚假

反射, 作为有效波的干扰回到计算模型区域内. 而
RK4ADE-PML边界却没有产生虚假反射, 对倏逝
波吸收效果很好. 倏逝波的反射开始出现的位置是
在PML内表面附近且距离激励源约1个波长处,故
在剖面法中, 自激自收时, 雷达剖面上会存在着明
显的倏逝波反射. 再采用宽角法模拟上面模型, 激
励源加载在 (1.5 m, 0.005 m)处. 对比图 6与图 7可
知, UPML正演图中存在明显的倏逝波, 且直接影

响到下部异常的雷达波形, 而RK4ADE-PML正演
图中却没有发现倏逝波, 下部的异常体波形也比
UPML的更加清晰准确. 从而说明RK4ADE-PML
算法精度高于UPML, 更适合雷达数据解译, 也验
证了算法的正确性.

/m

/
n
s

T10-3

 

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0 

2 

4 

6 

8 

10

12

14

16 -2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

图 6 (网刊彩色) UPML正演图

Fig. 6. (color online) UPML forward figure.
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图 7 (网刊彩色) RK4ADE-PML正演图

Fig. 7. (color online) RK4ADE-PML forward figure.

最后, 对该模型分别采用FDTD-UPML与插
值小波尺度RK4ADE-PML进行剖面法正演, 为了
节约运算时间, 本文将模型的网格数保持不变, 提
高时空步长, 时间步长为 0.0025 ns, 空间步长为
0.01 m, 时窗为40 ns, 采集了120道雷达波形.

对比图 8与图 9可知: 两图中都清晰可见异常
体的双曲绕射波, 双曲线弧顶准确地指示了异常体
的位置与埋深, 插值小波尺度RK4ADE-PML图中
异常体的幅值稍大于FDTD-UPML算法. 剖面法
的模拟结果进一步验证了本文提出的插值小波尺

度算法的正确性.
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图 8 (网刊彩色) FDTD-UPML正演剖面图

Fig. 8. (color online) FDTD-UPML forward figure.
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图 9 (网刊彩色) 插值小波尺度法RK4ADE-PML正演
剖面图

Fig. 9. (color online) Section of GPR simulation using
interpolating wavelet scales method RK4ADE-PML.

5 结 论

1) 将插值小波尺度函数的导数代替中心差分
格式来离散Maxwell方程组的空间导数, 并采用四
阶Runge Kutta算法计算时间导数, 由于插值小
波尺度函数及四阶Runge Kutta算法有效提高了
GPR波动方程的空间和时间离散精度, 因此, 插值
小波尺度算法较常规FDTD算法具有更高的精度.

2) 插值小波尺度RK4ADE-PML最佳吸收层
参数选取为kmax = 5, αmax = 0.024, 此时反射误
差的最大值最小. 插值小波尺度法RK4ADE-PML
引起的最大反射误差可低至−93 dB, 与FDTD算
法中的CPML边界条件相比, 其吸收性能提高了

20 dB. 通过对单道雷达波计算也验证了插值小波
尺度法的模拟精度高于FDTD算法.

3) 通过比较FDTD-UPML与插值小波尺度
RK4ADE-PML两种算法GPR正演波场快照、宽
角法及剖面法的雷达图, 结果表明: 插值小波尺度
RA4ADE-PML降低了吸收边界的反射误差, 提高
了空间和时间精度, 比UPML边界更能有效地消
除大角度入射的虚假反射, 对倏逝波、低频波吸收
效果更佳.
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Abstract

Ground penetrating radar (GPR) forward is one of the geophysical research directions. Through the forward of
geological model, the database of radar model can be enriched and the characteristics of typical geological radar echo
images can be understood, which in turn can guide the data interpretation of GPR measured profile, thereby improving
the GPR data interpretation level. In this article, the interpolating wavelet scale function by using iterative interpolation
method is presented, and the derivative of scale function is used in spatial differentiation of discrete Maxwell equations.
The forward modeling formula of GPR based on the interpolation wavelet scale method is derived by using fourth-order
Runge-Kutta method (RK4) for calculating the higher time derivative. Compared with the conventional finite differ-
ence time domain (FDTD) algorithm based on the central difference method, the interpolation wavelet scale algorithm
improves the accuracy of GPR wave equation in both space and time discretization. Firstly, the FDTD algorithm and
the interpolation wavelet scale method are applied to the forward modeling of a layered model with analytic solution.
Single channel radar data and analytical solution fitting indicate that the interpolation wavelet scale method has higher
accuracy than FDTD, with the same mesh generation used. Therefore, auxiliary differential equation perfectly matching
layer (ADE-PML) boundary condition is used on an interpolation wavelet scale, and the comparisons between reflection
errors obtained using CPML(FDTD), RK4ADE-PML(FDTD), and RK4ADE-PML(interpolating wavelet scales) in a
homogeneous medium model show that the absorption effect of RK4ADE-PML(interpolating wavelet scales) is better
than the other two absorbing boundaries. Finally, interpolation wavelet scale method, with both UPML, FDTD and
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RK4ADE-PML loaded, is used for two-dimensional GPR forward modeling, showing good absorption effect for evanescent
wave. From all the experimental results, the following conclusions are obtained. 1) Using the derivative of the inter-
polating wavelet scale function instead of central difference schemes for the spatial derivative discretization of Maxwell
equations and time derivative calculated using the fourth-order Runge Kutta algorithm, the interpolating wavelet scale
algorithm has higher accuracy than regular FDTD algorithm due to the improvement in the spatial and time accuracy of
GPR wave equation. 2) The best absorption layer parameters of interpolating wavelet scale RK4ADE-PML are selected,
when the maximum value of the reflection error is the minimum. The maximum reflection error can reach -93 dB, which
increases 20 dB compared with that of UMPL boundary in FDTD algorithm. And the higher simulation accuracy of
interpolating wavelet scale algorithm than FDTD algorithm is confirmed after calculating single channel radar data. 3)
Comparing wave field snapshots of GPR forward modeling, radar pictures from wide-angle method and section method
indicates that interpolating wavelet scale RK4ADE-PML reduces reflection error of absorption boundary, improves both
spatial and time accuracy, is more effective than UPML boundary in eliminating false reflection of large angle incidence,
and has better absorption effect for evanescent wave and low-frequency wave.

Keywords: ground penetrating radar, interpolating wavelet scales method, auxiliary differentiation,
fourth-order Runge-Kutta
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