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基于比热的完全物态方程∗
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( 2016年 4月 3日收到; 2016年 8月 29日收到修改稿 )

在热力学中, 一个封闭体系的完全物态方程指由两个状态量为自变量所确定的一种函数关系, 由这个关
系能够导出所有其他热力学量之间的关系. 比如亥姆霍兹自由能F 表示为体系的比体积 v和温度T 的函数

F (v, T )时, 就是这种完全物态方程. 但是这种完全物态方程至今没有实际计算的表达式. 我们以等温压强函
数 pT (v)和建立在德拜模型基础上的定容比热函数Cv(v, T )为基础, 建立了一个有具体函数表达式的完全物
态方程. 用这种完全物态方程对几种固体金属材料进行了实际计算, 所导出的热力学状态量和物性参数, 与
实验测量能够比较好地符合. 这种完全物态方程在高温高压物理领域具有一定的应用价值.

关键词: 定容比热, 完全物态方程, 热力学量
PACS: 64.30.Ef, 05.70.Ce DOI: 10.7498/aps.65.236401

1 引 言

对于一个封闭体系而言, 热力学上的完全物态
方程是指由两个状态量所确定的一种函数关系, 这
种函数关系能够导出所有其他热力学量之间的关

系. 可见完全物态方程是一种能够全面表征物质系
统热力学性质的方程. 在高温高压物理领域, 体系
的压力和温度的变化范围常在几百GPa和几千K
之内, 对体系的热力学性质有极大的影响. 因此建
立完全物态方程对基础研究和工程计算都具有重

要的科学意义和应用价值 [1−8].
然而长期以来, 建立完全物态方程存在着许多

困难. 虽有理论上的自由能函数、内能函数、化学势
函数和热焓函数, 但无具体的数学表达式, 不能用
于实际计算.

经福谦 [1]提出用实验方法测得任意两类不完

全物态方程可以解决这个问题. 比如测定了冲击绝
热线E = E (p, v), 又测定了冲击温度T = T (p, v),
就可以建立完全物态方程. 我们按这种做法做了一

些实际操作, 未能成功. 因为用这两种方程能够计
算出Hügoniot状态下的所有热力学量, 但不能计
算Hügoniot态之外 (off Hügoniot)的热力学量. 因
而这种用实验方法建立的物态方程并不是真正意

义上的完全物态方程.
实验方法只能测一个变量的变化. 比如冲击压

缩实验, 系统的压力和比体积是耦合的, p = p(v),
因而E (p, v)和T (p, v)实际上都是一个变量 v的函

数, 并非两个独立变量的函数. 如果要从实验测得
的 p(v)和T (v)函数, 建立具有两个独立变量的完
全物态方程, 还必须借助一些理论模型的帮助. 为
此, 我们通过实验和理论假设建立了定容比热函
数, 再借助常温实验测量的压强函数, 通过热力学
恒等式构建了一个真正意义上的完全物态方程, 并
得到了广泛的实验数据验证.

2 完全物态方程的组成

热力学有四个特性函数:

dF (v, T ) = − p(v, T )dv − s (v, T ) dT,
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dE (v, s) = − p (v, s) dv + T (v, s) ds,

dH (s, p) = v (s, p) dp+ T (s, p) ds,

dG (v, s) = v (p, T ) dp− s (p, T ) dT.

其中的每一个都是微分形式的完全物态方程, 它们
在数学形式上完全等价. 这些特性函数与对应的独
立变量之间, 满足同一的运算规律, 可以总结为如
图 1的热力学八卦图, 具体含义参见文献 [9]. 四个
热力学独立变量中, 比较容易测量的是 v和T , 所
以选择Helmholtz 函数F (v, T )作完全物态方程是

最方便的.
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H

图 1 热力学函数八卦图

Fig. 1. The Gossip graph of the thermodynam-
ics functions

微分形式的完全物态方程 dF (v, T )需要具体

化, 必须给出 p (v, T )和 s (v, T )的表达式才能进行

计算. 可以通过构造两个过程积分求得这两个函
数. p(v, T )从初始态 (v0, T0)经等温过程到 (v, T0),
随后经等容过程到终态 (v, T ). s(v, T )从初始态

(v0, 0) 经等容过程到 (v0, T ), 随后经等温过程到终
态 (v, T ). 在建立积分过程中需要用到热力学偏微
分式 (∂p/∂T )v和 (∂s/∂v)T .

根据热力学理论, 这两个偏微分式是定容比热
Cv(v, T )对温度T的积分函数:(

∂p

∂T

)
v

=

(
∂s

∂v

)
T

=
γ(v, T )

v
Cv(v, T )

=

∫ T

0

1

T

(
∂Cv(v, T )

∂v

)
T

dT,

此式也表明热力学 γ(v, T )是Cv(v, T )的导出函

数. 只要有了Cv(v, T )函数, 即可导出 γ (v, T ),
有了 γ(v, T )和Cv(v, T )函数, 即可建立 p (v, T )和

s(v, T )两个积分方程:

p(v, T ) = p(v, T0) +

∫ T

T0

γ(v, T )

v
Cv(v, T )dT, (1)

s(v, T ) = s(v0, T ) +

∫ v

v0

γ(v, T )

v
Cv(v, T )dv, (2)

式中p (v, T0)函数由实验测量确定;

s(v0, T ) =

∫ T

0

Cv(v0, T )

T
dT

由Cv(v, T )函数积分得到.
上 述 过 程 可 见, 建 立 p (v, T )函 数 用 到

Cv (v, T )和 p (v, T0); 而建立 s(v, T )函数只用到

Cv (v, T )函数. 说明建立 p (v, T )的条件包含了建

立 s(v, T )的条件. (∂s/∂v)T 恒等于 (∂p/∂T )v也说

明 s (v, T )可由 p (v, T ) 函数导出. 于是仅由方程
(1)就足以构成数学上与 dF (v, T ) 等价的完全物态

方程.
构建完全物态方程 (1)式, 关键在于建立

Cv (v, T )函数和 p (v, T0)函数. 其中 p (v, T0)就是

常用的等温物态方程. 其实验方法和理论表达式都
很成熟, 这里不作多述. 至于建立Cv(v, T )函数的

详细过程见文献 [3].
文献 [1]指出, 1000 GPa以下固体材料的物态

方程, 可用 “冷”贡献、晶格热贡献和自由电子热
贡献的三项式物态方程表示. 其中计算晶格热贡
献用晶格定容比热函数CvN(v) = 3RD (v, T ), 计
算自由电子热贡献用电子定容比热函数Cve(v) =

β(v)T . 固体材料的总定容比热函数:

Cv(v, T ) = 3RD(v, T ) + β(v)T, (3)

式中R为1 g物质的气体常数.

D(v, T ) =
3

(Θ(v)/T )
3

∫ Θ(v)/T

0

x4 exp(x)
(exp(x)− 1)

2 dx

为德拜函数. 其中

Θ(v) = Θ0 exp
[
−
∫ v

v0

γv(v)

v
dv

]
为晶格的德拜温度. γv (v)是晶格振动函数. 定容
比热函数第二项中β(v) = β0 (ρ0v) γ e为电子定容

比热系数, ρ0为初始密度, γe为电子γ系数. β (v)

函数的建立具体见文献 [10]. 由于晶格振动函数
γv(v)长期没有物理表达式, Θ (v)无法计算, 德拜
函数D (v, T )无法实际应用, 乃至晶格定容比热长
期用 3R近似. 文献 [3]在研究γv (v)从低压区到高

压区的压缩特性的基础上, 建立了γv(v)函数的物

理表达式:

γv(v) = γ0ρ0v [1 + 0.6ρ0v (1− ρ0v)] , (4)

并由γv(v)积分得出Θ(v)的函数式:

Θ(v) = Θ0 exp
[
γ0
(
(1− ρ0v) + 0.3 (1− ρ0v)

2

− 0.2 (1− ρ0v)
3 )]

, (5)
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式中的Θ0和γ0由Θ (v)的实验数据拟合确定. 由
此建立起可用于实际计算的Cv(v, T )函数. 并由
Cv (v, T )函数导出了热力学γ (v, T )的表达式:

γ(v, T ) =
γv(v)3RD(v, T ) + γeβ(v)T

Cv(v, T )
, (6)

于是文献 [3]为建立完全物态方程奠定了基础.

3 完全物态方程的验证

实际应用的完全物态方程以等温线作参考, 可
以计算Hügoniot线或等熵线. 反之, 若以Hügoniot
线作参考则能计算等温线. 因此用这两种压缩的实
验数据可以互相检验完全物态方程计算的可靠性.

文献 [11]2004年发表了用新压标测定的六种
金属材料的等温实验数据, 文中特别声明新压标改
进了动、静高压测量之间的一致性. 针对这六种金
属材料, 我们在文献 [12, 13]中选取了对应这六种
金属材料的冲击高压实验数据, 按文献 [2]的具体
做法, 做出这六种金属材料的Hügoniot四参数物
态方程:

pH(v) =
P0

ρ0v

exp (s(1− ρ0v))− 1

1− q exp (s(1− ρ0v))
. (7)

再按文献 [3]的具体做法, 做出该六种金属材料的
Hügoniot温度方程:

TH(v) = T0 exp
[
γs0(1− ρ0v)

(
1 +m(1− ρ0v)

+ n(1− ρ0v)
2
)]

+ a
(1− ρ0v)

3

ρ0v

× exp
(
b(1− ρ0v) + c(1− ρ0v)

2
)
. (8)

(7)式和 (8)式中参数 (P0, s, q)和 (γs0,m, n, a, b, c)

具体含义见文献 [2, 3]. 在文献 [10]中选取该六种
金属材料的Θ0, γ0和β0数据, 分别做出该六种金
属材料的Cv (v, T )函数代入完全物态方程:

pT (v) = pH(v)−
∫ TH(v)

T0

γ(v, T )

v
Cv(v, T )dT, (9)

由此计算出该六种金属材料的等温压缩线. 计算
结果与文献 [11]等温数据的比较见图 2 . 图中横坐
标为体应变, h = (1− v/v0), 每条计算线的横坐标
都是从零开始. 为了看得清楚, 各条线依次平移了
0.05坐标单位.

由图 2中可见由Hügoniot方程计算的等温压
缩数据, 与实验测得的等温压缩数据符合很好. 由
此验证了本文建立完全物态方程的方法是正确的,
可靠的.
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图 2 (网刊彩色) 六种金属 pT (h)计算线与实验数据的

比较

Fig. 2. (color online) Comparison of the calculation
results and the experimental data for six metals.

4 完全物态方程应用举例

4.1 推演物态方程

物态方程计算中, 常常需要从已知物态方程推
演其他物态方程. 如从等温线推演冷压线、等熵线、
Hügoniot线等. 计算方法与第3节物态方程相互验
证相同.

4.2 计算热力学量

给出 (v, T )自变量数据, 代入方程 (1), 就可算
出 p, v, T的状态量值. 如果给出的是 (p, v)数据求

T , 则需进行迭代计算.
计算状态量熵, 则用 p(v, T )方程推出的熵

方程.
计算自由能, 则须用 p(v, T )和 s(v, T )写入

dF (v, T )方程, 进行积分计算.
计算其他特性函数E, H, G, 可由自由能函数

计算.

4.3 计算热力学物性参数

热力学物性参数由状态函数及其偏导数定义,
是 (v, T )的函数. 用实验的p (v)方程只能计算特殊

状态下的物性参数, 而且不够准确. 因为实验数据
拟合的 p(v)函数式, 不能求偏导数. 完全物态方程
p(v, T )才是计算物性参数的工具, 可以进行系统的
研究. 以Cu为例, 实际计算步骤如下.

236401-3
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首先选取合适的γ0参数. 文献有多种γ0数据,
为了保证动、静高压测量的一致性, 第 3节选取
Cu的γ0 = 2.02, 由Cu的Hügoniot数据算出的等
温线, 与实验的等温压强数据相符. 鉴于Cu的等
温实验数据仅在 150 GPa之内 (见图 2中Cu的 pT

线), 而Cu的Hügoniot数据在 300 GPa以上, 且用
它算出的等温压强数据线与实验的等温压强数据

线是相符的. 因此将这两种数据放在一起拟合, 得
到了适合更高压力范围的等温方程:

pT (v) =
84.838

ρ0v

× exp (0.20188(1− ρ0v))− 1

1− 0.88039 exp (0.20188(1− ρ0v))
. (10)

以下用方程 (10)做参考线建立Cu的完全物态方
程, 计算Cu的各种热力学参数.

计算量单位选取: p为GPa, v为 cm3/g, T为

K, m为g, u为km/s, E为kJ/g.
初始参数: ρ0 = 8.936, µ = 63.546, R =

8.31458× 10−3/µ, Θ0 = 342, γ0 = 2.02, γ e = 2/3,
β0 = 1.0978× 10−8.

计算所用公式: 方程 (1), 方程 (3)—方程 (6)和

方程 (10).
第二步将物性参数表为 (∂p/∂T )v, (∂p/∂v)T

和γ(v, T )的函数.
将计算公式和物性参数表达式写入计算机, 计

算机即可直接计算和绘出图形. 本文计算了如下物
性参数:

1) 体膨胀系数

α(v, T ) =
1

v

(
∂v

∂T

)
p

= −1

v

(
∂p

∂T

)
v

/(
∂p

∂v

)
T

,

2) 体声速

c(v, T ) = v

√
−
(
∂p

∂v

)
s

= v

√(
∂p

∂T

)
v

T
γ(v, T )

v
−
(
∂p

∂v

)
T

,

3) 绝热体模量

Ks(v, T ) = −v

(
∂p

∂v

)
s

=
c(v, T )2

v
,

4) W-J系数

ω(v, T ) = p

(
∂v

∂H

)
p

=
γ(v.T )p(v, T )

Ks(v, T )
.
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图 3 (网刊彩色) Cu的物性参数 (a) 膨胀系数; (b) 体声速; (c) 绝热体模量; (d) W-J系数
Fig. 3. (color online) (a) The volume expansion coefficient; (b) the volume speed of sound, (c) the adiabatic
modulus and (d) W-J coefficient of Cu.
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方 程 (10) Cu的 等 温 压 缩 极 限 体 应 变
(1− v/v0)为 0.63, 本文计算各种物性参数的体应
变在 0.45以下, v/v0最小到 0.55, 属于一般压强范
围. 计算结果见图 3 .

由图 3的物性参数曲线可作简单的分析. 膨胀
系数、体声速和体模量随温度的变化并不敏感, 而
随体积的变化却很明显. W-J系数随温度和体积
的变化都很敏感, 但这种变化趋势随着温度和压力
的升高而减弱, 以至逐渐下降. 了解有关物性参数
的变化趋势, 有助于在物态方程计算中适时做出判
断, 进行适当的参数调整.

5 结 论

通过测量温度和压强引起系统状态的变化, 确
定状态方程 p = p (v, T ), 属于热力学第零定律. 通
过量热和测温引起系统内能的变化, 确定内能方程
E = E (p, v)和定容比热, 属于热力学第一定律. 有
了定容比热才能计算内能, 因此建立完全物态方
程非用定容比热函数不可, 单靠实验作出的p(v)和

T (v)函数不可能建立完全物态方程.
完全物态方程要求函数能计算各种热力学物

态量、各种物态的变化以及各种物性参数, 因此对
函数的完备性要求较高. 物态变化涉及物态函数的
一阶导数, 物性参数涉及物态函数的一阶和二阶导
数, 从Hügoniot函数推演等熵函数还涉及物态函
数的三阶导数. 因此完全物态方程函数应该具有比
较准确的连续三阶导数. 而三参数物态方程的三
阶导数误差很大, 不适宜于物态函数的推演计算.
为此现有物态方程研究, 需要增加高压区的实验数
据, 需要精度更高的实验数据, 才能构建比较精密
的四参数物态方程, 以保证物态函数三阶导数的准
确性.

本文初步建立了可资应用的完全物态方程. 其
中Cv(v, T )函数只用到早期发表的Θ0, γ0和β0几

个简单参数, 其准确性和精度都是不够的. 因而这
些初始参数以及构建定容比热函数的理论模型都

有待进一步的改善和提高.
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Abstract
In thermodynamics, the complete equation of state (EOS) for closed system is a functional relation defined by

two independent state variables, and all other thermodynamic relations can be deduced by it. For example, Helmholtz
free energy F as a function of specific volume v and temperature T of the system is a complete EOS. Unfortunately,
the concrete expressions of these complete EOSs are unavailable. Here we establish a practical form of the complete
EOS based on the pressure function pT (v) and constant-volume specific heat function Cv(v, T ) This complete EOS is
mathematically equivalent to the Helmholtz free energy F . Here pT (v) is determined by the measurement and Cv(v, T )

can be expressed by two parts. One part is the lattice contribution based on the Debye model and the other part is
electronic contribution obtained from the free electron model. Using this complete EOS we calculate the isothermal
equation for six metals from the Hugoniot data. Good agreement between the isothermal equation and the experimental
data verifies the reliability of the complete EOS. Through this complete EOS we can derive the concrete expression
of physical parameters, and these physical parameters including the volume expansion coefficient, the volume speed of
sound, the adiabatic modulus, and W-J coefficient are calculated by using the experimental data of Cu. Analyzing their
variation trends we can timely adjust parameter in the calculation of the EOS. This kind of complete EOS is useful in
the field of high temperature and high pressure physics.
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