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基于最小刚性图代数特性的无线网络

拓扑优化算法∗

罗小元† 李昊 马巨海

(燕山大学电气工程学院, 秦皇岛 066004)

( 2016年 1月 14日收到; 2016年 7月 23日收到修改稿 )

对于能量受限的无线传感器网络, 拓扑优化能够降低能耗, 优化通信链路结构. 本文基于最小刚性图原
理提出了一种新的拓扑优化算法, 算法综合考虑了生成拓扑链路图中通信链路的权值与生成刚性图的代数特
性问题, 既保证了通信链路较短, 有利于延长网络的生命周期, 同时使生成的通信链路图结构更加稳定, 网络
具有较好的鲁棒性. 仿真实验表明, 与相关算法比较, 提出的算法中通信链路较短, 具有较好的网络连通性与
结构稳定性, 同时生成刚性图矩阵的迹较大, 具有较好的刚度代数性能.

关键词: 无线传感器网络, 拓扑优化, 最小刚性图, 代数特性
PACS: 02.10.Ox, 02.10.Yn, 02.10.–v DOI: 10.7498/aps.65.240201

1 引 言

近年来, 无线传感器网络得到了飞速的发展.
相比于传统有线传感器网络, 无线传感器网络的应
用有助于对不可达或远程区域的精准监控, 为人类
认识物理世界架起新的桥梁. 无线传感器网络在军
事和民用领域有着广阔的应用前景, 如军事侦察、
环境监测、医疗监护、空间探索、城市交通管理、仓

库管理 [1−3]等.
对于能量受限的无线传感器网络, 拓扑优化

能够降低能耗, 延长网络的生命周期, 增强通信
链路结构的稳定性, 使网络更好地应用于复杂环
境. 研究人员已经提出了许多相关的拓扑优化算
法 [4−6]. Wattenhofer和Zollinger [7]提出异常拓扑

控制 (exotic topology control, XTC)算法不依赖于
节点位置信息来构建拓扑, 而是通过各链路的相对
信号强度来构建拓扑, 提高了算法在实际应用中的
可行性, 然而算法中处于拓扑边缘的节点通信链路
结构稳定性不足. Chen [8]提出了四级分簇算法, 考

虑到了节点间的剩余能量问题, 构建分级链路结
构, 提高了网络负载的均衡性. 但是当生成簇较多
时头节点的节点度会迅速增加, 影响传感器的连通
性. 为加强算法对环境的适应性, Qin等 [9]提出了

分布式的k-means算法和模糊 c-means算法以优化
分簇结构提高拓扑灵活度与鲁棒性. 宋佳等 [10]提

出了一种针对多冗余通路的控制算法, 提高了网
络对于故障的预防能力. 郝晓辰等 [11]提出了一种

健壮性可调的控制算法, 引入节点调度调节因子
并量化网络节点度, 寻求节点度的取值规律, 获得
网络最优节点度, 提高了网络结构的均衡性. 基于
刚性图的网络拓扑优化方法具有较好的网络连通

性, 并适用于较大规模的网络拓扑优化. 方斌和陈
特放 [12]提出了一种基于最小刚性图的编队控制方

法, 对不同操作条件下刚性保持问题进行了研究.
Luo等 [13]提出了一种基于最优刚性图的最优刚

性几何图自适应保真 (optimally rigid geographical
adaptive fidelity, ORGAF)算法, 考虑到传感器节
点区域的布置, 加入节点调度机制, 重点优化了网
络通信链路的权值, 减少了节点发射与接收功率,
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较好地延长了网络的生命周期. 然而算法未考虑
到刚性图代数特性的影响. 文献 [14, 15]研究发现
网络控制与定位的刚度特性与其代数性质密切相

关. Anderson等 [16]提出了基于刚性图刚度矩阵特

性对网络定位的方法, 在定位过程中, 定位点的选
择以及网络的构建中提高了生成网络的刚度矩阵

特征值, 在保证网络连通性的前提下提高了网络结
构的稳定性. 然而算法中未考虑链路权值对于网络
寿命的影响.

本文提出一种基于最小刚性图刚度代数特性

优化的无线传感器网络拓扑控制算法 (MRGAFU
算法). 该算法综合考虑了生成拓扑链路图中通信
链路的权值与生成刚性图的刚度问题, 既保证了通
信链路较短, 有利于延长网络的生命周期, 同时使
生成的通信链路图结构更加稳定, 使网络具有较好
的鲁棒性.

2 图论基础与问题描述

2.1 图 论

传感器网络的拓扑结构通常用图来描述.
本节将简要介绍本文所用到的一些基本图论

知识. 考虑一个由N个节点组成的无线传感

器网络, 其拓扑用无向图G(v, ε)表示, 其中, 顶
点数集 v = {1, 2, · · · , N}表示传感器节点, 边集
ε = {(i, j) ∈ v × v : i ̸= j}表示传感器节点之间的
通信链路. 顶点是由随机部署的传感器节点的位
置 pi ∈ Rn决定的. 对于任意节点 i, j ∈ v, 若满足
∥pi − pj∥ 6 Rc, Rc为节点的传输范围, 则节点 j是

节点 i的通信邻居.

2.2 最小刚性图

本文算法中用到了两个重要概念: 刚性图和
最小刚性图, 它们均属于无向图且是连通的. 如果
在保证各边长度不变的情况下, 一个图不会发生形
变, 称此图为刚性图, 否则称为可变形图.

如果刚性图删除任意一条边都会导致此图变

成可变形图, 则称此图为最小刚性图. 易知, 依据
最小刚性图构建的拓扑结构是刚性的, 具有较好的
稳定性. 图 1给出了可变形图、刚性图和最小刚性
图的例子.

最小刚性图中每个顶点至少有两条邻接边 [17],
因此, 最小刚性图同时具有较小的通信复杂度和较

强的鲁棒性. 以最小刚性图结构建立的通信拓扑可
以实现负载的均衡性, 减少链路能量消耗, 并延长
网络寿命.

(a) (b)

(c)

图 1 (a)可变形图、(b)刚性图和 (c)最小刚性图
Fig. 1. (a) Deformable graph, (b) rigid graph and
(c) minimum rigid graph.

最小刚性图可通过刚度矩阵来建立. n维

刚度矩阵的构建过程如下: 将图中顶点坐标
按{p11, · · · , pn1 , p12, · · · , pn2 , · · · , p1N , · · · , pnN}顺序排
列. 建立一个其行与列分别对应边和顶点坐标的矩
阵M ∈ R|ε|×Nn, 则矩阵M即为刚度矩阵.

由文献 [16]中的定理1可直接得到如下刚度矩
阵的性质.

引理1 如果刚度矩阵M存在2N − 3行元素

构成的子矩阵满足

rank(M) = 2N − 3, (1)

则由这2N − 3行对应的边和N个顶点构成的图是

最小刚性图.
本文还需用到如下刚性图的替换引理.
引理2 [4] 如果已知刚性图G(v, ε)的一个子

图G′(v′, ε′)由任意其他刚性图子图G′′(v′′, ε′′)替

代, 则得到的图仍是刚性的.

2.3 刚性图的代数特性

刚度矩阵可以完全通过代数方式进行表述.
对于一个平面二维网络 (G, p), 令顶点 j的向量为

pj = [xj , yj ]
T, 刚度矩阵M可以由任意顺序的点

与边表示, 其中矩阵行数为 |ε|, 列数为2|v|. 每条边
对应矩阵的一行, 同一边相连接的顶点 j与顶点k

的非零行向量在矩阵中第 2j − 1, 2j, 2k − 1, 2k列,
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对应可表示为xj − xk, yj − yk, xk − xj , yk − yj . 刚
度矩阵中的元素与节点间定位的绝对值无关, 仅仅
取决于节点间的相对位置. 一个图是刚性的当且仅
当由顶点关系得到的刚度矩阵的秩是2|v| − 3时.

刚度矩阵包含很多图的刚度的定量信息, 尤其
是刚度矩阵的奇异值提供了一种测量网络代数性

质的方法 [18].
定义网络中边的刚度矩阵为

X(G,P ) = M (G,P )M
T
(G,P ) ∈ R|ε|×|ε|, (2)

其中行列式具有较大特征值的刚性图具有更好的

代数刚度特性. 较好的刚度特性可以保证网络覆盖
定位时具有较小的误差, 进而提高网络的稳定性.

最小刚性图的刚度矩阵特征值可以反映其

结构特性, 图 2 (a)与图 2 (b) 是依据Henneberg序
列 [4]构建的两种不同结构的最小刚性图, 当点B

趋近于点A时,图 2 (c)中出现了可以自由移动的边
AC, 不再是刚性图, 而图 2 (d)仍然可以保持刚性,
可见右图具有较好的稳定性. 经过计算可以发现
图 2 (b) 的刚度矩阵特征值要大于图 2 (a)的刚度矩
阵特征值, 在定位与通信链路结构方面有着更好的
性能.

A E

D

B

C

A E

D

B

C

E

D

C

E

D

C

A 

B

C

A 

B

(a) (b)

(c) (d)

图 2 两种不同结构的最小刚性图

Fig. 2. Minimum graphs of two different structure.

3 基于最优刚性图的拓扑优化算法

无线传感器网络是由许多小而能量受限的传

感器节点组成的, 优化通信链路、延长网络寿命一

直是网络拓扑研究的重要方向之一. 同时, 针对一
些较复杂的环境, 如水下监测等, 还需要考虑网络
链路通信结构的鲁棒性.

3.1 算法构建

刚度矩阵具有较大特征值的最小刚性图具有

较好的代数刚度特性. 同时, 通信链路加权较小的
最小刚性图能较好地延长网络的寿命. 为保持最小
刚性图具有较好的代数刚度特性, 就需要优化拓扑
保持刚度矩阵具有较大的特征值. 矩阵的迹是矩阵
的特征值之和, 因此保证刚度矩阵的迹较大, 即可
满足刚性图拓扑链路具有较好的结构稳定性.

保持图是最小刚性图的条件下, 使刚度矩阵迹
值达到最大. 该过程可转化为一个最优化问题:

maximize
ε

trace(M (G,P )M
T
(G,P )),

subject to rank(M (G,p)) = 2n− 3. (3)

该最优化问题可以通过经典的贪婪算法求解

(表 1 ), 即在保证刚度矩阵秩为2n− 3条件下, 每一
步构建最小过程中找出使构成的拓扑链路图的迹

最大的边, 加入到网络中.

表 1 贪婪算法

Table 1. Greedy algorithm.

Greedy algorithm

1: 选取集合 ε表示来构建最小刚性图的边, 并赋值为空集

2: ε̄← {e ∈ εc\ε} \\未被选择的边

3: while rank(M (G,p)) < 2n− 3 do
4: e′ = argmax

e∈O
[f(ε ∪ {e})− f(ε)] \\使刚度矩阵的迹

最大化的边

5: ε← ε ∪ {e′}

6: ε̄← {e ∈ εc\ε}

7: end while

8: ε← ε

算法中考虑到网络生命周期, 在构建最小刚性
图过程中首先将边的长度按照升序排列, 再依次选
择其中使刚度矩阵迹最大的边加入到刚度矩阵中,
即在保证网络刚性代数性能条件下进一步减小通

信链路权值, 优化拓扑链路结构.
采用分布式算法可以减小网络构建的复杂度.

在构建刚性图网络拓扑中依据引理 3, 删除网络中
所有不满足要求的边, 生成网络拓扑链路图.
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引理3 [13] Gi(i = 1, 2, · · · , n)表述由顶点 i

及其所有邻接顶点组成的最小刚性图, G(V,E) =∪
i=1,2,··· ,n

Gi, Gopt = (V,Eopt)表示生成的整体最

小刚性图, 则有如下结论:
1) e /∈ Eopt, 如果对于两个顶点k, l ∈ Gi, Gj ,

有 e = (k, l) ∈ Gj , 但 e /∈ Gi;
2)删除满足条件 (1)的所有边得到的图是最小

刚性图Gopt = (V,Eopt).
依据上述引理, 我们提出一个分布式算法来

控制网络链路, 得到链路拓扑结构, 该算法程序见
表 2 .

表 2 最小刚性图生成算法

Table 2. MRGAFU algorithm.

MRGAFU algorithm
1: 任意活动节点 i ∈ v: 初始化节点 i 的集合 |ε̄i|和
集合 |ε̄i|′为空

2: 节点 i以最大传输半径广播包含其节点 ID 和位置
信息的 HELLO 消息

3: While 点 i 收到来自节点 u 的 HELLO_ACT
消息 do 节点 i 将链路 (i, u)添加到集合 |ε̄i|

4: end while

5: 计算节点 i 与其邻居Ni之间所有边的长度

6: 将这些边按照升序排列

7: 依据上述序列建立子图的刚度矩阵 M̃i

8: 初始化Mi, 令Mi = M i(1)

9: for j = 1 : |ε̄|

10: while rank(Mi) 6 2(|Ni|+ 1)− 3

11: 应用贪婪算法, 依次比较使Mi迹最大的M i(l, :)

作为新的M i(j + 1, :)

12: Mi =

 Mi

M i(j + 1, :)


13: if Mi是满秩

14: 将此行对应的边记录到集合 |ε̄|中

15: end

16: end

17: end

18: for u = {N, i}

19: for v = {Ni, i, u ̸= v}

20: if (u, v) /∈ ε̄′

21: 删除所有在 ε̄′q(q ∈ i ∪Ni)中记录的 (u, v)

22: end

23: end

24: end

算法中综合考虑了链路权值及刚度矩阵迹的

代数特性, 对网络进行拓扑优化, 同时采用分布式
的方法也可以降低算法复杂度.

3.2 算法分析

本节针对算法的一些特性进行理论分析与

证明.
性质1 网络中各个节点间都是2-连通的.
证明 根据本文算法, 各节点组成的拓扑图

是一个最小刚性图, 而最小刚性图是属于刚性图
的 [17], 由 2.2 节中刚性图的性质可知, 刚性图是连
通的且每个顶点至少有两条邻接的边. 可知, 网络
中节点间通信至少是2-连通的. 证毕.

性质2 定义节点度为能与该节点直接通信的

邻居节点的数量, 则算法平均节点度收敛于4.
证明 MRGAFU算法是通过删除G(V,E)中

不属于最小刚性图的边得到的, 因而, 其必定是最
小刚性图, 由引理 1可知算法生成图中有 2n − 3条

边, 另外, 根据图形边数与节点度的关系易知节点
度总和为边数的两倍, 从而平均节点度可表示为
D = 2 × (2n − 3)/n = 4 − 6/n, 这意味着图的平
均节点度随着节点数量的增加逐渐趋近于 4. 因此,
此性质成立. 证毕.

4 仿真实验

本节采用Matlab软件进行仿真实验, 验证算
法有效性. 将MRGAFU算法与最小刚性图拓扑
(minimal rigid graph, MRG)算法 [19]和具有较好

连通性的几何图自适应保真 (geographical adap-
tive fidelity, GAF)算法 [20]进行仿真比较, 在10 m
× 10 m区域内随机分布36个传感器节点得到的网
络拓扑链路图如图 3 —图 5所示.
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图 3 GAF算法拓扑链路图

Fig. 3. Topological link graph of GAF.
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图 4 MRG算法拓扑链路图

Fig. 4. Topological link graph of MRG.
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图 5 MRGAFU算法拓扑链路图

Fig. 5. Topological link graph of MRGAFU.

比较图中链路可以发现, 图 3 —图 5中生成的
拓扑链路中每个顶点至少有两条边与其相连, 说
明通信时可以保证GAF算法与基于最小刚性图的
MRG和MRGAFU算法中每个传感器节点至少有
两条链路与其相连, 具有较好的连通性, 在复杂环
境下抗干扰能力较强, 同时有利于提高网络负载的
均衡性.

在无线传感器网络中, 过高的节点度易导致信
道间的串扰与冲突, 数据包需要多次重传, 这必然
造成一些不必要的能量耗散. 图 6比较了GAF算
法与MRGAFU算法的网络平均节点度.

由图 6可知, GAF算法在网络分布节点较多
时, 平均节点度会高于MRGAFU算法的结果, 而
MRGAFU算法的平均节点度趋近于 4, 这个特性
减少了许多不确定因素, 如节点密度对最终优化的
拓扑的影响, 使得由MRGAFU算法得到的拓扑有
了一定的独立性和可预测性. 同时, 在实际应用中,

可预测的网络平均节点度为有限的网络资源的分

配提供了一定的参考依据, 一定程度上提高了资源
的利用效率.
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图 6 拓扑后的网络平均节点度情况

Fig. 6. Network average node degree of the topology.

图 7和图 8统计了基于最小刚性图拓扑的
MRG算法与MRGAFU算法下构建的最小刚性
图中生成拓扑图的刚度矩阵的迹以及链路图的链

路权值. 由图 7可知, 相同环境下采用MRGAFU
算法构建的最小刚性图具有较大的迹, 表明算法生
成的最小刚性图具有较好的刚度代数性能, 有利于
增强网络稳定性. 同时由图 8可知MRGAFU算法
拓扑链路图权值较小, 能较好地延长网络的生命
周期.
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图 7 刚度矩阵的迹

Fig. 7. Trace of rigidity matrix.

为较好地验证算法拓扑网络的通信与能耗情

况,设置如下的随机场景: 在10 m×10 m区域内随
机布置 36个传感器节点, 仿真参考文献 [8]中所给
的参数, 传输初始能量为 0.5 J, Eelect为 50 nJ, εfs
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为 10 pJ·bit·m−2, 而基站能量通过太阳能供给, 不
影响网络生命周期, 可不考虑基站的能量消耗. 分
别采用XTC算法与MRGAFU算法进行仿真实验.
网络通信链路如图 9和图 10所示.
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图 8 矩阵的链路权值

Fig. 8. The weight of link.
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图 9 XTC算法网络拓扑结构图

Fig. 9. The network topology structure of XTC.
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图 10 MRGAFU算法网络拓扑结构图

Fig. 10. The network topology structure of MRGAFU.

由图 9可以看出, 采用XTC算法拓扑优化后,
网络中5, 6, 18, 35, 36等节点都仅有一条链路与其
相连, 而图 10中MRGAFU算法每个节点至少有两
条链路相连, 具有 2-连通特性. 连通性不同, 会影
响网络负载的均衡性. 计算网络中 1, 11, 27, 36四
个传感器节点能量随数据包发送个数的变化情况.

0 50 100 150 200 250 300 350

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

 

 

E1

E11

E27

E36

图 11 XTC算法节点剩余能量

Fig. 11. Node residual energy of XTC.
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图 12 (网刊彩色)MRGAFU算法节点剩余能量

Fig. 12. (color online) Node residual energy of MRGAFU.

由图 11与图 12比较可知, 相同场景下, 采用
MRGAFU算法, 网络中各节点的能量消耗更加均
衡, 有利于延长网络的生命周期.

记录随机场景下网络运行时随循环数增加网

络中存活节点数的变化, 如图 13所示. 由图 13可
知, 采用MRGAFU算法拓扑优化后, 随着网络的
运行, 网络中开始出现传感器节点死亡现象的时间
要晚于XTC算法的结果, 网络中因节点死亡而对
网络整体性能开始出现影响的时间要更晚, 网络通
信传输更加稳定. 同时由图中斜率比较可知, 采用
MRGAFU算法后网络负载更加均衡.
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对无线传感器网络, 分簇是常见的拓扑结构场
景, 对于大规模分簇网络, 直接将头节点信息传输
给汇聚节点, 会加速头节点能量消耗, 如果采用本
文算法对于簇头节点间通信进行优化, 将有利于提
高网络的负载均衡性.
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图 13 (网刊彩色)随机场景下网络中的存活节点数
Fig. 13. (color online) Survival number of nodes in a
network.

分簇场景设置如下,在160 m×160 m范围内随
机部署 120个节点, 仿真中假定无线传感器节点传
输范围不限, 传输初始能量为0.5 J, Eelect为50 nJ,
εfs为 10 pJ·bit·m−2, εmp为 0.0013 pJ·bit·m−4, 而
基站能量通过太阳能供给, 不影响网络生命周期,
可不考虑基站的能量消耗. 图 14和图 15为经典低
功耗自适应集簇分层型协议 (low energy adaptive
clustering hierarchy, LEACH)算法 [21]与经过本文

算法优化簇间通信算法MRGAFU的拓扑结构图,
图中实心节点表示被选为簇头的头节点, 空心节点
表示簇内成员节点.

图 14中, LEACH算法在网络中选择簇头节
点, 负责聚合与传输网络中成员节点的信息, 再将
信息直接传递给汇聚节点, 算法未对簇与簇之间的
通信进行优化. 图 15中, 基于本文算法对簇头节点
优化后, 在拓扑图中簇头节点至少有两个邻居与其
相连, 表明簇间通信都是 2-连通的, 当某条链路受
到干扰而中断, 不会影响簇间通信的正常进行, 簇
间通信更加稳定.

比较上述两种算法网络中存活节点数目随时

间的变化情况, 如图 16所示.
比较两种算法我们发现采用本文算法优化簇

间通信后, 网络中出现节点死亡现象较晚, 表明采
用本文算法优化簇间通信有利于加强网络负载的

均衡性, 以延长网络的寿命.
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图 14 LEACH算法拓扑结构图

Fig. 14. The network topology structure of LEACH.
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图 15 MRGAFU算法拓扑结构图

Fig. 15. The network topology structure of MRGAFU.
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图 16 (网刊彩色)分簇场景下网络中的存活节点数
Fig. 16. (color online) Survival number of nodes in a
network.

5 结 论

本文基于最小刚性图原理提出了一种新的无

线传感器网络拓扑控制算法. 该算法综合考虑了
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生成拓扑链路图中通信链路的权值与生成刚性图

的刚度矩阵迹值, 既保证了通信链路较短, 有利于
延长网络的生命周期, 同时使生成的通信链路图
结构更加稳定, 具有较快的收敛速率, 网络覆盖定
位时具有较小的误差, 使网络具有较好的鲁棒性.
通过仿真对比验证, MRGAFU算法中通信链路都
是2-连通的, 生成的刚性图拓扑链路刚度矩阵具有
较大的迹值, 算法具有较好的连通性及刚度代数
特性.
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Abstract
For wireless sensor networks, with energy constrained, topology optimization can reduce energy consumption and

improve the structure of communication link. Based on the minimum rigid graph, a new topology optimization algorithm
is presented in this paper, by considering the weights of communication links in graph and the generated algebraic
properties of rigid graph. The proposed algorithm not only ensures the communication link is shorter which can prolong
the network life cycle, but also keeps the graph structure more stable, which means that the network has good robustness.
It is shown that communication link obtained by the proposed algorithm is shorter than that obtained by the related
existing algorithms. As a result, the proposed algorithm has good network connectivity and structure stability. At the
same time the trace of the generated rigid matrix is very big so that the proposed algorithm has excellent algebraic
rigidity properties of a network.

Keywords: wireless sensor network, topology optimization, minimally rigid graph, algebra property
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