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(2+1)维高阶Broer-Kaup系统的
非局域对称及相互作用解∗

辛祥鹏† 刘汉泽 刘希强

(聊城大学数学科学学院, 山东 252059)

( 2016年 6月 19日收到; 2016年 8月 22日收到修改稿 )

利用非局域对称方法及相容 tanh展开法研究了 (2+1)维高阶Broer-Kaup系统. 通过对Broer-Kaup系
统的留数对称进行局域化, 把非局域对称转化成等价的李点对称, 同时得到了相应的对称群. 利用相容 tanh
展开方法, 得到了 (2+1)维高阶Broer-Kaup系统的多种形式的波与孤立子的相互作用解, 如椭圆周期波与孤
立子等. 为了研究这些解的动力学行为, 本文给出了解的相应图像.

关键词: 非局域对称, 相容 tanh展开方法, 相互作用解
PACS: 02.30.Jr, 11.10.Lm, 02.20.–a, 04.20.Jb DOI: 10.7498/aps.65.240202

1 引 言

构造非线性发展方程的精确解一直以来都是

数学物理学家研究的重要问题之一, 至今为止已
经发展了很多种方法, 如反散射方法 [1,2]、Painlevé
分析方法 [3−6]、经典和非经典李群方法 [7−9]、非局

域对称方法 [10−15]、变量分离法 [16,17]、函数展开

法 [18,19]等. 近来很多学者都在关注非线性发展方
程的相互作用解 [20,21], 重要原因是因为这类解在
物理中有着重要的应用而且解的构造非常困难.

众所周知, Painlevé分析是研究系统可积性
的重要方法之一, 而且一个重要的推广是截断的
Painlevé展开方法. 此方法不仅可以直接构造系统
的自Bäcklund变换和解析解, 还可以用来构造系
统的非局域对称. 最近, 截断Painlevé方法又有了
新的发展, Lou等 [22−25]给出了一种具有相容 tanh
展开性的可积性. 这种方法可以有效地构造不同形
式的相互作用解, 如孤立子、椭圆函数解、Painlevé
波、Airy 波、Bessel波等相互作用, 这说明很多可积

系统是相容 tanh展开可解并具有相互作用解的.
本文首先利用截断的Painlevé展开方法构造

了 (2+1)维高阶Broer-Kaup (BK)系统的留数对
称, 并通过引入新的函数关系使之局域化; 通过变
量分离法可以得到此系统的单孤子及多孤子解, 并
利用相容 tanh展开方法构造了系统的多种形式的
相互作用解, 同时给出了相应的图像来研究解的动
力学行为; 最后进行了简单总结.

2 高阶BK系统的非局域对称

本节将讨论 (2+1)维高阶BK系统的非局域对
称, 高阶BK系统具有如下形式 [26,27]:

uyt + 4(uxx + u3 − 3uux + 3uw)xy

+ 12(uv)xx = 0,

vt + 4(vxx + 3vu2 + 3uvx + 3vw)x = 0,

wy − vx = 0, (1)

其中u = u(x, y, t), v = v(x, y, t), w = w(x, y, t). 此
系统是对Kadomtsev-Petviashvili方程内参数的对

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11505090, 11171041, 11405103, 11447220)和山东省优秀中青年科学家奖励基金 (批准号:
BS2015SF009)资助的课题.
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称约束得到, 当 y = x时, 系统 (1)将约化为 (1+1)
维高阶BK系统. 在文献 [26]中, 作者讨论了此方
程的Painlevé性质并得到了系统的分形dromion
及多尖峰解, 在文献 [27]中, 利用 tanh展开法得到
了系统的三角函数解, 但是还没有学者研究此系统
的非局域对称及相互作用解.

对于 (2+1)维高阶BK系统 (1), 相应的截断
Painlevé展开为

u =
u0
ϕ

+ u1,

v =
v0
ϕ2

+
v1
ϕ

+ v2,

w =
w0

ϕ2
+
w1

ϕ
+ w2, (2)

其中 u0, u1, v0, v1, v2, w0, w1, w2为待定函数, ϕ是
x, y及 t的函数.

将方程 (2)代入到 (1)式, 令1/ϕ的各次方的系

数为零可以得到

u0 = ϕx, v0 = −ϕxϕy, w0 = −ϕ2x,

v1 = ϕxy, w1 = ϕxx; (3)

然后再将方程 (2)和 (3)代入系统 (1),并令 1/ϕ3 的

系数为0, 得到

v2 = u1y,

ϕt = − 12ϕxu
2
1 − 12ϕxw2 − 12ϕxxu1

− 12ϕxxx; (4)

其中 u1, v2, w2为 (2+1)维高阶BK系统的解. 通过
标准的截断Painlevé展开方程 (2), 可以得到下面
自Bäcklund定理及非局域对称定理.

定理1 如果函数ϕ由方程 (4)决定, 则表达
式 (2)所决定的u, v, w也是 (2+1)维高阶BK系
统 (1)的解.

证明 直接验证即可.
定理2 (2+1)维高阶BK系统具有下面形式

的留数对称:

σu = ϕx, σv = ϕxy, σw = ϕxx, (5)

其中u, v, w及ϕ满足自Bäcklund变换; σu, σv, σw

分别为u, v, w的对称.
证明 直接验证即可.
为了得到留数对称的对称群, 下面将利用非局

域对称的局域化方法, 使之等价于一个封闭系统的
李对称. 从 (5)式可知, 非局域对称中包含了函数ϕ

的导数项, 为了使非局域对称局域化, 引入下面的
变换:

ϕx = ϕ1, ϕxx = ϕ1x = ϕ2,

ϕxy = ϕ1y = ϕ3, ϕy = ϕ4. (6)

并假设向量场V 满足如下形式,

V = X
∂

∂x
+ Y

∂

∂y
+ T

∂

∂t
+ U

∂

∂u
+ Λ

∂

∂v

+W
∂

∂w
+ ψ

∂

∂ϕ
+ ψ1

∂

∂ϕ1
+ ψ2

∂

∂ϕ2

+ ψ3
∂

∂ϕ3
+ ψ4

∂

∂ϕ4
,

其中X,Y, T, U, Λ,W,ψ, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4均为 {x, y, t,
u, v, w, ϕ, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4}的待定函数, 即封闭系
统在如下变换下是不变的, (x, y, t, u, v, w, ϕ, ϕ1,
ϕ2, ϕ3, ϕ4) → (x + ϵX, y + ϵY, t + ϵT, u + ϵU, v +

ϵΛ, ϕ1 + ϵψ1, · · · , ϕ4 + ϵψ4), 因此相应的对称满足

下面形式:

σu = X
∂u

∂x
+ Y

∂u

∂y
+ T

∂u

∂t
− U,

σv = X
∂v

∂x
+ Y

∂v

∂y
+ T

∂v

∂t
− Λ,

σw = X
∂w

∂x
+ Y

∂w

∂y
+ T

∂w

∂t
−W,

σϕ = X
∂ϕ

∂x
+ Y

∂ϕ

∂y
+ T

∂ϕ

∂t
− ψ,

σϕ1 = X
∂ϕ1
∂x

+ Y
∂ϕ1
∂y

+ T
∂ϕ1
∂t

− ψ1,

σϕ2 = X
∂ϕ2
∂x

+ Y
∂ϕ2
∂y

+ T
∂ϕ2
∂t

− ψ2,

σϕ3 = X
∂ϕ3
∂x

+ Y
∂ϕ3
∂y

+ T
∂ϕ3
∂t

− ψ3,

σϕ4 = X
∂ϕ4
∂x

+ Y
∂ϕ4
∂y

+ T
∂ϕ4
∂t

− ψ4, (7)

其中u, v, w, ϕ, ϕ1, · · · , ϕ4的对称σu, σv, σw, σϕ,
σϕ1 , σϕ2 , σϕ3 , σϕ4满足方程 (1), (4), (6)的线性化
形式.

可以证明, (7)式具有下面形式的解:

X = F6 − xF2t, Y = c2 − F5, T = c1 − 3F2,

U = F1ϕ1 + uF2t,

Λ = F1yϕ1 + F1ϕ3 + v(F2t + F5y),

W = F1ϕ2 −
1

12
(xF2tt − F6t) + 2wF2t,

ψ = − F1ϕ
2 + F3ϕ+ F4,

ψ1 = − 2F1ϕϕ1 + F3ϕ1 + F2tϕ1,
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ψ2 = − 2F1ϕ
2
1 + F3ϕ2 − 2F1ϕϕ2 + 2F2tϕ2,

ψ3 = − 2F1ϕ1ϕ4 + F3ϕ1 − 2F1ϕ4ϕ1

+ (F2t + F3 + F5y − 2F1ϕ)ϕ3,

ψ4 = − 2F1ϕϕ4 + F3ϕ+ F4y − F1ϕ
2

+ (F3 + F5y)ϕ4, (8)

其中F1 = F1(y), F2 = F2(t), F3 = F3(y), F4 =

F4(y), F5 = F5(y), F6 = F6(t). 方程 (8)表明非局
域对称方程 (5)被成功地从空间 (x, y, t, u, v, w) 等

价局域化到空间 (x, y, t, u, v, w, ψ, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)

中去.
通过把非局域对称 (5)局域化到等价延拓系

统的李对称方程 (8), 因此可以利用李群理论构造
群不变解. 为了简单起见, 令 F1(y) = 1, F2(t) =

F3(y) = F4(y) = F5(y) = F6(t) = 0, 然后解下面
初始值问题:

dū(ε)
dε = ϕ̄1(ε),

dv̄(ε)
dε = ϕ̄3(ε),

dw̄(ε)
dε = ϕ̄2(ε),

dϕ̄(ε)
dε = −ϕ̄2(ε),

dϕ̄1(ε)
dε = −2ϕ̄(ε)ϕ̄1(ε),

dϕ̄2(ε)
dε = −2ϕ̄21(ε)− 2ϕ̄(ε)ϕ̄2(ε),

dϕ̄3(ε)
dε = −2ϕ̄1(ε)ϕ̄4(ε)− 2ϕ̄(ε)ϕ̄3(ε),

dϕ̄4(ε)
dε = −2ϕ̄(ε)ϕ̄4(ε)− ϕ̄2(ε),

ū(ε)|ε=0 = u, v̄(ε)|ε=0 = v,

w̄(ε)|ε=0 = w, ϕ̄(ε)|ε=0 = ϕ,

ϕ̄i(ε)|ε=0 = ϕi (i = 1, 2, 3, 4). (9)

通过求解上述初始问题, 可以得到下面群定理.
定理3 如果{u, v, w, ϕ, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4}是延拓

系统 (1), (4), (6) 的解, 则

ū(ε) =
ϕ1

εϕ2 + ϕ
+
ϕ1 + ϕu

ϕ
,

v̄(ε) =
2ϕ1ϕ4 − ϕϕ3
εϕ3 + ϕ2

− ϕ1ϕ4
ε2ϕ4 + 2εϕ3 + ϕ2

+
ϕ2v + ϕϕ3 − ϕ1ϕ4

ϕ2
,

w̄(ε) =
ϕ2w + ϕϕ2 − ϕ21

ϕ2
− ϕ21
ε2ϕ4 + 2εϕ3 + ϕ2

+
2ϕ21 − ϕϕ2
εϕ3 + ϕ2

,

ϕ̄(ε) =
ϕ

1 + εϕ
,

ϕ̄1(ε) =
ϕ1

(1 + εϕ)2
,

ϕ̄2(ε) =
εϕϕ2 − 2εϕ21 + ϕ2

(1 + εϕ)3
,

ϕ̄3(ε) =
εϕϕ3 − 2εϕ1ϕ4 + ϕ3

(1 + εϕ)3
,

ϕ̄4(ε) =
ϕ4

(1 + εϕ)2
.

也是系统 (1)和 (4)的解.
定理 3表明, 可以利用系统的已知解来构造

新的精确解, 并且解中包含了变量ϕ 以及其导数

项, 因此可以构造 (2+1)维高阶BK系统丰富的精
确解.

3 (2+1)维高阶BK系统的孤子解

为了得到系统 (1)的解, 需要求解方程 (4), 但
是当u1, w2为变量的任意函数时, 求方程 (4)的一
般解是非常困难的. 通过验证可以知道, 作为
种子解u1, w2 可以仅是 x 和 t 的函数, 因此将
u1 = u1(x, t), w2 = w2(x, t) 代入到方程 (4)中得到

v2 = 0,

ϕt = − 12ϕxu
2
1 − 12ϕxw2 − 12ϕxxu1

− 12ϕxxx. (10)

为了得到 (2+1)维高阶BK系统的解, 这里应用变
量分离法, 假设

ϕ = a1p(x, t) + a2q(y, t), (11)

而 w2 满足方程

w2 = − u21 −
1

12a1px
(12a1pxxu1 + a2F1t

+ a1pt + 4a1pxxx),

q = F1 + F2, (12)

其中 F1 = F1(t), F2 = F2(y).
把方程 (3), (11), (12) 代入到方程 (2)中就可

以得到 (2+1) 维高阶BK系统的精确解,

u =
ϕx
ϕ

+ u1,

v = −ϕxϕy
ϕ2

+
ϕxy
ϕ
,

w = −ϕ
2
x

ϕ2
+
ϕxx
ϕ

+ w2, (13)
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其中 u1 是 x, t的任意函数, ϕ 和 w2 满足方程 (11)
和 (12). 因为方程 (12)中包含了任意函数 p(x, t),
因此可以得到方程 (13)非常多的形式的解, 在这里
将讨论方程的孤子解和周期解.

3.1 单孤子解

当 p(x, t)选择适当的光滑函数时, 可以构造
(2+1)维高阶BK系统的孤子解, 如果取

p = sech(ξ), ξ = x− ωt, (14)

把方程 (14) 代入到方程 (11)—(13)中, 即得到方
程 (1)的单孤子解, 为了研究解的动力学行为,
我们给出了沿x-t的图像, 见图 1 . 参数选择为
F1(t) = 1, F2(y) = y, u1 = 1, ω = 0.1.
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图 1 (网刊彩色) (a) u对应的钟型孤子解; (b) v对应的

钟型孤子解; (c) w对应的扭结型孤子解

Fig. 1. (color online) (a) The bell-shaped soliton for
the fields u; (b) the bell-shaped soliton for the fields
v; (c) the kink-shaped soliton for the fields w.

3.2 多共振孤子解

为了研究 (2+1)维高阶BK系统的其他形式的
孤子解, 即共振孤子解, 可以假设p具有下面形式:

p = −1

2
ln

[
1 +

n∑
i=1

exp(kix+ ωit)

]
. (15)

利用方程 (11)及 (13)的解, 可以得到系统 (1)的
(n + 1)共振孤子解. 在下一节中, 我们还将利
用相容 tanh展开法讨论不同形式的解之间的相互
作用.

4 高阶BK系统的相互作用解

对于 (2+1)维高阶BK系统 (1), 其广义的 tanh
展开形式为

u = u0 + u1 tanh(f),

v = v0 + v1 tanh(f) + v2 tanh2(f),

w = w0 + w1 tanh(f) + w2 tanh2(f), (16)

其 中 f是 变 量 x, y和 t的 函 数; 展 开 项 系 数
u0, u1, v0, v1, v2, w0, w1, w2将通过 tanh(f)的系数
求解. 把表达式 (16)代入 (1)式, 并通过 tanh(f)
的系数得到:

u1 = fx,

v0 = fxfy + u0y, v1 = fxy, v2 = −fxfy,

w0 = − 12f−1
x (12u20fx − 8f3x + 12u0fxx

+ ft + 4fxxx),

w1 = fxx, w2 = −f2x . (17)

函数 f和u0满足

u0xy = − 1

12
f−2
x (8fxyf

3
x + fxfyt + 4fxfxxxy

− ftfxy − 4fxxxfxy + 24u0u0yf
2
x

+ 12u0yfxfxx + 12u0fxfxxy

− 12u0fxxfxy), (18)

F (u0, f) = 0. (19)

因为方程 (19)比较复杂, 我们将其放在附
录A中. 寻找方程 (18), (19)中u0, f的一般解是

非常复杂的, 为了简便起见, 假设u0 = 0, 将其代入
到方程 (18)中, 得到

fxxxy =
1

4
f−1
x (ftfxy − fxfyt − 8f3xfxy

+ 4fxxxfxy). (20)
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然后把方程 (20)代入到方程 (19)中, 化简可得

8fxxxfxy + fxxxfxx − 8fxyf
3
x + ftfxy

− fxfyt = 0. (21)

接下来是求解方程 (21), 进而得到下面三种类
型的相互作用解.

情况1 变量分离解

不难验证方程 (21) 具有下面形式的分离变
量解,

f = f1(x) + f2(y) + f3(t), (22)

进而得到 (2+1)维高阶BK系统 (1)的相互作用解,

u = f1x tanh(f),

v = f1xf2y − f1xf2y tanh2(f),

w =
1

12
f−1
1x (8f31x − 4f1xxx − f3t

+ 12f1xf1xx tanh(f)− 12f31x tanh2(f)).

注1: 由于有任意函数 f1(x), f2(y), f3(t), 因
此可以构造系统多种类型的相互作用解. 例如, 令
f1(x) = k1 sinx, f2(y) = k2 cos y, f3(t) = k3t, 则
得到了孤子与三角周期函数之间的相互作用解,
如果令 f1(x) = k4x, f2(y) = k5y, f3(t) = k6t, 则
解又退化为普通的孤子解. 通过选择不同的函
数 f1(x), f2(y), f3(t), 可以得到更多类型的相互作
用解.

情况2 第一型椭圆周期波与孤子作用解

为求解方程 (21), 假设具有下述类型的解:

f = sn(k1x+ k2t,m1), (23)

其中 k1, k2为任意常数, m1为 Jacobi椭圆函数的
模. 通过求解可以得到 (2+1)维高阶BK系统的相
互作用解,

u = k1CD tanh(S), v = 0,

w = − k21C
2D2 tanh2(S)

− k21S(m
2C2 +D2) tanh(S)− 1

12k1

(k2 + 16k31m
2
1S

2 − 8k31C
2D2

− 4k31m
2
1C

2 − 4k31D
2), (24)

其中 S ≡ sn(k1x + k2t,m1), C ≡ cn(k1x +

k2t,m1), D ≡ dn(k1x+ k2t,m1). 从 (24)式可以看
出, 这种解为椭圆周期波解与孤子相互作用的解.

情况3 第二型椭圆周期波与孤子作用解

假设方程 (21)具有下面形式的解:

f = l0x+ l1y + l2t

+ cF (sn(ω0x+ ω1y + ω2t,m2),m2), (25)

利用符号计算软件Maple, 把表达式 (25)代入到
(21)式中得到,

f = l0x+ l1y +
1

ω0
(8c3ω4

0 + 24c2ω3
0l0

+ 24cl20ω
2
0 + 8l30ω0 + l0ω2)t

+ cF (sn(∆3,m2),m2), (26)

l0, l1, ω0, ω1, ω2及 c为任意常数, m2为第二型 Ja-
cobi椭圆函数的模. 把上面的结果代入到 (16)式
中, 得到BK系统的相互作用解为

u0 = v1 = w1 = 0,

u1 = (cω0DC + l0∆1∆2)/(∆1∆2),

v0 = (l0l1 + l0l1m
2
2S

4 − l0l1m
2
2S

2 − l0l1S
2

+ cω0l1DC∆1∆2 + cω1l0DC∆1∆2

+ c2ω0ω1m
2
2S

4 − c2ω0ω1m
2
2S

2 − c2ω0ω1S
4

+ c2ω0ω1)/(m
2
2S

4 −m2
2S

2 − S2 + 1),

w2 = − (l20 + c2ω2
0 + c2ω2

0m
2
2S

4 − c2ω2
0m

2
2S

2

− c2ω2
0S

2 + 2cω0l0DC∆1∆2 + l20m
2
2S

4

− l20m
2
2S

2 − l20S
2)

× (m2
2S

4 −m2
2S

2 − S4 + 1)−1,

v2 = − v0,

w0 =
1

12
(8c3ω4

0CD − 24cl20ω
2
0∆1∆2 − cω0ω2CD

+ 24cl20ω
2
0CD − l0ω2∆1∆2 − 8c3ω4

0∆1∆2)

× (cω2
0CD + l0ω0∆1∆2)

−1, (27)

其中 S ≡ sn(∆3,m2), C ≡ cn(∆3,m2), D ≡
(∆3,m2), ∆1 =

√
1− sn2(∆3,m2),∆2 =√

1− sn2(∆3,m2)m2
2,∆3 = ω0x + ω1y + ω2t. 通

过把 (27)式代入 (17) 式可以得到相互作用解, 由
于解的表达式比较复杂, 在这里省略. 在解 (27)
中, F (ξ,m) 表示为第一类不可积椭圆积分, 即

F (ξ;m) =

∫ ξ

0

dt√
(1− t2)(1−m2t2)

. 从解的表达

式 (24), (27) 可以看出, 此解表示为孤子与椭圆
周期波的相互作用解, 可以用来分析很多物理过
程 [28,29].

为了研究解 (27)的动力学行为, 我们给出相应
的图像, 因为u, v, w的动力学行为比较相似, 因此
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在这里仅给出u 的图像, 通过选择适当的参数, u
的动力学行为如图 2所示. 当m2 ̸= 1, u图形表示
一个扭结孤子在椭圆周期波上行走; 当m2 = 1时,
Jacobi 椭圆函数退化为普通的双曲函数, 则图形变
为孤子如图 3所示.
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图 2 (网刊彩色) (a) u 对应的孤子与椭圆周期波相互作

用解; (b)当 t = 0, y = 0时, 波在 x-u坐标系中的传播模
式; (c)当 x = 0, y = 0 时, 波在 t-u坐标系中的传播模式
Fig. 2. (color online) (a) The interaction solution be-
tween a soliton and a special cnoidal wave for the fields
u; (b) the wave propagation pattern of the wave along
x-u axis at t = 0, y = 0; (c) the wave propagation
pattern of the wave along t-u axis at x = 0, y = 0.

情况4 第三型椭圆周期波与孤子作用解

假设方程 (21) 具有下面形式的解:

f = λ0x+ λ1y + λ2t+ µE(sn(γ0x

+ γ1y + γ2t,m3),m3), (28)

其中 E(ξ,m) 表示第二类不可积椭圆积分,即

E(ξ,m) =

∫ ξ

0

√
1−m2t2√
1− t2

dt. 通过把 (28)式代入

(21) 式, 不难验证 (21)式有下面两类非平凡解:

{λ0 = λ0, λ1 = λ1, λ2 = λ2, µ = µ,

γ0 = 0, γ1 = γ1, γ2 = γ2, m3 = m3},

{λ0 = λ0, λ1 = λ1, λ2 = λ2, µ = µ,

γ0 = γ0, γ1 = 0, γ2 = γ2, m3 = m3}. (29)

通过把 (28)和 (29)式代入 (16)式, 可以得到 (2+1)
维高阶BK系统的精确的相互作用解, 由于解的形
式与情况3类似, 这里就不再给出具体表达式.
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图 3 (网刊彩色) (a) u对应的扭结孤立波解; (b)当
t = 0, y = 0时, 波在 x-u坐标系中的传播模式
Fig. 3. (color online) (a) Kink-shaped soliton wave for
the fields u; (b) the wave propagation pattern of the
wave along x-u axis at t = 0, y = 0.

注2: 椭圆周期解与孤子相互作用解中, 椭圆
函数的模不能为 1, 这种类型的解可以被用来解释
很多物理过程. 并且利用定理 3, 我们又可以构造
更多的 (2+1)维高阶BK系统的精确解.

5 结 论

本文通过截断Painlevé分析方法, 构造了
(2+1)维高阶BK系统的留数, 并利用非局域对称
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局域化方法, 通过引入适当的变量, 将非局域对称
转化为一个等价的封闭系统. 通过研究封闭系统的
李对称, 得到了 (2+1)维高阶BK系统的对称群及
群不变解, 为寻找新解提供了有效的方法. 利用相
容 tanh展开法求解的该系统, 得到了多种类型的
精确解如单孤子解、多孤子解以及四种类型的相互

作用解. 这些类型的解为解释 (2+1)维高阶BK系
统的可积性及其他性质提供了依据.

附录A F (u0, f)表达式

F (u0, f) = 12u0ytf
4
x − 28u0fxfxyftfxx −

544u0fxfxxfxxxfxy − 64f7
xfxy − 8f5

xfyt − 4f3
xfxxyt +

80f5
xfxxxy+16f4

xfxyft+96u0yf
5
xfxx+ftf

2
xfty−f2

xfxyfx+

64u2
0f

5
xfxy + 8u2

0f
3
xfty + 96u3

0f
3
xfxxy − 16u2

0f
3
xfxxxy +

160u0f
5
xfxxy − 4u0f

3
xfxyt + 320u0xf

5
xfxy + 4u0xf

3
xfyt −

12u0yf
3
xfxt−64f3

xfxyf
2
xx−96u0yf

4
xu0xx−48u0xxf

3
xfxxy−

80u0xf
3
xfxxxy − 64u0f

3
xfxxxxy − 96u0yf

3
xfxxxx +

256f4
xfxxfxxy + 240f4

xfxxxfxy − 16f2
xfxxxfyt +

12f2
xfxxfxyt+48f2

xfxxxxyfxx+8f2
xfxxxyft+8f2

xfxxyfxt+

4f2
xfxyfxxt + 16f2

xfxxxxxfxy + 32f2
xfxxxxfxxy −

24fxf
2
xxfyt − 96fxf

2
xxfxxxy − 288fxf

3
xxu0y +44ftf

2
xxfxy +

176fxxxf
2
xxfyx + 528u0f

3
xxfyx + 80fxxxf

2
xfyxxx +

288u2
0f

3
xfxxu0y + 16u2

0f
2
xfxyfxxx + 192u2

0f
2
xfxxfxxy −

4u0xf
2
xfxyft + 416u0f

4
xfxyfxx + 96u0u0yf

3
xfxxx +

240u0f
2
xfxxfxxxy + 48u0xxf

2
xfxxfxy + 80u0xf

2
xfxyfxxx +

64u0f
2
xfxyfxxxx +304u0f

2
xfxxxfxxy +384u0yf

2
xfxxfxxx −

20fxfxxfxxyft − 20fxfxxfxyfxt − 80fxfxxfxxxxfxy −

80fxfxxfxxxfxxy + 240u0xfxxfxxyf
2
x − 240u0xfxfxyf

2
xx −

528u0fxfxxyf
2
xx − 24fxfxyfxxxft + 24u0yftfxxf

2
x +

12u0fytfxxf
2
x − 192u2

0fxfxyf
2
xx + 16u0ftfxxyf

2
x +

4u0fxtfxyf
2
x − 8u2

0ftfxyf
2
x − 192u0u0yf

6
x + 192u3

0u0yf
4
x +

24u0u0yf
3
xft − 16f3

xfxxxxxy = 0.
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Abstract
Finding explicit solutions of nonlinear partial differential equation is one of the most important problems in

mathematical physics. And it is very difficult to find interaction solutions among different types of nonlinear excitations
except for soliton-soliton interactions. It is known that Painlevé analysis is an important method to investigate the
integrable property of a given nonlinear evolution equation, and the truncated Painlevé expansion method is a straight
way to provide auto-Bäcklund transformation and analytic solution, furthermore, it can also be used to obtain nonlocal
symmetries. Symmetry group theory plays an important role in constructing explicit solutions, whether the equations are
integrable or not. By applying the nolocal symmetry method, many new exact group invariant solution can be obtained.
This method is greatly valid for constructing various interaction solutions between different types of excitations, for
example, solitons, cnoidal waves, Painlevé waves, Airy waves, Bessel waves, etc. It has been revealed that many more
integrable systems are consistent tanh expansion (CTE) solvable and possess quite similar interaction solutions which
can be described by the same determining equation with different constant constraints.

In this paper, the (2+1)-dimensional higher-order Broer-Kaup (HBK) system is studied by the nonlocal symmetry
method and CTE method. By using the nonlocal symmetry method, the residual symmetries of (2+1)-dimensional
higher order Broer-Kaup system can be localized to Lie point symmetries after introducing suitable prolonged systems,
and symmetry groups can also be obtained from the Lie point symmetry approach via the localization of the residual
symmetries. By developing the truncated Painlevé analysis, we use the CTE method to solve the HBK system. It is
found that the HBK system is not only integrable under some nonstandard meaning but also CTE solvable. Some
interaction solutions among solitons and other types of nonlinear waves which may be explicitly expressed by the Jacobi
elliptic functions and the corresponding elliptic integral are constructed. To leave it clear, we give out four types of
soliton+cnoidal periodic wave solutions. In order to study their dynamic behaviors, corresponding images are explicitly
given.

Keywords: nonlocal symmetry, consistent tanh expansion method, interaction solution
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