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基于亥姆霍兹定理计算动力学系统的

哈密顿能量函数∗

王春妮 王亚 马军†

(兰州理工大学理学院物理系, 兰州 730050)

( 2016年 6月 11日收到; 2016年 8月 24日收到修改稿 )

亥姆霍兹定理表明任意空间矢量场可以分解为涡旋场和梯度场的叠加. 由于电磁场变化和电磁波传播则
导致电磁场能量的迁移, 动力学振子和神经元处于复杂电磁环境下必然伴随能量的吸收和释放. 在非线性混
沌电路、电容器充电放电以及电感线圈感应过程中都伴随着能量的转换和迁移. 包含量纲的非线性振荡电路
可利用标度变换方法转换为无量纲的动力学方程. 利用平均场理论, 电场能量和磁场能量的转换可用若干非
线性振荡电路的动力学方程来刻画. 基于亥姆霍兹定理来研究一类无量纲非线性动力学系统的哈密顿能量计
算问题, 对于实际的非线性振荡电路, 通过标度变换可快速计算其能量函数. 该结果对于动力学系统自适应
控制有重要的参考价值.
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1 引 言

从生物个体的新陈代谢 [1]、信号传播、动力系

统以及多体系统协作, 能量供给是非常关键的因
素. 对于工程和动力学系统的控制问题, 不可避免
地要考虑控制代价, 这都可以通过控制器能耗 [2]来

评估. 非线性振荡电路在混沌态下可以产生宽频
信号, 对混沌系统的优化控制使得受控系统可达到
目标轨道或输出期望的信号. 进一步, 对多个非线
性振荡电路的同步控制则可获得更大功率的宽频

信号. 非线性振荡电路通常包含必要的非线性电
子元件, 如负电阻 (伏安曲线非线性)、负电感、负电
容、忆阻器 [3,4]、忆感器 [5,6]、约瑟夫森结等 [7], 对这
些元件组合的电子线路根据基尔霍夫定律可给出

电路的动力学方程, 通过非线性分析可以确定参数
范围如设计混沌电路, 或者使得电路输出呈现尖峰
放电 (spiking)、簇放电 (bursting)甚至混沌放电, 即

设计神经元电路 [8−10]来研究神经元电活动迁移特

性. 对这些非线性振荡电路控制可使得系统输出达
到期望的目标信号. 电磁场能量通常存储在电容或
者电感元件中, 电子线路中电流改变与电容器的充
电、放电以及电感线圈的感应有关. 对于变量比较
少 (低维)的非线性振荡电路, 其电磁场能量容易计
算; 对于多变量的非线性振荡电路以及耦合振荡电
路网络则需考虑量纲问题, 这导致计算难度增加.
因此, 对于多变量的实际振荡电路可通过无量纲变
换将电磁场方程转换为无量纲的动力学方程组来

简化计算.
另一方面, 对于无量纲的动力学系统, 非线性

分析和优化控制可以为实际复杂系统的控制提供

必要的参考. 以神经系统为例, 神经元和胶质细胞
作为神经系统的基本单元, 神经元电活动可以呈
现丰富的动力学行为, 如静息态、尖峰放电、簇放
电、混沌放电甚至多种模式交替混合放电 [11,12]. 实
际的神经元结构比较复杂, 如细胞膜上的离子通
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道、通道随机开关导致的离子通道噪声、自突触连

接对神经元电活动和神经元网络群体电活动的调

制 [13,14], 其电活动过程必然离不开能量供给. 生
物系统新陈代谢能量的供给目前主要集中于实验

研究, 量化计算方面还需要进一步探索. 在不考虑
细胞离子通道结构时, Hindmarsh和Rose [15]提出

了一类数学模型——Hindmarsh-Rose神经元模型
来刻画神经元电活动的基本特征, 这种无量纲的
神经元模型比传统的包含量纲的生物神经元模型

(Hodgkin-Huxley方程组)更便于动力学分岔分析
和神经元电活动、神经元网络群体电活动行为的操

控. 如文献 [16]计算了Hindmarsh-Rose神经元模
型在不同放电态下的能量特征, 研究结果表明神经
元在簇放电和混沌放电下能量值变得更低, 该结果
可解释癫痫症状的猝发性和阵发性机制, 即神经元
簇放电可快速释放能量, 随后使得神经元恢复正常
的放电行为. 文献 [17, 18]在考虑细胞膜内外离子
浓度涨落导致细胞内外电磁场分布改变的电磁效

应后, 提出用磁通量来刻画这种电磁效应, 并用忆
阻器来实现磁通和膜电位的耦合, 研究了神经元多
种放电模式交替出现的机制和神经元磁记忆机理.

本文基于亥姆霍兹定理 [19]讨论了一类无量纲

微分动力学系统的哈密顿能量计算问题, 并通过实
际的振荡电路来验证.

2 理论和方法

亥姆霍兹定理将任意电磁场分解为梯度场和

涡旋场的叠加, 场方程满足

F (r) = Fd(r) + Fc(r)

= −∇ϕ(r) +∇×A(r), (1)

即, 任意场可分解为标量势的负梯度和矢量函数的
旋度之和, (1)式可以利用狄拉克 -δ和矢量的运算
规则来证明, 证明过程如下:

F (r) = F (x, y, z) =

∫
V

F (r′)δ(r − r′)d3r′

= − 1

4π

∫
V

F (r′)∇2

(
1

|r − r′|

)
d3r′,

∇2

(
1

|r − r′|

)
= −4πδ(r − r′),

F (r) = − 1

4π
∇2

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′,

∇×∇× = ∇∇ · −∇2,

F (r) =
1

4π
∇×∇×

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′

− 1

4π
∇∇ ·

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′

= ∇×
(

1

4π
∇×

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′

)
−∇

(
1

4π
∇ ·

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′

)
= ∇×A(r)−∇ϕ(r); (2a)

ϕ(r) =
1

4π
∇ ·

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′

=
1

4π

∫
V

F (r′) · ∇
(

1

|r − r′|

)
d3r′

=
1

4π

∫
V

−F (r′) · ∇′
(

1

|r − r′|

)
d3r′

=
1

4π

∫
V

[
−∇′ ·

(
F (r′)

|r − r′|

)
+

1

|r − r′|
∇′ · F (r′)

]
d3r′

= − 1

4π

∫
V

∇′ ·
(

F (r′)

|r − r′|

)
d3r′

+
1

4π

∫
V

∇′ · F (r′)

|r − r′|
d3r′

= − 1

4π

∮
S

F (r′)

|r − r′|
· n̂d2r′

+
1

4π

∫
V

∇′ · F (r′)

|r − r′|
d3r′; (2b)

A(r) =
1

4π
∇×

∫
V

F (r′)

|r − r′|
d3r′

=
1

4π
∇×

∫
V

F (r′)
1

|r − r′|
d3r′

= − 1

4π

∫
V

F (r′)×∇ 1

|r − r′|
d3r′

=
1

4π

∫
V

F (r′)×∇′ 1

|r − r′|
d3r′

=
1

4π

∫
V

[
∇′ × F (r′)

|r − r′|

− ∇′ ×
(

F (r′)

|r − r′|

)]
d3r′

=
1

4π

∫
V

∇′ × F (r′)

|r − r′|
d3r′

+
1

4π

∮
s

F (r′)

|r − r′|
× n̂d2r′. (2c)

其中纵向场或无涡旋场项满足以下条件:

Fd(r) = −∇ϕ(r)

= − 1

4π
∇
∫
V

∇′ · F (r′)

|r − r̄′|
d3r′
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+
1

4π
∇

∮
S

F (r′)

|r − r̄′|
· n̂d2r′,

∇× Fd(r) = 0. (3)

横向场或者涡旋场项则满足:

Fc(r) = ∇×A(r)

=
1

4π
∇×∇

∫
V

F (r′)

|r − r̄′|
d3r′

=
1

4π
∇×

∫
V

∇′ × F (r′)

|r − r̄′|
d3r′

+
1

4π
∇×

∮
S

F (r′)

|r − r̄′|
× n̂d2r′,

∇ · Fc(r) = 0. (4)

空间电荷分布密度的变化引起空间电场的变

化, 进一步诱发磁场的产生, 磁场的变化反过来影
响空间电荷、电场的分布. 即场的诱发或者产生来
自于某变量的改变,

Ẋ = dX/dt = F (r) = Fc(r) + Fd(r), (5)

其中X = {x1, x2, x3, · · · , xn}为系统变量. 对于
一个简单的RLC振荡电路, 其能量主要存储在电
容器和电感线圈内, 其能量可表示为

H =
1

2
LI2 +

1

2
CV 2, (6)

其中L为线圈的电感值, C为电容器的电容值, I为
电感线圈的电流, V 为电容器两端的电压 (此电路
中只有一个电容器, 一个电感线圈). 对于RLC振
荡电路, 根据基尔霍夫定律可以写出振荡电路的方
程, 进一步采用标度变换可以得到无量纲的动力学
方程组. 因此, 下面以广义的动力学系统来讨论一
般连续动力学系统的哈密顿能量求解问题.

基于平均场理论, n维动力学系统的变量演化
可以用n个变量的动力学方程组来表示:

ẋ1

ẋ2

...

ẋn

 =



∂F1(X)

∂x1

∂F1(X)

∂x2
· · · ∂Fn(X)

∂xn

∂F2(X)

∂x1

∂F2(X)

∂x2
· · · ∂F2(X)

∂xn...
...

...
∂Fn(X)

∂x1

∂Fn(X)

∂x2
· · · ∂Fn(X)

∂xn



×


x1

x2

...

xn

 = Fc(X) + Fd(X). (7)

设无量纲的动力学系统 (7)的哈密顿能量函数
为H, 能量的改变来自于力场的做功, 能量函数H

满足如下条件:∇HTFc(X) = 0,

∇HTFd(X) = Ḣ = dH/dt.
(8)

其中梯度场和涡旋场分别为

Fc(X) =



0
∂F1(X)

∂x2
· · · ∂Fn(X)

∂xn
∂F2(X)

∂x1
0 · · · ∂F2(X)

∂xn...
...

...
∂Fn(X)

∂x1

∂Fn(X)

∂x2
· · · 0



×


x1

x2

...

xn

 ,

Fd(X) =



∂F1(X)

∂x1
0 · · · 0

0
∂F2(X)

∂x2
· · · 0

...
...

...

0 · · · ∂Fn(X)

∂xn



×


x1

x2

...

xn

 . (9)

为简单起见, 以一个三变量系统为例来验证 (8)式,
其动力学系统方程为

ẋ1 = f1(x1, x2, x3),

ẋ2 = f2(x1, x2, x3),

ẋ3 = f3(x1, x2, x3)

或


ẋ = f1(x, y, z),

ẏ = f2(x, y, z),

ż = f3(x, y, z).

(10)

其对应的矩阵方程为


ẋ

ẏ

ż

 =



∂f1(x, y, z)

∂x
∗ ∗∗

∗ ∗ ∗ ∂f2(x, y, z)

∂y
∗ ∗ ∗∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∂f3(x, y, z)

∂z


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×


x

y

z

 = Fc + Fd. (11)

若把此三变量动力学方程对应的力场和做功对应,
则无量纲的能量函数满足

dH = dW = F · dr = Fxdx+ Fydy + Fzdz

= ∇H · dr = ∇HT dr

=

(
∂H

∂x
,
∂H

∂y
,
∂H

∂z

)
dx

dy

dz

 , (12)

Ḣ =
dH
dt =

(
∂H

∂x
,
∂H

∂y
,
∂H

∂z

)
dx/dt

dy/dt

dz/dt



=

(
∂H

∂x
,
∂H

∂y
,
∂H

∂z

)
ẋ

ẏ

ż


= ∇HTFc +∇HTFd

= ∇H · Fc +∇H · Fd

= ∇HT · Fd = ∇HTFd. (13)

因为∇H的方向和涡旋场方向 (切线)垂直, 所以
∇HTFc = 0 成立. 即对于任意的连续的微分动力
学系统, 都可以基于 (8)式来获得对应的哈密顿能
量函数. 这种方法可用来求解包含离子通道效应的
生物神经元——Hodgkin-Huxely模型神经元活动
动作电位产生过程的能量迁移, 也可以验证常见的
混沌动力学系统 [20−22]在无量纲下的哈密顿能量

函数, 如Lorenz系统的动力学方程为
ẋ = δy − δx,

ẏ = ρx− y − xz,

ż = xy − βz,

(14)

其中 δ, ρ, β为系统参数,选择恰当的参数,系统 (14)

可出现混沌态. 利用以上方法, 该系统可写成矩阵
方程如下:

ẋ

ẏ

ż

 =


0 δ 0

ρ 0 −x

0 x 0



x

y

z

+


−δ 0 0

0 −1 0

0 0 −β



x

y

z



=


δy

ρx− xz

xy

+


−δx

−y

−βz

 . (15)

根据 (8)和 (9)式, 其哈密顿能量函数H(x, y, z)满
足

∂H

∂x
(δy) +

∂H

∂y
(ρx− xz) +

∂H

∂z
(xy) = 0. (16)

求解 (16)式, 可得到能量函数H表达式为

H =
1

2

(
− ρ

δ
x2 + y2 + z2

)
. (17)

对比 (17)式的哈密顿能量函数和 (6)式的振荡
电路的电磁场能量函数有相似性. 若将Lorenz混
沌系统以RLC电路来模拟, 变量x, y, z可以用电容

器两端输出的电压或者电感线圈中的电流来刻画,
那么选定恰当的电感和电容值, (17)和 (6)式将完
全一致. 需要注意的是, 通过 (16)式求出H的全函

数, 还需要利用dH/dt = ∇HTFd来验证, 否则难
以保证哈密顿能量函数H的惟一性, 因为满足 (16)
式的全函数可能包含了不确定的常数项, 因此需要
利用 (8)式的第二个条件dH/dt = ∇HTFd来判

定和约束, 即场对应的哈密顿能量随时间分布也
满足一定的条件, 如能量守恒和转化. 对于 (15)式
中梯度场和涡旋场的划分, 根据 (1)式来看, 矢量
A(r)的旋度则可能产生不同变量乘积的非线性项

或常数项, 因而包含在涡旋场项内.
对于包含物理量纲的振荡电路, 一般需要进行

无量纲变换, 对于包含电感和电容的LC振荡电路,
利用LC谐振电路的周期公式T = 2π(LC)1/2, 通
常可以做如下无量纲变换:


C

dV
dt = f1(V, I,R),

L
dI
dt = f2(V, I,R),

x = V /V0, y = I/I0, τ = t/
√
LC,


dx
dτ = f1(x, y, a, b),

dy
dτ = f2(x, y, c, d),

(18)
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其中R,L,C为实际振荡电路的电阻、电感和电容;
I0, V0为电流和电压基本单位; τ为无量纲时间; a,
b, c, d为转换后无量纲动力学系统的参数.

以上介绍了振子模型的动力学系统哈密顿能

量函数的计算, 发现系统的能量依赖于变量和系统
参数. 对于实际的振荡电路系统, 电容器存储电场
能量, 电感线圈存储磁场能量, 其对应的电容器值,
电感线圈的电感值对应于系统的参数, 而电容器两
端的电压和电感线圈的电流对应于系统的变量. 因
此, 对系统参数值的改变一方面改变了系统的输出
状态, 另一方面必然改变系统能量的存储和释放.
对于动力学系统同步, 动力学系统的优化控制以及
耦合振子网络的同步问题, 也可以采用如上方法定
义耦合系统或者网络的哈密顿能量函数, 一方面可
以计算动力学系统控制器的能耗, 另一方面也可以
识别系统状态变化过程中的能量迁移. 在混沌控制
和反控制中, 研究人员利用分段非线性函数对低维
混沌系统进行控制, 使得系统出现多涡卷的混沌吸
引子或者多翼, 以便使得动力学系统产生更复杂的
动力学行为. 我们利用以上方法也计算了多涡卷混
沌系统的能量存储和转移问题, 发现多涡卷混沌系
统的哈密顿能量随着涡卷数的增加而减小 [23]. 从
能量守恒的角度看, 多涡卷系统使得系统的动力学
行为更复杂, 但随着涡卷数的增加, 哈密顿能量降
低意味着更复杂的动力学行为消耗了更多的能量,
另一方面, 由于能量的降低, 电路系统元件存储的
能量也必然降低, 从生产工艺角度看, 可以降低电
子元件的要求和成本, 这也为从事混沌多涡卷系统
的研究提供了重要的佐证.

3 结 论

基于亥姆霍兹定理, 对无量纲动力学系统以及
非线性振荡电路的哈密顿能量函数计算进行了细

致介绍, 并从力场做功角度对哈密顿能量函数的物
理意义进行了解释. 该方法把电磁场理论中的亥
姆霍兹定理推广应用到无量纲动力学系统的优化

控制中, 通过探测系统能量的迁移可以设计恰当的

控制器, 使得控制器消耗最低的能量而达到控制目
标. 根据能量最小原理, 该结果可对认知神经系统
和生物系统的群体行为的选择有重要参考作用. 另
一方面, 对于非线性振动系统也可以按照如上方法
分析振动模态转移过程中能量的迁移问题.
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Abstract
The Helmholtz theorem confirms that any vector field can be decomposed into gradient and rotational field. The

supply and transmission of energy occur during the propagation of electromagnetic wave accompanied by the variation
of electromagnetic field, thus the dynamical oscillators and neurons can absorb and release energy in the presence of
complex electromagnetic condition. Indeed, the energy in nonlinear circuit is often time-varying when the capacitor
is charged or discharged, and the occurrence of electromagnetic induction is available. Those nonlinear oscillating cir-
cuits can be mapped into dynamical systems by using scale transformation. Based on mean field theory, the energy
exchange and transmission between electronic field and magnetic field can be estimated by appropriate nonlinear dy-
namical equations for oscillating circuits. In this paper, we investigate the calculation of Hamilton energy for a class
of dimensionless dynamical systems based on Helmholtz’s theorem. Furthermore, the scale transformation can be used
to develop dynamical equations for the realistic nonlinear oscillating circuit, so the Hamilton energy function could be
obtained effectively. These results can be greatly useful for self-adaptively controlling dynamical systems.

Keywords: Helmholtz theorem, energy function, oscillating system, chaotic system
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