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在计入柔性杆横向变形及其二阶耦合量的条件下, 利用Hamilton最小作用原理建立柔性杆与凸轮斜碰
撞系统的动力学方程, 提出了柔性杆与凸轮碰撞点的确定方法, 实现了柔性杆自由下落后的碰撞前、碰撞过程
和碰撞后 3个阶段的动力学行为仿真. 通过分析柔性杆的碰撞运动规律, 发现杆的柔性、大范围运动和碰撞三
者间存在耦合, 碰撞后柔性杆的转角随时间波动变化, 转角波动的幅值随时间增大总趋势在减小, 但规律性
较差.

关键词: 斜碰撞, Hamilton原理, 柔性杆, 刚柔耦合
PACS: 05.45.–a, 45.80.+r, 45.50.Tn DOI: 10.7498/aps.65.240502

1 引 言

由于柔性体系统的广泛工程应用背景, 如航
天器交会对接过程中发生的碰撞问题, 飞机起落
架与地面的冲击问题 [1], 在交通事故中车辆与人
体、侧墙和栏杆的碰撞等 [2,3], 柔性体系统的接触
碰撞动力学问题是现阶段系统动力学领域的研究

热点和难点之一 [4,5]. 要更好地解决柔性体系统的
接触碰撞问题, 高精度的动力学建模是非常重要
的 [6−8]. 近年来, 许多国内外学者在柔性体系统碰
撞动力学的建模理论、仿真计算、接触碰撞试验

等方面进行了的大量研究, 并取得了一系列的成
果. 例如, 伍新等 [5]以一类三自由度含间隙双面

碰撞振动系统为研究对象, 在不改变原系统平衡
解结构的前提下, 考虑到在碰撞振动系统反控制
过程中由Poincaré映射的隐式特点和传统的映射
Neimark-Sacker 分岔临界准则带来的困难, 通过对
原系统施加线性反馈控制器并利用不直接依赖于

特征值计算的Neimark-Sacker分岔显式临界准则

研究了此系统的分岔反控制问题. 和兴锁等 [6]建

立了具有大范围运动和非线性变形的柔性梁有限

元动力学模型, 该模型增加了新的表征纵向、横向、
侧向弯曲以及扭转变形的耦合项, 同时包含了变形
运动与大范围运动之间的相互耦合项, 使得计算更
为精确. Ding等 [7,8]研究了Galerkin方法计算具有
非线性黏性阻尼的弹性梁动力学响应时的收敛性,
给出了相关收敛性确定方法. 但是由于柔性体系统
碰撞过程的强非线性、高度耦合、数值计算困难等

问题, 目前的研究还远未成熟, 能否对碰撞的过程
进行正确处理是解决柔性体系统碰撞动力学问题

的关键. 按照对于碰撞过程假设的不同, 可以将柔
性体系统的碰撞动力学建模方法分为接触约束法、

连续接触力法、冲量动量法等几种方法, 但都各有
优势和相应的局限性 [9]. 对于柔性杆和凸轮的碰撞
系统, 其接触点会随着凸轮的转动发生变化, 两者
之间不仅在接触面法向存在一个单边约束, 而且在
切向还有一个摩擦约束, 属于典型的斜碰撞问题.
相比正碰撞而言, 斜碰撞的瞬态特征更加复杂, 切
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向约束会导致接触面间的黏滞 -微滑移 (有时会反
向) [10]. 本文在计入柔性杆横向变形及其二阶耦合
量的条件下, 利用Hamilton最小作用原理建立柔
性杆与凸轮斜碰撞系统的动力学方程, 实现了柔性
杆自由下落后的碰撞前、碰撞过程和碰撞后 3个阶
段的动力学行为仿真.

2 柔性杆与凸轮斜碰撞动力学建模

2.1 动力学模型

考虑在水平面内运动, 由中心刚体、正交各向
同性材料构成的等截面柔性杆和凸轮组成刚柔耦

合动力学系统, 如图 1所示. 半径为a的中心刚体

可以绕点O转动, θ为其转角, 柔性杆与中心刚体
在 o点固结, 半径为R且圆心在B点的偏心圆轮绕

旋转中心C以恒定转速ω顺时针旋转. 通过O点

和 o点分别建立固定坐标系O-XY 和旋转坐标系

o-xy, x轴反向延长线过O点, y轴沿 o点的切线方

向. 考虑柔性杆的回转运动, 将图 1所示的刚柔耦
合动力学系统分成两部分, 一部分为中心刚体, 另
一部分为柔性杆. 中心刚体绕O点的转动惯量为

Ih; 柔性杆的密度为ρ, 截面积为A, 长度为L, 拉压
刚度为EA, 杆的抗弯刚度为EI, 杆未变形时对转
轴O的转动惯量为Job.

O

o

y

x

Y

a

θ

L

XB
R

ω

C

图 1 柔性杆 -凸轮斜碰撞系统模型
Fig. 1. Model of flexible beam-cam oblique-impact
system.

2.2 系统动力学方程

设柔性杆上任意一点Q0经变形运动后到达Q

点, r为其变形矢量, u和 v为柔性杆轴向和横向位

移的广义坐标, φ为变形后杆中轴面的旋转角度, uf

为由横向变形引起的轴向位移, x为Q点到 o的距

离. 则整个刚柔系统的动能T由中心刚体动能和柔

性杆的动能两部分组成, 即为

T =
1

2

∫ L

0

ρAṙ · ṙdx+
1

2
Ihθ̇

2.

旋转坐标系和固定坐标系之间的转换关系为

ṙ = Vr +φ× r = (u̇+ u̇f − vθ̇)i′

+ [v̇ + (x+ u+ uf)θ̇]j
′.

则系统的动能表达式的第一部分为

1

2

∫ L

0

ρAṙ · ṙdx

=
1

2
ρA

∫ L

0

{[(
∂x

∂t
+

∂uf
∂t

)
cos θ − ∂v

∂t
sin θ

− (a+ x+ uf) sin θ · θ̇ − v cos θ · θ̇
]2

+

[(
∂x

∂t
+

∂uf
∂t

)
sin θ +

∂v

∂t
cos θ

+ (a+ x+ uf) cos θ · θ̇ − v sin θ · θ̇
]}

dx.

对轴向不伸长的Euler-Bernouli梁模型, 如忽
略轴向变形, 则由于横向变形引起的轴向位移
uf(x, t)与 v(x, t)之间有如下的关系式:

uf(x, t) = −1

2

∫ x

0

(
∂v(x, t)

∂x

)2

dx.

系统动能可写成:

T =
1

2
ρAθ̇2

∫ L

0

[(a+ x+ uf)
2 + v2]dx

+
1

2
ρA

∫ L

0

(v̇2 + u̇2
f )dx

+ ρAθ̇

∫ L

0

[−vu̇f + v̇(a+ x+ uf)]dx

+
1

2
Ihθ̇

2. (1)

取O点为旋转运动柔性杆的零势能点, 那么柔
性杆的势能可以表示为

V =
1

2

∫
v

Eε2xxdv

+ ρAg

∫ L

0

[(a+ x) sin θ + v cos θ]dx

=
1

2
EI

∫ L

0

(
∂2v

∂x2

)2

dx

+ ρAg

∫ L

0

[(a+ x) sin θ + v cos θ]dx, (2)

其中, I =

∫
A

y2dA为杆截面惯性矩, εxx为柔性杆

在x方向的应变, g为重力加速度. (2)式第一部分
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是柔性杆的弹性变形势能, 第二部分是柔性杆的重
力势能.

利用Hamilton最小作用原理来建立系统的动
力学方程为∫ t2

t1

(δT − δV + δWf)dt = 0, (3)

式中, δT和δV 分别为系统动能和势能变分; δWf =

τδθ为外力做功变分.
将系统动能表达式 (1)和势能表达式 (2)代入

(3)式得∫ t2

t1

δV dt

=

∫ t2

t1

[
EI

∂2v

∂x2
δ

(
∂v

∂x

)]L
0

dt

−
∫ t2

t1

[
∂

∂x

(
EI

∂2v

∂x2

)
δv

]L
0

dt

+

∫ L

0

∫ t2

t1

∂2

∂x2

(
EI

∂2v

∂x2

)
δvdxdt

+ ρAg

(∫ L

0

∫ t2

t1

[(a+ x) cos θδθ]dxdt
)

+ ρAg

∫ L

0

∫ t2

t1

(cos θδv − v sin θδθ)dxdt,∫ t2

t1

δT dt

= Ih
∂θ

∂t
δθ|t2t1 −

∫ t2

t1

Iδθ
∂2θ

∂t2
dt

+

∫ L

0

ρAu̇fδuf|t2t1 dxdt−
∫ L

0

∫ t2

t1

ρAüfδuf dtdx

+

∫ L

0

ρAv̇δv|t2t1 dx−
∫ L

0

∫ t2

t1

ρAv̈δvdtdx

+

∫ L

0

ρAθ̇[v2 + (a+ x+ uf)
2]δθ|t2t1 dx

−
∫ L

0

∫ t2

t1

ρAθ̈[v2 + (a+ x+ uf)
2]δθdtdx

− 2

∫ L

0

∫ t2

t1

ρAθ̇[vv̇ + (a+ x+ uf)u̇f]δθdtdx

+

∫ L

0

∫ t2

t1

ρAθ̇2vδvdtdx

+

∫ L

0

[−vu̇f + v̇(a+ x+ uf)]δθ|t2t1 dx

−
∫ L

0

∫ t2

t1

ρA[−vüf + v̈(a+ x+ uf)]δθdtdx

−
∫ L

0

∫ t2

t1

ρAθ̇u̇fδvdtdx

+

∫ L

0

ρAθ̇(a+ x+ uf)δv|t2t1 dx

−
∫ L

0

∫ t2

t1

ρA[θ̇u̇f + θ̈(a+ x+ uf)]δvdtdx

−
∫ L

0

ρAvθ̇δuf|t2t1 dx

+

∫ L

0

∫ t2

t1

ρA(vθ̈ + 2v̇θ̇)δuf dtdx

+

∫ L

0

∫ t2

t1

2ρAθ̇2(a+ x+ uf)δuf dtdx.

由于 δv完全任意, 忽略关于uf的高阶小量, 得
到刚柔耦合系统的一次近似动力学方程:

Ihθ̈ + θ̈ρA

∫ L

0

[(a+ x)2 + 2(a+ x)uf + v2]dx

+ 2θ̇ρA

∫ L

0

[vv̇ + (a+ x)u̇f]dx

+ ρA

∫ L

0

(a+ x)v̈dx

− ρAg

∫ L

0

[(a+ x) cos θ − v sin θ]dx = τ,

EI
∂4v

∂x4
− ρA

∂

∂x

{
∂v

∂x
θ̇2
[
a(l − x) +

1

2
(l2 − x2)

]}
− ρAg cos θ + ρA[v̈ + θ̈(a+ x)− θ̇2v] = 0, (4)

其中, l = L cos θ. 边界条件可由∫ t2

t1

[
EI

∂2v

∂x2
δ

(
∂v

∂x

)]L
0

dt

−
∫ t2

t1

[
∂

∂x

(
EI

∂2v

∂x2

)
δv

]L
0

dt = 0

得到 
v(0, t) =

∂v

∂x

∣∣∣∣
(0,t)

= 0,

∂2v

∂x2

∣∣∣∣
(L,t)

=
∂3v

∂x3

∣∣∣∣
(L,t)

= 0.

3 斜碰撞分析

采用Hertz接触理论和非线性阻尼理论建立接
触 -碰撞模型, 从而对柔性杆和凸轮表面的碰撞进
行分析.

3.1 刚性杆和柔性杆自由运动特性对比

设柔性杆的各个参数为: 长度L = 1 m,
横截面积A = 7.2968 × 10−5 m2, 截面惯性矩
I = 8.2189×10−9 m4,密度ρ = 2.7667×103 kg/m3,
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弹性模量E = 6.8952× 1010 N/m2. 模态截断数取
2, 仿真时间为 0.4 s, 杆从π/4的角度自由下落, 仿
真结果如图 2所示. 可以发现, 随仿真时间的增大,
柔性杆转角变化幅度比刚性杆转角变化幅度小. 在
重力作用下, 对柔性杆和刚性杆的绕转轴旋进行
仿真, 经过 0.37 s的时间后, 柔性杆的转角由π/4
变化到 0, 而刚性杆在 t = 0.262 s时转角就变为零.
图 3为柔性杆末端的横向振动, 其横向振动是由于
弹性引起的抖动, 而刚性杆无此现象.

0 0.1 0.2 0.3 0.4
-0.4

-0.2

0
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0.6
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/
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图 2 柔性杆自由旋转运动

Fig. 2. Free rotation motion of flexible beam.
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图 3 柔性杆末端的横向振动

Fig. 3. Transverse vibration at the free end of flexible beam.

3.2 斜碰撞时柔性杆的挠度曲线

当柔性杆与凸轮斜碰撞时, 柔性杆的形状由于
受到自身重力的作用会发生变形. 随着凸轮的转
动, 柔性杆与凸轮表面的接触点会发生变化, 这导
致柔性杆挠度曲线的变化.

由结构力学得知: 若简支水平梁和斜支梁两
者的水平跨度相同, 则弯矩相等, 斜梁的剪力等于

水平梁剪力沿斜梁轴线法向的投影. 使用等效转
换, 根据同一微段上合力相等的原则, 可得柔性杆
的弯矩为

M =


qlx

cos θ − ql2x

2l1 cos θ − qx2

2 cos θ (0 6 x 6 l1),

−q(l − x)2

2 cos θ (l1 6 x 6 l),

其中 l1为柔性杆与凸轮的碰撞点, q =
mg

L
,

l1 = x cos θ, l2 = (L − x) cos θ. 由 d2w

dx2
=

M

EI
得柔性杆的挠曲线方程为

EIw1 =
qlx3

6 cos θ − ql2x3

12l1 cos θ − qx4

24 cos θ
+ C1x+D1,

EIw2 = − q(l − x)4

24 cos θ + C2x+D2, (5)

其中, w1为固定端到碰撞点的挠度, w2为碰撞点到

自由端的挠度, 参数C和D可由边界条件得

C1 =
ql31

24 cos θ +
ql2l1

12 cos θ − qll21
6 cos θ ,

C2 = − ql22l1
6 cos θ − ql32

6 cos θ ,

D1 = 0,

D2 =
ql21l

2
2

6 cos θ +
ql32l1
6 cos θ +

ql42
24 cos θ .

如图 4所示, 由于柔性杆与凸轮表面接触点的
改变, 使柔性杆的挠度曲线发生较大变化. 此外,
凸轮转速也会导致柔性杆挠度曲线改变. 这些因素
将导致柔性杆与凸轮的接触点不易确定, 且在碰撞
过程中碰撞点位置是一个变量.

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

L/m

/
1
0
-
3

图 4 柔性杆在不同碰撞点时的挠度曲线

Fig. 4. Deflection curves of flexible beam at different
collision points.
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3.3 柔性杆与凸轮表面的分离条件

随着凸轮转速的增大, 当杆与凸轮接触点上杆
的加速度小于凸轮的加速度时, 柔性杆将从凸轮表
面逐渐分离. 假设杆和凸轮分离时间极短, 在这段
时间中柔性杆的挠度变化为零. 分离条件为

∆ = θ̈
√
x2 + n2 − 3xg cos θ

2L
, (6)

其中, ∆ > 0表示未分离, ∆ < 0表示分离; n为柔
性杆与凸轮接触点的横向变形.

3.4 碰撞点确定

柔性杆与凸轮碰撞时, 由于杆上的每个点都具
有时变性, 杆与凸轮间的最小距离随时间变化, 碰
撞时确定柔性杆的变形存在困难. 即使凸轮转速为
零, 由于碰撞过程中的能量损失, 柔性杆碰撞时的
速度不相同, 柔性变形也不同, 碰撞点也是时变的.
如果凸轮转动, 碰撞点确定就更加困难. 为便于计
算, 本文提出试算法确定柔性杆和凸轮的碰撞点,
具体方法如下.
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图 5 (网刊彩色)杆上点到凸轮表面最小距离
Fig. 5. (color online) The minimum distance between
the points on the beam and the cam surface.

设凸轮旋转中心与柔性杆铰接点处于同一

水平线, 两者间的距离为D = 0.25 m, 凸轮半径
为R = 0.1 m, 杆从π/4的角度自由下落. 当杆
为刚性杆时, 由几何关系x1 =

√
D2 −R2可求得

杆上的碰撞点为x1 = 0.229 m. 当柔性杆发生转
动, 柔性杆上的任意点到凸轮表面的最小距离为
D′ =

√
(x′ −D)2 + y′2−R,其中x′, y′为此点的坐

标, 由于柔性杆的横向变形不会很大, 参考刚性杆
上的碰撞点, 可以将柔性杆上的碰撞点范围缩小到

0.21—0.25 m间. 当从 0.21 m变化到0.25 m时, 此
点到凸轮的最小距离为零的时间点变化如图 5所
示. 通过对图 5进行局部细分, 在x = 0.23 m时最
先到达零点, 由此可确定0.23 m为柔性杆与凸轮的
碰撞点.

4 碰撞动力学特性

图 6 (a)为柔性杆与凸轮碰撞过程中的角位移
变化. 从图 6 (a)可以看出, 柔性杆的转角随时间波
动变化. 图 6 (b)和图 6 (c)中, 柔性杆分别与转速为
1 rad/s 和 5 rad/s的凸轮发生碰撞, 转角波动的幅
值随时间增大总趋势在减小.当柔性杆自由释放后,
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图 6 柔性杆与不同转速凸轮碰撞 (a) ω = 0;
(b) ω = 1 rad/s; (c) ω = 5 rad/s
Fig. 6. The impact of flexible beam and cam with dif-
ferent rotating speed: (a) ω = 0; (b) ω = 1 rad/s;
(c) ω = 5 rad/s.
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由于凸轮做匀速转动, 碰撞时杆的转角以及杆与凸
轮的碰撞点是时变的, 且碰撞时凸轮的碰撞点与柔
性杆的碰撞点速度方向会存在不一致的情形, 若方
向不一致, 可能会导致柔性杆碰撞后弹起的幅值比
碰撞前更大, 碰撞的规律性会变差.

5 结 论

本文对大范围运动柔性杆的动力学响应进行

了分析, 实现了柔性杆自由下落后的碰撞前、碰撞
过程和碰撞后 3个阶段的动力学行为的分析. 结果
表明:

1)柔性杆与凸轮的碰撞不是瞬时完成的, 由于
杆的柔性、大范围运动和碰撞三者间的相互耦合,
转角波动的幅值随时间增大总趋势在减小, 碰撞后
柔性杆的转角随时间波动变化, 但波动幅值规律性
较差;

2)在柔性体的碰撞过程中, 碰撞点不是固定
的, 在初始碰撞后, 再次进行碰撞时的碰撞点的
计算将会很复杂, 本文提出一种试算方法确定碰

撞点.
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Abstract
A mechanical system is often modeled as a multi-body system with non-smoothness. Typical examples are the noises

and vibrations produced in railway brakes, impact print hammers, or chattering of machine tools. These effects are due
to the non-smooth characteristics such as clearance, impact, intermittent contact, dry friction, or a combination of these
effects. In a non-smooth system, neither of the time evolutions of the displacements and the velocities are requested to
be smooth. Beam-cam device is an important kind of impacting system which has a wide range of applications. The
rotation of the cam at some constant speed provides a force to operate the beam. The most common example is the
valve trains of internal combustion engines, where the rotation of the cam imparts the proper motion to the engine valves
through the follower while a spring provides a restoring force necessary to maintain contact between the components.
The impact on beam-cam is a typical oblique-impact. It has been observed that under variations of the cam rotational
speed and other parameters, the follower can exhibit a complex behavior including bifurcations and chaos.

We study a rigid flexible coupling system, which moves in the horizontal plane, and is composed of the hub, the
flexible beam and a cam with constant rotating speed. Considering the second-order coupling of axial displacement which
is caused by the transverse deformation of the beam, the kinetic energy and the potential energy of the whole system
are calculated. The governing equations of the flexible beam-cam oblique-impact system are derived from Hamilton
theory, when taking into account the second-order coupling quantity of axial displacement caused by the transverse
displacement of the beam. Hertz contact theory and nonlinear damping theories are used to establish the contact model.
By the equivalent conversion method in structural mechanics, the deflection curve of flexible beam is calculated. The
acceleration at the contact point of beam and cam is used to judge whether they are separate, or contacted, or impacting.
Due to the flexibility of beam, the impact point of beam-cam always changes with time and speed. We propose a method,
which is a trial calculation method, to determine the impact point of flexible beam-cam.

Simulation results show that there is transverse vibration at the free end of flexible beam. There is inter-coupling
among the flexible of beam, the large range of motion, and the impact. After the impact, the rotation angle of the flexible
beam changes with time and the angle amplitude mainly decreases with the increase of the time, but the regularity is
poor.

Keywords: oblique-impact, Hamilton theory, flexible bar, rigid-flexible coupling
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