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一个二次多项式混沌系统的均匀化及其熵分析∗

臧鸿雁† 柴宏玉

(北京科技大学数理学院, 北京 100083)

( 2015年 8月 15日收到; 2015年 11月 13日收到修改稿 )

利用已有理论给出了一个二次多项式混沌系统, 证明了该系统与Tent映射拓扑共轭, 给出了该混沌系统
的概率密度函数; 并根据此概率密度函数, 得到了轨道均匀分布的反三角函数映射; 对均匀化前后的混沌系统
在不同参数下产生序列的信息熵、Kolmogorov熵、离散熵的特性进行了分析, 结果显示均匀化后产生的混沌
序列混沌程度不改变且具有更好的均匀性.

关键词: 混沌系统, 信息熵, Kolmogorov熵, 离散熵
PACS: 05.45.Vx, 05.45.Gg DOI: 10.7498/aps.65.030504

1 引 言

混沌是非线性动力学系统所特有的一种运动

形式, 是确定性系统产生的内在随机性. 1975年,
Li-York发表了著名的 “周期三蕴含混沌” [1]一文,
混沌一词首次被引用. 近年来, 有关混沌理论及其
应用得到了更多学者的关注 [2,3].

虽然混沌系统是长期不可预测的确定性系统,
但由于其满足遍历性和混合性, 具有各态历经的特
性, 这为用概率统计的方法对混沌系统长期的统计
特征进行刻画和描述奠定了基础. 因此可以借助概
率论方法对混沌系统长期的统计特征进行刻画描

述, 即用混沌映射的概率密度来描述. 目前, 只有
Tent映射、Logistic [4]映射和Chebyshev映射等几
个简单的混沌映射的概率密度是已知的. 文献 [5]
给出了Logistic映射与Tent映射的拓扑共轭关系
以及Chebyshev映射与Tent映射的拓扑共轭关系,
并由此推出了Logistic映射和Chebyshev映射的概
率密度. Tent映射在均匀性方面达到要求. 产生均
匀性、随机性良好的混沌序列是一个很重要的课题.
目前, 把混沌序列变换成均匀分布随机序列有很多
方法 [6,7]. 文献 [6]针对Logistic混沌映射, 设计了
一个变换函数, 使得变换后的系统在 (0, 1)区间上

服从均匀分布. 本文基于文献 [8]构造了一个二次
多项式混沌系统, 并针对该系统设计了相应的变换
函数, 得到了均匀分布的混沌系统. 为验证均匀化
方法的有效性, 可以利用统计直方图、信息熵等指
标对均匀化后的序列进行检测. 2007年, Kocarev
等 [9,10]提出了有限集合上的离散混沌的概念, 并在
此基础上提出了有限集合上的离散熵 [11]的概念,
以度量有限集合上的离散混沌的混乱程度. 这对离
散混沌的研究有了进一步的推动.

本文利用文献 [8]提出的一般二次多项式映射
存在 3-周期点的充要条件给出了一个满足定理条
件的混沌系统, 并证明了该系统与Tent映射拓扑
共轭, 进一步给出了该系统的概率密度, 在此概率
密度的基础上对该系统进行了均匀化; 最后对均匀
化前后的混沌序列分析了信息熵、Kolmogorov熵、
离散熵的特性.

2 一个二次多项式混沌系统及其概率
密度求解

文献 [8]通过对实系数多项式在复数域上的分
解, 提出了一般非线性多项式的 3-周期点的等价命
题. 利用这一等价命题, 借助多项式的完全判别系
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统, 提出了一般二次多项式 3-周期点存在性的充要
条件, 表述为如下引理.

引理1 [8] 二次多项式f (x) = ax2 + bx+ c有

实的3-周期点的充要条件是

b2 − 4ac− 2b > 7.

本文基于引理 1, 取a=−1.5, b=2.8, c = 0.96

满足引理1的条件, 得到如下混沌系统

f (x) = −1.5x2 + 2.8x+ 0.96, x ∈
[
−2

5
,
34

15

]
. (1)

以下我们可以证明混沌系统 (1)与Tent映射是拓
扑共轭的.

定义1 [4] 设有线段 I的映射:

xn+1 = f (xn) , x ∈ I

和线段J的映射:

yn+1 = g (yn) , y ∈ J.

而线段 I和J可以借助一个连续、可逆的函数

h互相变换, 即

y = h (x) , x = h−1 (y) , x ∈ I, y ∈ J.

这时若映射 f(x)和 g(y)的关系如下:

g(y) = h(f(h−1(y))), f(x) = h−1(g(h−1(x))),

则称映射 f(x)和 g(y)互为拓扑共轭.
定理1 二次多项式 f(x) = −1.5x2 + 2.8x +

0.96, x ∈ [−2/5, 34/15]与Tent映射是拓扑共
轭的.

证明 Tent映射

g (x) =


2x, 0 6 x 6 1

2
,

2− 2x,
1

2
6 x 6 1.

令

h(x) = −4

3
cosπx+

14

15
, x ∈ [0, 1],

显然有函数h(x)是连续且可逆的.
基于定义1, 一方面,

h (g (x)) =


−4

3
cos 2πx+

14

15
, 0 6 x 6 1

2

−4

3
cosπ (2− 2x) +

14

15
,

1

2
6 x 6 1

= − 4

3
cos 2πx+

14

15

= h (2x) .

另一方面,

f (h (x)) = − 3

2
h2 (x) +

14

5
h (x) +

24

25

= − 3

2

(
h (x)− 14

15

)2

+
34

15

= − 3

2

(
−4

3
cosπx

)2

+
34

15

= − 4

3
cos 2πx+

14

15

= h (2x) ,

所以有h(g(x)) = f(h(x)), 即 f(x) 与 g(x)关于

h(x) 是拓扑共轭的, 并与Tent 映射具有相同的
Lyapunov指数, 均为 ln 2.

本文将给出的混沌系统记为

x(n+ 1) = ax2(n) + bx(n) + c, (2)

其中,

a = −1.5, b = 2.8, c = 0.96.

当 b = 2.8, c = 0.96时, 混沌系统 (2)随参
数 a变化的分岔图如图 1 (a) 所示; 当 a = −1.5,
c = 0.96时, 混沌系统 (2)随参数 b变化的分岔图如

图 1 (b)所示; 当a = −1.5, b = 2.8时, 混沌系统 (2)
随参数 c变化的分岔图如图 1 (c)所示.

以下给出 (1)式定义的混沌系统的概率密度.
引理2 [4] 如果映射 f(x)和 g(x)关于h(x)拓

扑共轭, ρg(x)是映射 g(x)的概率密度函数, 那么映
射 f(x)的概率密度函数

ρf (x) = ρg
(
h−1 (x)

) ∣∣∣∣ dh−1 (x)

dx

∣∣∣∣ .
定理2 二次多项式 f(x) = −1.5x2 + 2.8x +

0.96, x ∈ [−2/5, 34/15] 的概率密度为

ρ (x) =


1

π

5
√
3√

68 + 140x− 75x2
, x ∈

[
−2

5
,
34

15

]
,

0, 其他.

证明 已知Tent映射的概率密度函数为

ρT (x) = 1, x ∈ (0, 1).

又由定理 1可知 f(x) = −1.5x2 + 2.8x + 0.96

与Tent映射拓扑共轭, 根据引理2则有

h−1 (x) =
1

π
arccos

(
−3

4

(
x− 14

15

))
,

ρf (x) = ρT
(
h−1 (x)

) ∣∣∣∣ dh−1 (x)

dx

∣∣∣∣
= 1×

∣∣∣∣∣∣∣∣
d

(
1

π
arccos

(
−3

4

(
x− 14

15

)))
dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
=

1

π

5
√
3√

68 + 140x− 75x2
.
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图 1 (a) 系统 (2)的参数 a的分岔图; (b) 系统 (2)的参
数 b的分岔图; (c) 系统 (2)的参数 c的分岔图

Fig. 1. (a) The bifurcation diagram of parameter a

in system (2); (b) the bifurcation diagram of param-
eter b in system (2); (c) the bifurcation diagram of
parameter c in system (2).

综上得证函数

ρf (x) =
1

π

5
√
3√

68 + 140x− 75x2

是系统 f(x) = −1.5x2 + 2.8x + 0.96的概率密度

函数.
由定理 2证明得到 (1)式的概率密度函数可知,

系统 (1)式产生的序列不是均匀分布的, 统计特性
较明显. 下面将 (1)式产生的非均匀分布随机变量
转化为均匀分布的随机变量.

3 二次多项式混沌系统的均匀化

定理3 设随机变量X的概率密度

ρX (x) =


1

π

5
√
3√

68+140x−75x2
, −2

5
6 x 6 34

15
,

0, 其他.

则随机变量

Z =
1

π
arcsin

(
3

4
X − 7

10

)
(3)

是服从区间

[
−1

2
,
1

2

]
上的均匀分布的随机变量.

证明 随机变量Z的分布函数

FZ (z)P (Z 6 z)

= P

(
1

π
arcsin

(
3

4
X − 7

10

)
6 z

)
= P

(
3

4
X − 7

10
6 sinπz

)
= P

(
X 6 4

3
sinπz + 14

15

)
=

∫ 4
3 sinπz+ 14

15

−∞
ρX (x)dx.

对等式两边求导, 得到随机变量Z的概率密度

ρZ (z) =


5
√
3

π

4π

3
cosπz√

68 + 140

(
4

3
sinπz + 14

15

)
− 75

(
4

3
sinπz + 14

15

)2
, −2

5
6 4

3
sinπz + 14

15
6 34

15

0, 其他

=


√

cos2 πzsecπz, −1 6 sinπz 6 1

0, 其他
=

1, −1

2
6 z 6 1

2
,

0, 其他.
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由上式可知随机变量Z =
1

π
arcsin

(3
4
X −

7

10

)
服从区间

[
−1

2
,
1

2

]
上的均匀分布.

由以上证明可知, 在文中给定的特定区间内,
均匀分布的随机变量Z与随机变量X满足一一对

应关系, 因为X是混沌系统, 从而Z必是混沌系统.

4 均匀化后的混沌系统的性能分析

下面对混沌系统 (1)式进行直方图统计、信息
熵分析、离散熵分析, 以验证混沌系统的均匀性. 先
介绍文中涉及的几个熵的定义.

4.1 几种熵的定义

定义2 信息熵 设S = {x1, x2, · · · , xn}是
一种信息源, P为S上的一个概率分布, 记xi的概

率为pi. 信源的信息熵记为H (S), 则

H(S) = −
n∑

i=1

pi log pi.

当信源概率分布为等概率分布时, 信息熵能取
到最大值为 log2(n)比特, 这就是最大熵原理.

定义3 [12] Kolmogorov熵 一个n维动

力系统, 将它的相空间分割为一个个边长为 ε的n

维立方体盒子, 对于状态空间的一个吸引子和一条
落在吸引域中的轨道, 取时间间隔为一个很小量 τ ,
令P (i0, i1, · · · , id)表示起始时刻系统轨道在第 i0

格子中, t = 1时在第 i1个格子中, · · · · · · , t = d 时

在第 id个格子中的联合概率, 则Kolmogorov熵 (K
熵)定义为

K = − lim
τ→0

lim
ε→0

lim
d→∞

1

dτ

∑
i0,i1,··· ,id

P (i0, i1, · · · , id)

× lnP (i0, i1, · · · , id) .

从信息论角度来看, Kolmogorov熵用于混沌
程度的整体度量. K的数值是判断运动性质的重

要指标: 对于规则运动K = 0; 对于纯随机运动
K = ∞; 对一维映射, K的取值恰好是正的Lya-
punov指数 [4].

定义4 [11] 离散熵 设S =
{
s0, s1, · · · ,

sL−1

}
是序集关系为 “<”的有限集合, F : S → S

是一个双射, σn表示所有 {0, 1, · · · , n− 1}的排列,
π ≡ [π(0),π(1), · · ·π(n−1)] ∈ σn,其中2 6 n 6 L.
令

Qπ(n)={s ∈ S : F π(0)(s)< · · ·<F π(n−1)(s)}, (4)

qπ (n) =
|Qπ (n)|∑

τ∈σn

|Qτ (n)|
.

对确定的n, n > 2, 映射F的离散熵

H
(n)
δ (F ) = − 1

n− 1

∑
π∈σn

qπ (n) log qπ (n). (5)

H
(n)
δ (F )描述了映射F的每相邻n(2 6 n 6 maxs∈S

{Per(s)})长元素的混乱程度, 其中Per(s)为集合

S的周期. 当选取元素长度大于maxs∈S{Per(s)},
映射F的离散熵为0.

为更准确地综合描述所有序列的混乱程度, 文
献 [11]进一步给出映射F离散熵的定义:

hδ (F ) =
1

nmax − 1

nmax∑
n=2

H
(n)
δ (F ), (6)

其中nmax = max
{
n : H

(n)
δ (F ) ̸= 0

}
.

4.2 混沌系统性能检测

下面主要从均匀性、混沌性等方面对均匀化后

混沌系统产生的序列进行分析, 并与均匀化前的混
沌系统进行对比.

4.2.1 统计直方图分析

图 2 (a)为均匀化前混沌系统生成的序列的统
计直方图, 图 2 (b)为均匀化后反三角函数生成的
序列的统计直方图. 由图可看出, 经过处理后的混
沌序列具有较好的均匀性.

-0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

1000

2000

3000
 (a)

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5
0

100

200

300

400

500
 (b)

图 2 统计直方图 (a) 均匀化前序列; (b) 均匀化后序列
Fig. 2. Histogram: (a) Histogram of the sequence be-
fore uniformity; (b) histogram of the sequence after
uniformity.
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4.2.2 信息熵分析

香农提出信息熵的概念, 用于表征信源的不
确定性程度. 本文用信息熵度量均匀化后系统
(3)式产生的序列的不确定性程度. 设定离散混
沌序列长度为N , 将 (1)和 (3)式迭代得到的离散
混沌序列 z(n), 依据其取值范围等分成M个区

间, 统计落在每个区间内的离散序列值的个数,
记为ni(i = 1, 2, · · · ,M), 则每个区间的统计概率

pi =
ni

N
, 有

M∑
i=1

pi = 1. 根据最大信息熵原理, 信息

熵最大值为−
M∑
i=1

1

M
log2

1

M
= log2M (通信系统

中M表示信源符号数, 这里是统计区间个数). 下
面选定N = 500000长序列, 对不同的M 值测试均

匀化前后信息熵与最大熵, 比较结果列于表 1 .

表 1 系统均匀化前后的信息熵与最大熵比较

Table 1. Information entropy and maximum entropy
of the before and after uniformity.

(N,M)
均匀化前

信息熵

均匀化后

信息熵

最大

信息熵

(500000, 100) 2.9592 6.6438 6.6439
(500000, 300) 3.5779 8.2285 8.2288
(500000, 500) 3.8666 8.9652 8.9658

由表 1的结果可知, 对于不同的统计区间数
M , 均匀化后的序列较均匀化前序列的信息熵更接
近于最大熵, 表明序列均匀化处理的有效性, 得到
了比较满意的结果.
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图 3 (a), (c), (e)均匀化前系统的K熵与离散熵; (b), (d), (f)均匀化前后系统的离散熵
Fig. 3. (a) , (c), (e) K entropy and discrete entropy before uniformity; (b), (d), (f) discrete entropy of the
before and after uniformity.
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4.2.3 离散熵和K熵
2007年Kocarev [10]等提出离散熵 (DE)的概

念, 用于混沌程度的识别. 离散熵hδ (F )考虑了

相邻n (n > 2)长序列的每一种排列, 共n!种. 本文
选取前面几种 2 6 L 6 8特殊情况, 在不同的参数
下, 对原系统和均匀化后的系统进行模拟, 并与K
熵对比.

选定参数为a ∈ [−1.5, 0.1],均匀化后的系统为
x (n+ 1) = ax2 (n) + 2.8x (n) + 0.96,

z (n+ 1) =
1

π
arcsin

(
−a

2
x (n)− 7

10

)
.

模拟均匀化前系统的K熵 (即正的Lyapunov
指数)、离散熵、均匀化后系统的离散熵, 结果
如图 3 (a)和图 3 (b)所示; 类似地, 分别选定参数
b ∈ [1.5, 2.8], c ∈ [0, 0.96]进行模拟, 结果分别如
图 3 (c)—(f).

从图 3 (a), (c), (e)模拟结果可以看出, 均匀化
前系统的离散熵模拟结果近似为K熵固定常量的
偏移, 某种程度上表明离散熵可识别系统的混沌程
度; 图 3 (b), (d), (f)显示均匀化前后系统的离散熵
完全相同, 也表明均匀化后的系统的均匀性得到了
很大改善的同时保持了原系统的混沌特性.

5 结 论

本文基于已有理论, 给出了一个二次多项式混
沌系统, 并给出了该系统的概率密度, 将该混沌系
统进行了均匀化. 从信息熵、K熵与离散熵角度对
均匀化后的系统进行了理论分析和数值模拟. 理论
分析结果显示均匀化后系统产生的序列, 信息熵极
接近理论极限值; 离散熵保持不变, 保持了原混沌
系统的混沌特性; 数值仿真模拟表明离散熵近似为

以固定常量偏移后的Kolmogorov熵. 这也表明本
文均匀化方法的有效性, 并且均匀化后的混沌系统
保持了原混沌的混沌性质不变.
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Abstract
In this paper, firstly we construct a quadratic chaotic system and prove that it is a topological conjugate system of

Tent map. Secondly, having analyzed the probability density function of the system, we propose an anti-trigonometric
function map. Additionally, the performances of the quadratic chaotic system such as information entropy, Kolmogorov
entropy and discrete entropy are tested for both the original systems and the homogenized systems with different
parameters. Numerical simulations show that the information entropy of the uniformly distributed sequence is close to
the theoretical limit and the discrete entropy remains unchanged. This result shows that the homogenization method is
effective. In conclusion, the chaotic sequence after homogenization not only inherits the diverse properties of the original
sequence, but also exhibits better uniformity.
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