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二维有摩擦颗粒体系振动态密度与玻色峰的研究∗

牛晓娜1) 张国华1)† 孙其诚2)‡ 赵雪丹1) 董远湘1)

1)(北京科技大学物理系, 北京 100083)

2)(清华大学, 水沙科学与水利水电工程国家重点实验室, 北京 100084)

( 2015年 6月 12日收到; 2015年 11月 5日收到修改稿 )

利用颗粒离散元方法, 研究了由 2048个有摩擦的单分散圆盘颗粒组成的体系在各向同性压缩条件下, 颗
粒摩擦系数µ对颗粒体系结构与振动特性的影响. 结果表明: 固定压强下, 随µ的增大, 区分德拜标度与态密
度平台的过渡频率ω∗与玻色峰频率ωBP均向低频移动, 玻色峰高度D(ωBP)/ωBP逐渐增加. 主要原因是µ

增大导致颗粒体系无序程度增加 (平均配位数减小)而在ω > ω∗ 处出现了大量额外模式. 模式分析表明: 低
频 (ω < 1.0)模式主要是以平动为主的混合模式, 中频 (1.0 < ω < 4.0)模式主要是以平动为主的混合局域化
模式, 高频 (ω > 4.0) 振动模式几乎为纯转动的局域化模式; 并且随µ的增大, 低频下平动模式更加局域化,
同时低频转动模式的贡献也逐渐增加, 暗示在高摩擦系数下低频转动模式产生更重要的影响.

关键词: 颗粒物质, 振动态密度, 玻色峰, 模式分析
PACS: 63.50.–x, 45.70.–n, 61.43.–j DOI: 10.7498/aps.65.036301

1 引 言

晶体材料的振动态密度随频率的变化呈德拜

标度D(ω)-ωd−1, 其中d为空间维度, ω为振动圆频
率. 由于缺乏长程序, 分子玻璃和胶体等非晶体材
料的振动态密度不同于晶体材料, 在低频区域出
现大量的额外振动模式 [1−7], 表现为约化态密度
D(ω)/ωd−1-ω曲线的低频区域出现一个较宽的峰,
即玻色 (boson)峰.

迄今为止, 关于无序材料玻色峰的真正起源
依然是个难题. 一些研究者将玻色峰的来源归结
于局域振动 [8−10]或者是类局域振动 [11,12], Elliot
等 [13]认为玻色峰可能是源于中等长度标度的密度

波动而造成的声子散射, Wyart等 [14]则认为玻色

峰的产生本质上是由于大量低频软模式的出现, 而
Flores等 [15]认为刚性晶格中玻色峰的出现主要由

于晶格体系的弱连性所致, 然而对于玻色峰的真正
起源仍未达成共识. 近年来, 人们也通过研究玻色
峰的影响因素来理解玻色峰的起源. 例如: Zhang
等通过数值模拟调节颗粒尺寸分散度来改变体系

的无序程度 [16]; 刘海霞等 [7]通过实验调制两种不

同粒径的温敏性水凝胶的数量来改变体系无序程

度. 研究结果都表明随体系无序程度增加, 玻色峰
增高、峰值移向低频, 暗示体系无序程度可能是导
致玻色峰形成的一个重要原因. Leonforte [17]通过

对石英玻璃施加不同的液体静压力, Premkumar
和Das [18]在无序固体中利用经典的密度泛函模型

数值计算, 都发现随压力的增大玻色峰高度降低、
玻色峰频率向高频移动, 意味着压力对体系玻色峰
的形成有重要的影响.

颗粒体系是一种典型的无序系统 [19], 其振动
态密度表现出与非晶体材料相似的行为. 例如: 存
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在大量低频软模式、玻色峰及局域化模式等 [6,16];
颗粒体系振动态密度存在一个区分德拜标度和态

密度平台的过渡频率ω∗ [20], 并且ω∗与体系颗粒

额外接触数∆z = z − zµiso的关系为: ω∗ ∼ ∆z [21],
其中, zµiso为颗粒体系等静态配位数. µ = 0时,
z0iso = 2d [22]; µ → ∞时, zµiso = d + 1 [23]. 迄今为
止, 人们对颗粒体系振动态密度已经进行了大量的
研究, 但是关于摩擦对二维有摩擦颗粒体系玻色峰
及其振动模式的影响研究还很缺乏. 本文采用颗粒
离散元方法 (DEM)模拟生成了特定压强下由 2048
个二维单分散有摩擦圆盘颗粒组成的系统. 对于每
个摩擦系数, 分别随机生成了100 个等压强的构型.
本文所涉及到的物理量都是这100个构型的统计平
均值, 颗粒摩擦系数µ的取值分别为: 0.001, 0.01,
0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0. 通过改变颗粒摩擦系数
的大小研究了体系振动态密度、玻色峰等的演化规

律, 并进一步分析了摩擦系数µ对二维有摩擦颗粒

体系振动特性的影响.

2 数值模拟

本文研究的二维有摩擦颗粒系统是由在边长

为L具有周期性边界的正方形盒子中随机放置了

2048个质量相同的有摩擦单分散圆盘颗粒组成的,
不考虑重力的影响. 体系偏离平衡构型所导致总接
触势能的增加为

δV =
1

2

∑
⟨i,j⟩

[
kn(δr · n̂)− fn

r0
(δr · t̂)2 + ktδt

2

]
,

(1)

其中, δr为两颗粒间的相对位移 (δr = δri − δrj ,
δri与 δrj分别为颗粒 i与颗粒 j的质心位移); fn

为两颗粒间的法向作用力; r0为平衡时两颗

粒中心距离; δt为两颗粒接触点的切向位移
(δt =

(
δr · t̂

)
− (Riδαi +Rjδαj), δαi与 δαj分别

为颗粒 i与颗粒 j 转动的角度, Ri与Rj分别为颗粒

i与颗粒 j的半径); n̂为法向单位矢量 (即由颗粒 i

中心指向颗粒 j中心的单位矢量); t̂为切向单位矢
量 (即垂直于 n̂的单位矢量); kn与 kt分别为颗粒

法向和切向接触刚度系数, 为了突出切向刚度对
颗粒体系的贡献, 本文取kn/kt = 1.0. 无热颗粒体
系 (T = 0) 的具体制备协议如下: 首先, 在一个边
长为L具有周期性边界的正方形区域中随机生成

2048 个粒径很小速度为零的单分散有摩擦圆盘颗
粒. 接着, 一步增大颗粒半径至体系体积分数达到
某一固定值 (T = ∞). 然后, 采用共轭梯度能量最
小化 (conjugate-gradient energy minimization) 方
法 [24] 使体系达到一个趋于局部能量极小的亚稳

态, 此时可认为体系稳定且是无热的 (T = 0) [25].
最后通过逐渐减小颗粒半径的方法进行卸载, 每卸
载一步记录一次体系压强, 直至体系压强与目标压
强差值的绝对值小于 2.0 × 10−8. 体系振动模式及
振动态密度可通过求解下列久期方程来实现:∣∣F − ω2I

∣∣ = 0, (2)

其中, F为Hessian矩阵,

Fij =
Hij√
MiMj

, Hij =
∂2δV

∂δriδrj
,

Mi (Mj)代表颗粒 i(j)的质量mi(mj) 或者颗粒

i(j)的转动惯量 Ii(Ij) [26], δV 代表体系偏离平衡
构型时颗粒间总接触势的增加量 ((1)式), δri和
δrj分别代表颗粒 i与颗粒 j质心位移. 值得注意
的是, 采用短程线性弹簧势将导致Hessian矩阵元
Hij 的不连续性, 并且在Jammed颗粒系统中会显
示出其固有的非谐波性 [27]. 通过对角化每个稳
定位形的Hessian矩阵可以得到相应的特征值与
特征向量, 其特征值是振动圆频率ω的平方, 特
征向量是相应圆频率下每个颗粒的极化矢量. 本
文分别取σ = Ri + Rj , m和 2π

√
ε/mσ2 (其中,

ε =
1

2
kn(Ri + Rj)

2为特征能量)为长度、质量和振
动圆频率的单位, 文中不同摩擦系数对应的颗粒体
系压强均为P = 2.0× 10−3.

3 结果与分析

3.1 态密度

利用Hessian矩阵方法得到不同摩擦系数µ的

体系振动态密度D(ω)-ω曲线, 如图 1 (a)所示. 可
以看出, 固定压强下, 不同摩擦系数颗粒体系的态
密度都存在一个区分德拜标度和态密度平台的过

渡频率ω∗, 且随着µ的增大, 过渡频率ω∗逐渐向低

频方向移动, 如图 1 (a)中的水平实线所示. 态密度
曲线平台的出现表明在ω > ω∗处现了大量超出德

拜模型预测的额外模式, 且随着摩擦系数增大上述
额外模式逐渐增加, 与文献 [28]的结果类似.
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图 1 (a)摩擦系数 µ不同时, 二维有摩擦颗粒体系的振
动态密度D(ω)-ω曲线, 横坐标 ω为归一化圆频率, 图中
沿着箭头方向摩擦系数 µ逐渐增大, 并且过渡频率 ω∗逐

渐移向低频; (b)为体系平均配位数 ⟨Z⟩随颗粒摩擦系数
µ的变化规律, 插图为过渡频率ω∗随∆z = z − 3的变化

规律

Fig. 1. (a) Density of states as a function of ω for
two-dimensional granular systems with different fric-
tion coefficient µ, the scaled angular frequency is nor-
malized, and the crossover frequency ω∗ shifts towards
a lower frequency; (b) the average coordination num-
ber ⟨Z⟩ as a function of µ in the system; inert: the
crossover frequency ω∗ as a function of ∆z = z − 3 in
the system.

为了从结构角度分析体系振动态密度D(ω)随

µ的变化规律, 我们计算了体系平均配位数 ⟨Z⟩随
µ的变化曲线, 如图 1 (b)所示. 由图 1 (b)可以看
出, 随着µ从0.001增大到1.0, 体系平均配位数 ⟨Z⟩
由5.0逐渐减小至3.2左右, 非常接近于二维有摩擦
颗粒体系等静态平均配位数 zµiso = d+1 = 3. 因此,
固定压强下改变颗粒的摩擦系数, 实际上是在调整
系统的平均配位数. 为了探索体系的微观结构对过
渡频率的影响, 绘制了ω∗随体系平均额外接触数

∆z = z − 3的变化曲线, 如图 1 (b)中的插图所示.
可以看出ω∗-∆z, 意味着导致低频下态密度逐渐升
高的异常额外模式强烈依赖于体系偏离 “临界点”

的距离: ∆z = z − zµios, 亦即∆z越小, 出现的额外
模式就越多, 与文献 [21, 29]的结论一致. 值得注意
的是, Xu等 [3]通过对模型玻璃体系的研究发现, 尽
管玻璃体系平均配位数较大, 但是大部分的额外接
触被认为是不牢固的, 因此减小体系体积分数逐渐
靠近 J点时, δz1 = (z1 − zc)/zc (z1为体系中每个
颗粒接触最牢固的接触数, zc为J点时体系平均配
位数)逐渐减小, 并且伴随着大量低频额外振动模
式的出现. 意味着在模型玻璃体系中, 额外模式的
出现可能与 δz1有关. 另外, 对于kt/kn = 0.5的体

系我们也进行了模拟与计算, 得到的结果与图 1几
乎一致 (文中没有给出相应的图).

3.2 玻色峰

为了进一步研究摩擦系数对颗粒系统额外模

式的影响, 本文计算了不同摩擦系数下体系约化
态密度 (the reduced density of states) D(ω)/ω-ω
如图 2所示. 由图 2中可以看出, 不同摩擦系数体
系的约化态密度曲线均在某个特征频率ωBP 处

出现一个玻色峰, 表明在此处出现了大量德拜模
型无法预测的额外振动模式 [20]. 随着µ的增大,
玻色峰高度D(ωBP)/ωBP不断升高, 且玻色峰频
率ωBP不断移向更低的频率处, 意味着玻色峰高
度D(ωBP)/ωBP与频率ωBP强烈依赖于µ. 考虑到
在压强固定下改变颗粒摩擦系数实质上是改变

了体系的平均配位数, 因此摩擦系数对玻色峰的
影响实际上对应体系平均配位数对玻色峰的影

响. 为了定量研究上述影响, 分别计算了玻色峰
高度D(ωBP)/ωBP及玻色峰频率ωBP随体系平均

配位数 ⟨Z⟩的变化曲线, 如图 3所示. 由图 3可以
看出, 随着体系平均配位数 ⟨Z⟩的增大, 玻色峰高
度D(ωBP)/ωBP逐渐降低, 而玻色峰频率ωBP却逐

渐增大. 注意到, 当在固定压强下改变尺寸分散
度 [16]或在相同分散度下改变压强 [30]会得到类似

的结果. 上述结果表明: 固定压强下增大µ或增大

颗粒尺寸分散度与固定µ、颗粒尺寸分散度减小

压强一样, 本质上都减小了颗粒体系的约束数目
(⟨z⟩ → zµios), 同时伴随着偏离德拜模型额外模式
的增加和玻色峰的升高, 意味着体系约束数目的
减小是玻色峰形成的一个很重要的原因. 该结论
与Flores等 [15]对于刚性晶格中玻色峰出现的分析

——微扰理论一致. 另一方面, 在胶体玻璃体系中,
刘海霞等 [7]通过实验调制两种不同粒径温敏性水
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凝胶的数量来改变体系的无序程度, 结果发现胶体
玻璃体系中玻色峰的高度随着无序程度的增加而

增加; Chen等 [31]发现玻色峰随着体系体积分数的

减小而增加, 暗示无序可能是造成颗粒体系和胶体
玻璃体系中玻色峰的形成的重要因素.

0.1 1
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0.01

0.1

1 µ=1.0

µ=0.001

D
(ω
)/
ω

ω

图 2 不同颗粒摩擦系数 µ下二维有摩擦颗粒体系约化

态密度D(ω)/ω-ω曲线, 图中沿着箭头方向摩擦系数依次
为: µ = 0.001, 0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0
Fig. 2. Reduce density of states D(ω)/ω-ω of two-
dimensional granular systems with different friction
coefficient µ, here µ = 0.001, 0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6,
0.8, 1.0 (from bottom to top).
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图 3 黑色圆点和蓝色方格分别表示玻色峰高度

D(ωBP)/ωBP与玻色峰频率 ωBP随体系平均配位数 ⟨Z⟩
的变化规律

Fig. 3. The average coordination number ⟨Z⟩ de-
pendence of boson peak intensity D(ωBP)/ωBP (black
dot) and the position of the boson peak ωBP (blue
grid).

3.3 模式分析

为了定量地探索体系振动模式, 可以
通 过 求 解Hessian矩 阵 得 到 每 个 振 动 模 式
的特征频率ωn及其对应的特征向量 en =

{ex,1n , ey,1n , eθ,1n , · · · , ex,Nn , ey,Nn , eθ,Nn }, 并为了进一
步研究体系平移、转动模式的局域化程度以及转动

模式的参与程度, 分别计算了各个模式的整体参与

度 p(ω)、平移模式参与度 pT(ω)、转动模式参与度

pR(ω)及转动模式参与分数pF,θ(ωn).

3.3.1 参与度

参与度是一个量化体系振动模式局域化程度

的物理量 [20], 定义如下:

p(ωn) =

( ∑
i=1,N

|ein|2
)2/(

N
∑

i=1,N

|ein|4
)
, (3)

其中, ein为颗粒 i在第n个模式下的极化矢量, N

为体系去掉 ratters之后的颗粒个数. 通常 p(ω)的

取值范围是 0—1.0, p(ω) = 1/N对应的是局域化

模式, p(ω) = 1.0对应的是扩展模式. 图 4 (a)给出
了不同摩擦系数体系整体参与度 p(ω)随角频率ω

的变化曲线. 由图 4 (a)可以看出: 固定压强下, 不
同摩擦系数体系的整体参与度p(ω)在ω < 1.0的区

域 (小于ω∗的区域)均出现一个极小值, 意味着这
个区域的模式相比于其他区域更加局域化, 我们称
其为准局域化模式. 并且, 随着µ的增大, 这些准局
域化模式逐渐移向更低频率下, 而在极小值左侧体
系整体参与度 p(ω) 逐渐降低, 意味着随µ的增大

低频模式逐渐由扩展模式变为局域化振动模式. 这
可能与在固定压强下随摩擦系数增大体系平均配

位数逐渐减小有关. 值得一提的是, 在Jammed 颗
粒体统中, 当系统被进一步压缩或者剪切时, 这些
与较低能量势垒相关的准局域化模式最终将由于

趋于不稳定而引起系统的局部颗粒重排 [32]. 并且
软胶体晶体系统同样具有这样的特性 [33], 暗示准
局域化模式的出现可能成为体系具有缺陷的一个

标志. 在ω > 1.0的区域, 固定µ 下沿ω增大的方

向与固定ω下增大µ, 体系整体参与度 p(ω)均逐渐

降低, 这表明固定压强下, 在高频率与高摩擦系数
下, 体系振动模式局域化程度更高.

为了研究有摩擦体系中转动模式与平动模式

的局域化程度, 分别计算了不同摩擦系数µ下每个

振动模式的转动参与度 pR(ω)与平动模式参与度

pT(ω), pR(ω)和pT(ω)的定义如下:

pR(ωn) =

( ∑
i=1,N

∣∣eθ,in
∣∣2)2/(

N
∑

i=1,N

∣∣eθ,in
∣∣4 ),

(4)

pT(ωn) =

( ∑
i=1,N

∣∣ex,y,in
∣∣2)2/(

N
∑

i=1,N

∣∣ex,y,in
∣∣4 ),

(5)
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其中, eθ,in 与ex,y,in 分别为颗粒 i在第n个模式下的

转动极化矢量与平动极化矢量, N是体系去掉

ratters后的颗粒个数. 图 4 (b)显示了不同µ下的

pR(ω)-ω曲线. 由图 4 (b)可以看出,固定压强下,在
ω < 1.0区域, µ > 0.01体系转动模式参与度pR(ω)

随着ω的减小而减小, 表明低频转动模式更加局
域化; 并且µ > 0.01体系的pR(ω) 随着µ的增大逐

渐增大, 暗示增大摩擦系数可以使低频模式局域
化程度下降. 值得注意的是: µ = 0.001, 0.01体系
pR(ω)-ω曲线在ω = 0.6处存在极小值, 在ω < 0.6

区域 pR(ω)随着ω的减小而增加, 具体原因还有待
于进一步研究. 在1.0 < ω < 2.0的区域, µ > 0.1体

系 pR(ω)随ω的增大逐渐降低, 但µ = 0.001, 0.01,
0.1体系 pR(ω)却随ω的增大而增大; 而在ω > 2.0

的区域, 不同摩擦系数体系 pR(ω)随ω的增大逐渐

降低,并在固定ω下,体系pR(ω)随µ的增大同样逐

渐降低, 表明频率越大、摩擦越大转动模式越局域
化; 但总体来说, 不同摩擦系数体系的转动模式参
与度pR(ω) 都很低, 几乎都没有超过 0.2, 说明二维
有摩擦体系颗粒转动模式局域化程度都很高.

图 4 (c)显示了不同µ下的 pT(ω)-ω曲线. 由
图 4 (c)可以看出: 与p(ω)-ω曲线类似, 不同摩擦系
数体系的 pT(ω)-ω曲线在ω < 1.0的区域都存在一

个极小值, 且该极小值随着摩擦系数的增大逐渐移
向零频, 该结果与文献 [20,32]的三维无摩擦球体颗
粒体系的结果类似. 同样在ω > 1.0的区域, 不同
摩擦系数体系的 pT(ω)-ω 曲线与 p(ω)-ω曲线变化
几乎一致, 意味着体系平动模式同样在高频率下与
高摩擦下更加局域化.

3.3.2 转动模式贡献量

为了定量研究每个振动模式中转动模式分量

的贡献, 我们计算了转动模式参与分数 pF,θ(ωn),
如图 4 (d)所示. 其中, 转动模式参与分数 pF,θ(ωn)

的定义如下:

pF,θ(ωn) =
∑

i=1,N

(eθ,in )
2
, (6)

通常, pF,θ(ωn)取值范围为 0—1.0, pF,θ(ωn) = 0表

示转动模式对该振动模式贡献量为零, 即该模式
为纯平动模式; pF,θ(ωn) = 1.0表示该模式为纯转

动模式; 0 < pF,θ(ωn) < 1.0说明该振动模式为

既有转动模式贡献又有平动模式贡献的混合模

式. 由图 4 (d)可以看出, 不同摩擦系数体系的低频
区域 (ω < 1.0)振动模式转动模式贡献量 pF,θ(ωn)

都没有超过 0.4, 说明低频下的振动模式是以平
动模式贡献为主的混合振动模式; 而在高频区域
(ω > 4.0), 不同摩擦系数体系 pF,θ(ωn)都趋近于

1.0, 说明高频模式几乎为纯转动模式; 在中间频
率区域 (1.0 < ω < 4.0), 不同摩擦系数的体系
0.18 < pF,θ(ωn) < 0.5, 说明不同摩擦系数的体系
转动模式贡献量随角频率ω的增大逐渐增大. 值得
注意的是: 随着µ的增大, 在ω < 1.0的低频区域内

转动模式贡献逐渐增大, 暗示在高摩擦系数下转动
模式扮演更加重要的角色.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.1 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(a)

(b)

(c)

(d)

µ=1.0

µ=0.001

p
↼ω

)
p

R
↼ω

)
p

T
↼ω

)
p

F
, 
θ
↼ω

)

�

�

�

�

�

µ=0.001

µ=1.0

µ=0.001

�

µ=1.0

�

�

�

�

�

�

�

�

µ=0.001

µ=1.0

ω

�

图 4 (a)体系整体参与度 p(ω)-ω随摩擦系数 µ的变化

规律; (b)体系转动模式参与度 pR(ω)-ω随摩擦系数 µ的

变化规律; (c)体系平动模式参与度 pT(ω)-ω随 µ的变化

规律; (d)体系转动模式参与分数 pF(ω)-ω随 µ的变化规

律; 沿着箭头方向颗粒摩擦系数大小依次为: µ = 0.001,
0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 图中数据都是对频率 ω

取宽度 bin=0.05的统计结果, 频率ω为归一化频率

Fig. 4. The friction coefficientµof disks in the sys-
tem dependence of: (a) Participation ratio versus nor-
malized frequencies of the normal modes; (b) rota-
tional participation ratio; (c) translational participa-
tion ratio; (d) rotational participation fraction; here
µ = 0.001, 0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 (from bot-
tom to top), the scaled angular frequency is a statisti-
cal result by a narrow bin=0.05 of frequencies.
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3.3.3 模式结构分析

为了更加形象化地理解不同频率区域二维

有摩擦颗粒体系振动模式的结构特点, 分别在
图 5 (a)—(c)和图 5 (d)—(f)中绘制了摩擦系数为
µ = 0.001与µ = 1.0的体系在三个频率区域中

ω1 = 0.15, ω2 = 1.5和ω3 = 6.0模式的极化矢量

图. 图 5中, 平移模式的极化矢量幅度大小用黑色
箭头的长短表示; 转动模式的极化矢量幅度由小到
大变化用蓝色到红色表示.

由图 5可以看出: 1) µ = 0.001体系中ω1 =

0.15模式的 pF,θ = 0.0007p = 0.55, 为平动为主
的扩展模式, 如图 5 (a)所示; 而µ = 1.0的体系中

ω1 = 0.15模式的 pF,θ = 0.22, p = 0.17为平动为

主的局域化模式, 如图 5 (d)所示, 可见, 固定压强
下, 摩擦系数增大导致低频模式更加局域化; 2)
µ = 0.001体系 (µ = 1.0的体系)的ω2 = 1.5模式

的 pF,θ = 0.19 (pF,θ = 0.22), p = 0.33 (p = 0.21),
都为以平动为主的混合局域化模式, 如图 5 (b)和
图 5 (e)所示; 3) µ = 0.001体系 (µ = 1.0的体系)的
ω3 = 6.0模式的pF,θ = 0.9 (pF,θ = 0.92), p = 0.06

(p = 0.002), 是几乎为纯转动的高度局域化模式,
此时体系中只有少量的颗粒参加平动, 如图 5 (c)和
图 5 (f)所示.
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图 5 不同摩擦系数体系振动模式的极化矢量分布 (a)—(c) µ = 0.001的体系, 振动模式分别为 (a) ω1 = 0.15,
(b) ω2 = 1.5, (c) ω3 = 6.0的颗粒极化矢量; (d)—(f) µ = 1.0的体系, 振动模式分别为 (d) ω1 = 0.15, (e) ω2 = 1.5,
(f) ω3 = 6.0的颗粒极化矢量; (a)—(f) 每个箭头的大小与其所在位置颗粒的平移幅度成正比, 颗粒的颜色由蓝色到红色表
明其所在位置颗粒转动幅度逐渐增大

Fig. 5. Displacement vector plots of eigenmodes at (a), (d) ω1 = 0.15, (b), (e) ω2 = 1.5 and (c), (f) ω3 = 0.15 in
the system with µ = 0.001 and µ = 1.0 respectively. The size of each arrow is proportional to the translational
displacement of the particle at that position, the meaning of the color of each particle from blue to red is the
rotational displacement of the particle at that position larger and larger.
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值得一提的是, Zeravcic等 [34]的模拟研究发

现随着椭球胶体颗粒形状略微偏离球形 (颗粒长短
轴比略微偏离 1.0)时, 体系中颗粒转动模式与平动
模式完全分开; 而当颗粒长短轴比偏离 1.0较大时,
变为混合模式. 同时, Yunker等 [35]对椭球胶体玻

璃的实验研究表明, 随着椭球胶体颗粒逐渐偏离球
形 (颗粒长短轴比逐渐增加), 椭球胶体体系的低频
模式逐渐由平动为主的混合模式变为平动、转动

各占一半的混合模式, 暗示形状偏离球形和增加摩
擦类似同样导致体系低频模式转动分量贡献的增

大. 此外, Papanikolaou等 [36] 通过在颗粒边缘周

期性固定小的圆形颗粒来模拟颗粒的粗糙表面 (ge-
ometrical asperity model). 他们发现在有效摩擦系
数µeff (µeff = 1

/√
[(2Ra/R)/ sin(π/Na)]2 − 1, 其

中R为颗粒半径, Ra为边缘小颗粒半径, Na 为颗

粒边缘小颗粒个数)为0.1体系中, 其态密度曲线的
低频区域出现一个纯转动模式峰, 意味着转动模式
可能在低频下扮演重要的角色.

4 结 论

本文采用颗粒离散元方法数值模拟生成了具

有不同摩擦系数的二维有摩擦颗粒体系, 通过对角
化Hessian矩阵的方法得到体系的特征值与对应的
特征向量, 进一步研究了二维有摩擦颗粒体系中体
系结构与振动特性随颗粒摩擦系数的变化规律. 得
到如下结论.

1)固定压强下, 随颗粒摩擦系数µ的增大, 二
维有摩擦颗粒体系振动态密度D(ω)-ω曲线中, 区
分德拜标度与态密度平台的过渡频率ω∗逐渐移

向低频, 并且在约化态密度D(ω)/ω-ω曲线中对应
的玻色峰高度D(ωBP)/ωBP不断增加, 玻色峰频率
ωBP逐渐移向更低频率. 这主要由于随颗粒摩擦系
数µ (0.001—1.0)的增大, 体系平均配位数 ⟨Z⟩ 由
5.0逐渐减小至 3.2左右, 而使得体系偏离 “临界点”
的距离: ∆z = z − 3不断减小, 本质上是减小了颗
粒体系约束数目而在ω > ω∗处出现大量额外模式

所致.
2)对不同频率下颗粒体系振动模式的参与度

p(ω)和转动模式贡献量 pF,θ(ω)的分析表明: 低频
(ω < 1.0)模式是以平动为主的混合模式, 中频
(1.0 < ω < 4.0)模式是以平动为主的混合局域化模
式, 而高频 (ω > 4.0)模式几乎为局域化的纯转动

模式. 值得注意的是, 随着颗粒摩擦系数µ的增大,
低频模式的局域化程度增加, 且低频转动模式的贡
献逐渐增加, 暗示在高摩擦系数下低频转动模式扮
演着更加重要的角色.
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Vibrational density of states and boson peak in
two-dimensional frictional granular assemblies∗
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Abstract
In this paper, the two-dimensional granular assemblies composed of 2048 mono-dispersed frictional disks are simu-

lated by the discrete element method. A set of eigenvalues and corresponding eigenvectors is obtained by diagonalizing
the Hessian matrix for each stable configuration. The effects of the friction coefficient µ of disk on mechanical and
geometrical properties of these systems under isotropic confining are studied. Results show that at a fixed pressure, with
µ increasing from 0.001 to 1.0, the crossover frequency ω∗, which separates the Debye scale region from the platform
of vibrational density of states, and the boson peak ωBP gradually shift towards lower frequency, and the intensity
of the boson peak D(ωBP)/ωBP increases. These results are mainly attributed to the fact that the system becomes
more and more disordered with the increase of µ (i.e., the decrease of the average coordination number), resulting in
more excess modes at ω > ω∗. For a better understanding of the different vibration modes of the two-dimensional
frictional granular systems, we plot the polarization vector diagrams for different frequencies (ω1 = 0.15, ω2 = 1.5 and
ω3 = 6.0) for configurations with µ = 0.001 and µ = 1.0, respectively. Mode analysis results show that the mode at
low (ω < 1.0) has a mixed translational-rotational but translational-dominated character; the mode at intermediate fre-
quency (1.0 < ω < 4.0) is localized and has a mixed translational-rotational but translational-dominated character; and
the mode at high frequency (ω > 4.0) have a strongly rotational in character. It is worth noting that the low-frequency
modes become more localized and the rotational participation fraction also increases as µ increases, implying that the
rotational modes play more important role in the system with higher friction coefficient.
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