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广义非线性薛定谔方程描述的波坍缩及其演变∗

崔少燕† 吕欣欣 辛杰

(鲁东大学数学与统计科学学院, 烟台 264025)

( 2015年 9月 18日收到; 2015年 10月 26日收到修改稿 )

介绍了广义非线性薛定谔方程, 并且运用分步傅里叶方法进行了数值求解. 在外部势场一定的情况下,
给定系统一个小的初始扰动, 讨论了广义非线性薛定谔方程中复系数 p, q对波场演变过程的影响. 通过数值
研究发现波场会相继出现调制不稳定性、波坍缩、逆级联以及整个空间的湍流现象. 而当改变非线性频移系数
的量级时, 数值研究发现在波坍缩之后出现了逆级联, 最终系统的能量主要凝聚在 3个不同波矢终端的附近
区域.

关键词: 非线性薛定谔方程, 波坍缩, 逆级联, 湍流
PACS: 02.60.Cb, 47.27.Cn, 82.40.Ck, 47.20.Gv DOI: 10.7498/aps.65.040201

1 引 言

奥地利物理学家埃尔温 ·薛定谔为了描述量子
力学中的微观粒子运动的波动现象, 在德布罗意提
出的物质波的基础上以微分方程为工具提出了薛

定谔方程 [1]. 埃尔温 ·薛定谔因为在量子物理学方
面的贡献获得了 1933年度的诺贝尔物理学奖. 量
子力学中的薛定谔方程是完全基于二象性, 发展几
何学与经典力学的相似性, 把力学量代入波动方程
导出的量子力学方程. 而薛定谔方程作为量子物理
学中的一个基本假设, 其正确性只能依靠实验结果
来检验. 根据外部势能是否与时间有关, 薛定谔方
程可以分为含时薛定谔方程和定态薛定谔方程. 在
物理学中非线性薛定谔方程所描述的多体系统依

然保持能量守恒和粒子数守恒的基本约束条件, 一
般用于具有相互作用的多体系统, 为一种典型的含
时薛定谔方程. 非线性薛定谔方程是一个应用十
分广泛的非线性模型, 而当广义非线性薛定谔方程
的系数为复数时, 能够用来描述很多其他的量子物
理学方面的现象, 尤其是可以用来分析等离子体波
场中在给定初始条件下的波级联进程. 非线性薛

定谔方程很难直接求出解析解, 需要通过数值方法
求解. 其求解方法主要分为两大类: 1)分步有限差
分法; 2)分步傅里叶变换法. 一般情况, 在达到相
同精度的前提条件下, 由于分步傅里叶变换法采用
运算速度快的快速傅里叶变换 [2], 所以与有限差分
法相比, 分步傅里叶变换法运算速度快一到两个数
量级.

波坍缩现象的研究都是基于非线性薛定谔方

程展开的, 此模型已成为研究弱非线性色散波的经
典模型 [3], 而基于二维的广义非线性薛定谔方程描
述的各种不稳定性态 [4−8], 如调制不稳定性、波坍
缩、逆级联和湍流 [9,10]已经有很多相关的数值研

究, 在外部势能和初始扰动取不同分布函数的情况
下, 广义非线性薛定谔方程中复系数取不同值时,
波场的演变过程也不相同, 同时在研究波场演变过
程中也发现了许多新的物理现象 [7,8]. 本文主要研
究广义非线性薛定谔方程中复系数 p, q对波场演
变过程的影响, 首先选取一个复系数p与 q, 然后讨
论了复系数 p与 q的实数部分的正负与大小对系统

调制不稳定性、波坍缩、逆级联和湍流的影响. 通过
数值结果可以发现，当p = 1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i
时以及改变复系数 p的实数部分的正负与大小和
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复系数 q的实数部分的正负时系统会出现波坍缩、

逆级联以及在所讨论的整个相空间内出现湍流态,
只是波级联进程中的不稳定性态出现的时刻有所

不同; 而当改变复系数 q 的实数部分的大小时, 即
p = 1 + 0.04i, q = 1 + 0.6i时整个系统也出现调制
不稳定性、波坍缩和逆级联现象, 但随着时间的演
变, 数值研究发现最终系统的能量主要凝聚在 3个
不同波矢终端的附近区域, 与之前发现的能量分布
在整个相空间区域 [5,6]或者凝聚在同一波模附近区

域的物理现象 [7]不同.

2 广义非线性薛定谔方程

非线性薛定谔方程针对不同的应用有不同的

形式, 本文中所探讨的二维广义非线性薛定谔方程
的形式为 [5−8]

i∂tE + p∇2E + (V (x, y)− q |E|2)E = 0, (1)

其中, i为虚数单位, i2 = −1; ∇2是拉普拉斯算符,

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
;为了便于讨论,假定方程 (1)描述

的是电子等离子体波场的演化情况, 此时V (x, y)

代表给定的外部势能, E(x, y, t)是关于空间位置

为 (x, y)和时间 t的复合函数; 而方程 (1)的系数
p = pr + ipi , q = qr + iqi均为复数, 其中 pr表示

色散项的系数, pi为由波长决定的黏性阻尼 (增长)
系数, qr|E|2为色散项的非线性频移, qi |E|2为非线
性阻尼 (增长), 而 qi是由振幅决定的阻尼 (增长).

本文主要研究在一个局部有限振幅初始扰动

影响下的各种不稳定性态的演化, 由于整个系统能
量不守恒 ((pi , qi) ̸= 0), 所以外部势场形式的选取
对所研究的问题没有显著影响.

本文中采用的外部势场为

V (x, y) = V0

{
1− sech2

[(x
a

)2

+
(y
b

)2
]}

,

其中 a = 4, b = 4, V0 = 6. 给定的初始扰动为
指数形式, 其具有高斯脉冲的形式, 即E(x, y, 0) =

E0 exp
[
−(x2 + y2)/c2

]
, 其中E0 = 0.1, c = 1.5.

二维外部势能与初始扰动的剖面图如图 1所
示, 从空间轮廓上看, 初始的脉冲比外部势能要狭
窄得多. 从图 1也可以看出初始扰动E(x, y)的最

高点远低于外部势场V (x, y)的最高点.
由前面的分析可以知道, 当外部势能和初始扰

动给定时, 则该波场就能初步确定下来. 本文主要

是利用分步傅里叶变换方法来数值计算二维广义

非线性薛定谔方程, 采用的计算网格为 256 × 256,
每一个模拟区域为从−2π到 2π, 并且采用对称性
边界条件, 我们选择了整个空间的 1/4范围来进
行探讨. 为了增加计算精度, 选取的时间步长为
h = 0.001.
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图 1 (网刊彩色) (a)外部势场 V (x, y)与 (b)初始扰动
E(x, y)

Fig. 1. (color online) (a) The external potential
V (x, y) and (b) the initial pulse E(x, y).

3 数值结果

本文首先讨论了当方程 (1)的复系数 p与 q的

实数部分均为正数时的波场的演变过程, 然后又改
变了复系数 p与 q的实数部分的正负与大小讨论了

在这些不同情况下波场的演变过程.

3.1 当p=1+0.04i, q=10+0.6i时波场
的演变

在复系数 p与 q的实数部分均为正的情况下,
选取 p = 1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i. 在相空间中,
通过讨论系统的能量谱 |E(kx, ky)|2在不同时刻的
演化, 来研究整个系统的不稳定性状态. 图 2所
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描绘的是能量谱 |E(kx, ky)|2随时间的演化过程,
所选取的时刻为: t = 0.080, 0.120, 0.145, 0.148,
0.150, 2.000.

由图 2可以看到: 初始扰动的非线性调制首先
出现在所研究的k空间中波长较长 (|k|值较小)的
位置上; 随着时间的推移, 当 t = 0.120时, 初始扰
动的能量逐渐向波长较短 (|k|值较大)的位置上转

移, 形成波坍缩现象, 并且初始扰动的能量逐渐增
大; 当 t = 0.145时, 初始扰动的能量完全转移到
波长最短的位置; 而在 t = 0.148时, 初始扰动又
向波长较长 (|k|值较小)的位置转移, 出现了逆级
联现象, 并且初始扰动的能量也是逐渐增大的; 当
t = 2.000时, 在整个k空间出现了湍流态. 随着时
间的演化, 一直计算到 t = 20时, 湍流态持续存在.
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图 2 (网刊彩色) 当 p = 1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i时系统能量谱 |E(kx, ky)|2的演化

Fig. 2. (color online) The evolution of the spectrum |E(kx, ky)|2 for p = 1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i.

3.2 当p = −1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i时
波场的演变

当方程 (1)的复系数 p的实数部分为负数时,
即选取 p = −1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i, q的值保持

不变, 讨论色散项系数的变化对波场的不稳定性的
影响. 图 3为波场在该组参数下能量谱 |E(kx, ky)|2

在不同时刻的演化情况. 选取不同的观察时刻:
t = 0.080, 0.120, 0.140, 0.155, 0.160, 2.000.

由图 3可以看到: 初始扰动首先在所讨论的k
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空间中波长较长 (|k|值较小)的位置上产生了非线
性调制; 随着时间的推移, 当 t = 0.120 时, 初始扰
动的能量逐渐向波长较短 (|k|值较大)的位置上转
移, 形成波坍缩, 并且初始扰动的能量逐渐增大;
当 t = 0.140时, 初始扰动的能量完全转移到波长
最短的位置; 而在 t = 0.155时, 可以看到初始扰动
又向波长较长 (|k|值较小)的位置的转移, 形成了
逆级联, 并且初始扰动的能量也是逐渐增大的; 当
t = 0.160时, 可以看到在整个k空间范围内出现了

湍流态. 一直计算到 t = 2.000, 整个k空间湍流相

对比较均匀, 并且持续存在.
随后对当 p = 1 + 0.04i, q = −10 + 0.6i与

p = −1+0.04i, q = −10+0.6i以及p = 10+0.04i,
q = 10 + 0.6i时的波场演变进行了数值模拟. 通过
对初始扰动的能谱 |E(kx, ky)|2的演化进行分析得
到: 首先是初始扰动的调制不稳定性出现在波长最
长的位置, 随后初始扰动的能量传递到波长较短的
位置, 形成波坍缩, 并在很短的时间内扰动的能量
又返回向波长较长的位置传递形成逆级联, 最后在
整个k空间范围内产生湍流态. 这三组参数所产生
的不稳定性的演化过程与图 2和图 3所描述的不稳
定性的演化过程基本类似, 这里就不再一一列举演
化图像.
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图 3 (网刊彩色)当 p = −1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i时系统能谱 |E(kx, ky)|2的演化

Fig. 3. (color online) The evolution of the spectrum |E(kx, ky)|2 for p = −1 + 0.04i, q = 10 + 0.6i.
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3.3 当p = 1+0.04i, q = 1+0.6i时波场
的演变

当选取方程 (1)的复系数 p = 1 + 0.04i 时, 改

变非线性频移系数的量级, 即 q = 1 + 0.6i, 图 4给
出了相空间中能谱 |E(kx, ky)|2随时间增加的演化
过程, 所选取的时刻为: t = 0.08, 0.12, 0.15, 0.18,
0.20, 0.50, 2.00, 13.00, 25.00, 30.00.
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图 4 (网刊彩色)当 p = 1 + 0.04i, q = 1 + 0.6i时系统能谱 |E(kx, ky)|2 的演化

Fig. 4. (color online) The evolution of the spectrum |E(kx, ky)|2 for p = 1 + 0.04i, q = 1 + 0.6i.

由图 4可以看到, 当 t = 0.08时, 初始扰动出现
了非线性调制, 能量主要凝结在k空间中波长较长

(|k|值较小)的位置上,同前面所描述的两种情形类
似. 随着时间的增加, 当 t = 0.12时, 能量逐渐向波
长较短 (|k|值较大)的位置上转移, 波坍缩现象出
现, 此时初始扰动的能量逐渐增大. 当 t = 0.15时,
初始扰动的能量完全转移到波长最短的位置, 在
很短的时间内, 大约在 t = 0.18时就可以看到逆级

联, 与之前两种情形不同的是, 逆级联进程之后, 能
量主要凝聚在k空间中坐标 (64, 128)与 (128, 64)
连线附近的位置, 而不是在整个空间位置, 并且初
始扰动的能量也增大了. 当 t = 0.20时, 初始扰
动的能量从短波长位置继续向长波长位置传播,
(64, 128)与 (128, 64)连线处能量增强的同时, 能量
又继续向中心位置传递, 此时能量主要集中在坐标
(64, 128), (128, 64), (64, 64)与边界点 (128, 128)
所围成的区域内, 即湍流态出现在k空间的 1/4的
区域内, 并且在 (64, 128)与 (128, 64)连线处能量
最强. 随着时间的进一步演化, 从 t = 0.50一直到

t = 30.00, 如图 4所示, 我们可以发现系统的能量
主要凝聚在k空间中 3个不同的波矢终端附近区
域, 这里讨论的是有限区域, 边界点 (128, 128)处的
扰动能量会受边界条件影响, 不考虑边界位置的情
况, 即在 (64, 128), (128, 64), (64, 64)附近区域, 尤
其在 3个位置的能量较强. 一直计算到 t = 85, 能
量始终凝聚在3个不同波矢终端位置附近.

4 结 论

本文主要讨论了非线性薛定谔方程的复系数p

与 q的实数部分的大小与正负对波场演变过程的影

响. 通过大量的数值计算可以发现, 当改变复系数
p与 q的实数部分的正负以及复系数 p的实数部分

的大小时, 波场的演变进程是一样的, 都是先在所
研究的k空间范围中波长较长的位置产生调制不

稳定性, 并且出现波坍缩、逆级联以及整个空间内
的湍流态. 而当讨论p = 1 + 0.04i, q = 1 + 0.6i时,
即当改变非线性频移的系数时, 可以发现原来的波
级联进程发生了变化: 首先是在波长最长的位置产
生了调制不稳定性, 出现波坍缩现象, 逆级联出现
后, 湍流刚开始只出现在一条直线范围上, 随着时
间的推移, 湍流逐渐出现在了k空间的 1/4的区域
内, 随着时间进一步演化, 最终波场的能量主要凝
聚在3个不同波矢终端的附近区域.

通过改变广义非线性薛定谔方程中的色散项

以及色散项的非线性频移系数, 数值研究发现一个
小小的初始扰动能够引起波场的调制不稳定性、波

长最短位置处的波坍缩 [6−8]以及逆级联现象, 并且
发现随着时间的演化，系统的能量凝聚在 3 个不
同波矢终端位置附近, 但仍然没有发现自组织现
象 [11], 也就是说在较早的无序状态下没有比较规
则的结果形成. 同时本文的工作也可以运用到材料
科学、流体力学、量子力学、原子以及等离子物理

学、生物学以及一些其他科学领域.
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Abstract
A generalized nonlinear Schrödinger equation is numerically studied using the split-step Fourier method. For a fixed

external potential field and an initial pulse disturbance, the effects of the complex coefficients p and q in the nonlinear
Schrödinger equation on the evolution of the wave field are investigated. From a large number of simulations, it is found
that the evolution of the wave field remains similar for different signs of the real parts of p and q, and different values of
the real part of p. The initial pulse consisting of the longest wavelength modes (in the smallest-|k| corner of the phase
space) of the spectrum first suffers modulational instability. Collapse begins at t ∼ 0.1, followed by inverse cascade of the
shortest wavelength modes to longer wavelength ones, so that the whole k space becomes turbulent. For p = 1 + 0.04i,
and q = 1 + 0.6i, it is found that first modulational instability occurs in the longer wavelength regime and the wave
energy is transferred to the larger |k| modes. Then the wave collapse appears with increasing wave energy. Next, the
large-|k| modes condense into a smaller-|k| mode by inverse cascade before spreading to the center of the phase space,
until a turbulent state occurs there. Finally, most of the wave energy is condensed to the neighborhoods of three modes.
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