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自调整平滑区间粒子滤波平滑算法∗

杨伟明1)2) 赵美蓉1)†

1)(天津大学, 精密测试技术及仪器国家重点实验室, 天津 300072)

2)(天津科技大学电子信息与自动化学院, 天津 300222)

( 2015年 10月 10日收到; 2015年 11月 24日收到修改稿 )

针对非线性系统的状态估计问题, 提出了一种自调整平滑区间粒子滤波平滑算法. 该算法的显著特点是
根据采样粒子观测值与系统状态观测值之间的偏差动态修正滤波平滑区间的长度, 有效抑制了传统的粒子滤
波平滑算法中因区间长度固定可能造成粒子权重重新赋值带来误差增大的问题. 该算法的原理是依据粒子滤
波器的工作机理, 把系统状态信息和热槽组成一个抽象的整体, 将粒子滤波平滑过程类比为观测信息和热槽
交互的统计力学系统. 在无新的观测信息时, 整个系统遵循热力学第二定律, 即无论从任何初始状态出发, 整
个力学系统的熵是非减的; 而当出现新的观测信息时, 粒子滤波器像麦克斯韦妖从新的观测信息中抽取能量
传送给热槽, 使整个抽象系统的熵减少, 根据系统熵的递变规律变化对滤波平滑区间的长度加以动态修正, 优
化粒子的权重赋值, 进而提高系统状态的估计精度. 利用Matlab进行了仿真分析, 验证了该算法的有效性.

关键词: 非线性状态估计, 自调整平滑区间, 粒子滤波平滑算法
PACS: 05.45.Tp, 02.50.Fz, 02.60.Gf DOI: 10.7498/aps.65.040502

1 引 言

粒子滤波算法是运用序贯蒙特卡罗方法实现

非线性系统状态的贝叶斯估计 [1−3], 是当前非线性
系统状态估计的主流算法, 被广泛地应用到无线电
侦测 [4]、混合信号分离与参数估计 [5]、目标跟踪 [6]

等领域. 粒子滤波的基本原理是使用到当前时刻 t

接收到的所有观测数据估计 t时刻的系统状态, 而
当前常采用的是具有平滑处理的粒子滤波方法, 其
特点是使用截止到 t + L (L > 0)时刻所有的观测
数据来估计 t时刻的系统状态, 因而显著提高了粒
子滤波的估计精度.

目前粒子滤波平滑算法得到了国内外许多学

者的重视, 文献 [7]从理论上提出了一种滤波平滑
算法, 但很容易证明当 t ≪ T时, 该方法的滤波平
滑密度 p(xt|y1:T ) 估计误差较大. 在此基础上, 文
献 [8, 9]相继提出了改进的滤波平滑算法, 即在粒

子滤波后增加一个粒子集权重重新赋值的步骤, 用
重新赋值后的粒子集近似表示系统的后验概率分

布, 该算法的缺陷是在一些特定的状态空间模型
中, xt的状态仅依赖于先前时刻的状态xt−1, 估计
性能有所下降. 文献 [10, 11]提出一种简单易行的
平滑算法, 即在算法中使用一个固定长度L的区

间进行平滑处理, 该方法存在的问题是: 任意时
刻 t, 系统都存在一个长度为∆的最优平滑区间,
当L < ∆时, p(x1:t|y1:min(n+L,T ))误差较大, 而当
L > ∆时, 粒子退化现象比较严重.

本文提出了一种新的自调整平滑区间粒子滤

波平滑算法, 依据粒子滤波器的工作机理, 把系统
状态信息和热槽组成一个抽象的整体, 将粒子滤波
平滑过程类比为观测信息和热槽交互的统计力学

系统 [12−15]. 根据系统熵 [16]的递变规律变化对滤

波平滑区间的长度加以动态修正, 优化粒子的权重
赋值, 进而可以提高非线性系统状态的估计精度.

∗ 国家自然科学基金青年科学基金 (批准号: 61304246)和天津市高等学校科技发展基金计划 (批准号: 20130707)资助的课题.
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2 非线性问题描述与粒子滤波

2.1 非线性滤波问题的描述

状态空间模型是一个在各个学科领域中广泛

使用的时间序列模型, 如统计学、目标跟踪、工程力
学等领域 [17,18]. 一般将状态空间模型定义为两个
随机过程{Xt|t > 0}, {Yt|t > 0}:

X0 ∼ µ(x0), Xt|(X0:t−1 = x0:t−1)

∼ xt = ft(xt−1, Vt−1) + Vt, (1)

Yt|(X0:t = x0:t, Y0:t−1 = y0:t−1)

∼ yt = gt(yt|xt) +Wt, (2)

其中, µ(x0)为X0的初始概率密度, xt表示系统在 t

时刻的状态, yt表示 t时刻的观测向量, ft表示系统
的状态转移函数, gt表示系统的测量函数, Vt, Wt

分别表示系统 t时刻的过程噪声及观测噪声.
根据非线性问题的描述, 使用一个两阶段的递

归过程估计系统状态的后验概率密度. 首先, t时刻
的后验概率密度通过转移函数传递到 t+1时刻的
预测概率密度:

f(xt+1|y1:t) =
∫

f(xt+1|xt)dF (xt|y1:t). (3)

然后, 通过贝叶斯公式得到 t+1时刻的后验概率
密度:

f(xt+1|y1:t+1) =
f(yt+1|xt+1)f(xt+1|y1:t)

f(yt+1|y1:t)
, (4)

其中

f(yt+1|y1:t) =
∫

f(yt+1|xt+1)f(xt+1|y1:t
)dxt+1.

2.2 粒子滤波算法的基本原理

粒 子 滤 波 [19−22]算 法 采 用 一 组 从 建 议

分 布 中 采 样 带 有 权 值 的 样 本 (或 称 粒 子)
{x1

t , x
2
t , · · · , xM

t }、权值 {wi
t, i = 1, 2, · · · ,M}, 且

满足
M∑
i

wi
t = 1的集合, M为粒子数. 根据这

一支持样本 (粒子)集近似表示系统的后验概率
密度 f(xt|y1:t). 文献 [23, 24]证明了粒子滤波方
法的收敛属性, 即当M → ∞时, p(xt|y1:t) ≈
M∑
i=1

wi
tδxi

t
(xt). 通过使用支持样本集合, 用 (5)式计

算 t+1时刻的预测密度 ((3)式), 用 (6)式计算 t+ 1

时刻的后验概率密度 ((4)式).

f̂(xt+1|y1:t) =
M∑
i=1

f(xt+1|xi
t)w

i
t, (5)

f̂(xt+1|y1:t+1) ∝ f(yt+1|xt+1)

M∑
i=1

f(xt+1|xi
t)w

i
t.

(6)

2.3 粒子滤波平滑算法分析

Forward filtering-backward smoothing(FFBS)
算法 [8]基于反向递归公式 p(xt|xt+1, y1:t) 序列地

改变 t时刻粒子的权值, 计算 t时刻的边缘平滑概

率密度, two-filter (TF) smoothing [9]基于前向滤

波反向平滑公式计算系统的边缘分布 p(xt|y1:T ),
该算法不仅序列地改变 t时刻粒子的权值, 而且
在 t时刻进行重采样. 梁军 [11]提出计算粒子的

观测路径与系统状态的观测值路径的相关性,
利用线性相关性修正粒子的权值的平滑算法

PE1–4. Kitagawa [7]提出fixed-lag (FL) smooth-
ing, 认为当T > t +∆时采集到的观测数据对 t时

刻状态估计的贡献为 0, 也就是当∆足够大时有

p(x1:t|y1:t) ≈ p(x1:t|y1:min(t+∆,T )), 该算法容易实
现, 但最大的困难是无法自动确定∆的长度.

通过对以上粒子滤波平滑算法的分析可知, 当
目标的真实分布与 p(xt|y1:t)近似时, FFBS算法中
t越接近T , p(xt|y1:T )越接近目标的真实分布; 同
理, 在TF算法中, 当信息滤波 p̂(xt|yt:T )越接近目
标分布时, t越小, 粒子滤波平滑算法效果越好; 在
FL smoothing 和PE1−4算法中, 选择合理长度的
平滑区间L来估计系统的状态能够提高算法的估

计精度.

3 自调整平滑区间粒子滤波平滑算法

新的粒子滤波平滑算法源于对理想滤波

平滑算法和离散随机过程非线性滤波信息论

特性的研究. 文献 [13, 14]研究了非线性滤波
与马尔科夫过程的熵特性的关联, 定义了信
息提供S(t) := I(X; (Ys, s ∈ [0, t]))、信息存储

C(t) := I((Xs, s ∈ [t, T ]); (Ys, s ∈ [0, t]))与信息耗

散D(t) := S(t) − C(t). 这种关联把粒子滤波过程
类比为一个观测信息和热槽交互的统计力学系统.
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在该物理类比中, 由系统状态信息和热槽构成一个
抽象系统, 从任何初始状态出发, 整个系统遵循热
力学第二定律, 整个系统的熵非减. 但是, 随着观
测信息的提供, 粒子滤波器像麦克斯韦妖从观测信
息中抽取能量传送给热槽, 从而使整个抽象系统的
熵减少.

粒子滤波器Zt存储了用于系统当前状态和

未来状态估计的信息. 根据上述分析, 随着时
间进行, 信息流从观测过程流入滤波器, 然后耗
散. 即在时刻 t, S(t)提供了用于估计 t时刻系统

状态的信息量, 存储了用于估计 t + L(L > 0)时

刻的信息量C(t). 随着L增大, S(t) 不变, D(t)

增大, C(t)逐渐减小. 当C(t)减小到 0时, 用 0—
t + L(L > 0)所有的观测信息估计时刻 t的系

统状态, 从而优化 t时刻粒子集权重重新赋值.

MSExt
=

M∑
i=1

(xi
t − xt)

2 · Wt(i)表示 t时刻系统

状态采样粒子的偏差, 其中 {xi
t, i = 1, 2, · · · ,M},

Wt(i)分别表示 t时刻采样粒子和权值, xt表示 t

时刻系统真实状态值, 偏差越小粒子群的分布
越逼近 p(xt|y1:t). 由于xt未知, 使用采样粒子的
观测值与系统状态观测值之间的偏差MSEyt

=∑
(yit − y(t))2 · W (i)进行度量. 文献 [25]表明贝

叶斯状态估计可以采用如下加权自助法实现: 假设
样本 {x∗

t (i)}Mi=1是从一个概率密度函数G(x) 中抽

样得到, 而欲求的概率密度与G(x)成比例关系, 则
当样本数M → ∞时, 由G(x) 抽样组成的概率分

布趋近于这个欲求的概率密度分布, 在观测过程方
差较小时使用MSEyt

替代MSExt
显然是可行的.

在时刻 t, 随着 t + L(L > 0)增大, MSEy(t+L)
首先

减小然后增大, 该算法通过斜率改变动态的计算粒
子滤波平滑区间长度L. 从而得到

p(xt|y1:t+L) =
p(xt|y1:t−1)p(yt:t+L|xt)

p(yt:t+L|y1:t−1)
, (7)

其中, p(xt|y1:t−1)为 t时刻的先验概率密度;
p(yt:t+L|xt)为似然函数, 通过反向信息滤波序列
近似得到

p(yt:t+L|xt)

= g(yt|xt)

∫
f(xt+1|xt)p(yt+1:t+L|xt+1)dxt+1,

t < L. (8)

综合 (7), (8)式, 计算系统状态的估计值为

p(xt|y1:t+L)

= p(xt|y1:t)
∫

f(xt+1|xt)

p(xt+1|y1:t)
p(xt+1|y1:t+L)dxt+1,

t < L.

4 算法性能仿真

4.1 系统仿真模型描述

采用 (9)式一维单变量非线性经济增长数学模
型进行仿真实验, 该仿真模型已在许多文献中 [9,26]

多次使用, 具有高度的非线性. 且其似然函数
p(yt|xt) (观测方程 (10))具有双峰特性, 当 yt > 0

时, 似然函数为双峰; 当 yt < 0时, 似然函数为单
峰. 似然函数的这种双峰特性使得待解决的非线
性问题变得更加复杂, 同时为仿真实验提供了多
样性.

xt =
xt−1

2
+

25xt−1

1 + x2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + ut−1, (9)

yt =
x2
t

20
+ vt, (10)

其中, xt为系统在 t时刻的状态, yt为xt的观测值,
ut−1与 vt分别为概率密度已知的系统噪声和观测

噪声, 且分别与xt, yt独立. 同文献 [26]一样, 我们
采用初始粒子数N = 100, 采用如下误差均方根值
(root mean squared error, RMSE)反映非线性系
统的估计精度:

RMSE =

√√√√ 1

sys. tf

sys. tf∑
t=1

(xt − x̂t)2.

其中, xt表示系统 t时刻真实状态值, x̂t表示系统

状态估计值, sys. tf表示一次仿真运行时间步数,
在该仿真中, 设置 sys. tf = 100. 采用不同强度的
高斯噪声作为系统噪声和观测噪声计算RMSE最
大值、最小值、均值和方差,以对比FFBS, TF和FL
smoothing算法的估计精度. 对于FL smoothing算
法, 文献 [27]中建议选取L = 20—50, 在该仿真中
我们选取L = 20.

4.2 仿真结果分析

按照上述思路, 首先选取ut−1 ∼ N(0, 1),
vt ∼ N(0, 1), 系统初始状态x0 = 0.1进行仿真.
图 1显示了方程 (9)的仿真数据曲线,图 2—图 5分
别显示了算法FFBS, TF, FL, DLS应用系统观测
方程 (10)对系统仿真数据生成的观测数据进行粒
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子滤波的仿真结果, 其中DLS代表本文提出的自调
整平滑区间粒子滤波平滑算法.
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图 1 方程 (9)的 100点实现

Fig. 1. 100 point realization for Eq. (9).
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图 2 (网刊彩色) FFBS后验概率状态估计
Fig. 2. (color online) FFBS estimation of posterior
mean.
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图 3 (网刊彩色) FL后验概率状态估计

Fig. 3. (color online) FL estimation of posterior mean.

图 2—图 5中真实的系统状态用 (*)表示, 应
用FFBS, FL, TF, DLS算法滤波得到的系统状态

估计用 (♢)表示, 图中虚线区间表示 95%的置信区
间 (为了表示方便, 采用 2.5% 到97.5%之间的区域
作为 95%的置信区间). 从图中可以观察到FFBS,
FL, TF, DLS大约分别有 97%, 99%, 98%, 99%的
真实状态点落在置信区间. 在以上四种算法中, 虽
然都有较高比率的真实状态点落在置信区间中,
但DLS算法较其余三种平滑算法的状态估计值与
真实状态值的偏差较小, 且可以观察到FFBS算法
的置信区间较大、DLS算法的置信区间最小, 说明
DLS算法的方差最小, 算法最优越. 在多次仿真实
验中均出现上述的实验仿真结果, 显然在这种非线
性仿真模型中DLS算法优于其他三种粒子滤波平
滑算法.
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图 4 (网刊彩色) TF后验概率状态估计

Fig. 4. (color online) TF estimation of posterior mean.
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图 5 (网刊彩色) DLS后验概率状态估计
Fig. 5. (color online) DLS estimation of posterior
mean.

为进一步说明DLS算法, 在相同仿真条件下,
分别使用FFBS, TF, FL算法进行了 100次仿真,
求其RMSE的最大值、最小值、均值和RMSE方差,
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图 6显示了RMSE仿真结果, 相应的 RMSE最大
值、最小值、均值和RMSE方差显示在表 1中.
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图 6 (网刊彩色) FFBS, TF, FL, DLS算法的RMSE

Fig. 6. (color online) RMSE of FFBS, TF, FL, DLS.

表 1 FFBS, TF, FL与DLS 算法RMSE最大值、最小
值、均值及方差 (u = 1, v = 1)
Table 1. RMSE max, min, mean and variance of
FFBS, TF, FL and DLS (u = 1, v = 1).

FFBS TF FL(L = 20) DLS

Max 4.4979 2.5482 3.0893 1.0890

Mean 2.1780 1.9128 1.1307 0.9183

Min 1.4045 1.4254 0.9152 0.8006

方差 0.5525 0.1991 0.4127 0.0507

注: 表 1中的数据越小表明算法越优越.

从图 6可见, DLS算法的RMSE最大值、最小
值、均值均小于FFBS, FL, TF算法, 所以在估计
精度上明显优于其他三种算法. 由表 1中数据可
见, DLS算法的RMSE均值下降为FFBS, FL, TF
算法的约 18%—57%, RMSE方差也小于其余三种
算法.

为了增强实验的充分性, 选取系统噪声服从
正态分布ut−1 ∼ N(0, 10), 观测噪声服从正态分布
vt ∼ N(0, 10). 在相同仿真条件下仿真 100次, 计
算RMSE最大值、均值、最小值、方差, 图 7显示了
实验仿真结果, 相应的 RMSE最大值、最小值、均
值和RMSE方差显示在表 2中.

从图 7观察到当系统噪声和观测噪声增大时,
四种算法的RMSE最大值、最小值及均值均增大,
粒子滤波平滑算法的估计性能下降, 但DLS算法
依然在估计精度上明显优于FFBS, FL, TF算法.

由表 2中数据可见, DLS算法的RMSE均值下降
为FFBS, FL, TF算法RMSE均值的约16%—44%,
RMSE方差小于FL, TF算法的RMSE方差.
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图 7 (网刊彩色) FFBS, TF, FL, DLS算法的RMSE
(u = 10, v = 10)
Fig. 7. (color online) RMSE of FFBS, TF, FL and
DLS (u = 10, v = 10).

表 2 FFBS, TF, FL与DLS算法RMSE最大值、最小
值、均值及方差 (u = 10, v = 10)
Table 2. RMSE max, min, mean and variance of
FFBS, TF, FL and DLS (u = 10, v = 10).

FFBS TF FL (L = 20) DLS

Max 5.6594 4.4375 5.3818 3.7173

Mean 5.1000 3.7461 3.3885 2.8428

Min 4.5880 3.1839 2.6134 2.4561

方差 0.2104 0.2765 0.5560 0.2290

注: 表 2中的数据越小表明算法越优越.

DLS算法在观测噪声增大时状态估计性能下
降, 分析原因由DLS算法原理可知, 该算法的估计
性能依赖于系统状态观测值的精度, 较大的观测噪
声使系统状态观测值的精度下降, 从而导致该算法
的滤波性能下降.

图 8显示了上述四种算法计算用时比较. 仿
真环境: Inter(R) Core™i5-3470@3.20 GHz, Mat-
labR2014b. 在相同的仿真环境下, 仿真 100次显
示, DLS算法用时小于FFBS, TF, 与FL算法用时
相当. 且在FFBS, TF滤波算法中, 如果求 t时刻的

估计值, 那么必须执行算法从T到 t计算T − t次才

能够得到. 而在DLS中估计 t时刻状态时, 无需从
T时刻进行遍历, 所以当用并行计算方法实现DLS
时, 算法用时会进一步降低.
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图 8 (网刊彩色) FFBS, TF, FL, DLS时间比较
Fig. 8. (color online) Performance comparison of
FFBS, TF, FL, DLS filter computation time.

5 结 论

本文通过把系统状态信息和热槽组成一个抽

象的整体, 将粒子滤波平滑过程类比为由观测信息
和热槽进行交互的统计力学系统. 在粒子滤波/重
采样的基础上, 提出了一种新的自调整平滑区间
粒子滤波平滑算法. 该算法应用采样粒子的观测
值与系统状态观测值之间的偏差, 动态计算滤波
平滑区间的长度, 优化了粒子权值的重新赋值、提
高了非线性系统的状态估计精度. 仿真结果表明,
与FFBS, TF smoothing, FL smoothing算法相比
较, 本文提出的算法在计算精度上大大高于现有的
粒子滤波平滑算法, 仿真结果验证了该算法的有
效性.
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Abstract
A novel particle filter smoothing algorithm for non-linear state estimation is proposed. The key point of this

algorithm is that the length of the interval of the particle filter smoothing can be dynamically computed by the difference
between the particle and the signal observations, which effectively suppress the phenomenon of increasing error of the
system state estimation caused by the particles’ weight redistribution when using the fixed smoothing interval method.
By considering the signal and the heat bath as an abstract universe based on the particle filter/resampling, a physical
analogy is made between the particle filter and the abstract universe, which obeys the second law of thermodynamics.
That is to say, when there is no new observation, no matter where the initial state is from, the entropy of the whole
system will increase. However, with the coming of the observations this law can be violated. The particle filter behaves
like a Maxwellian demon in this physical analogy, returning energy to the heat bath which thus causes entropy to
decrease. This is possible due to the steady supply of new information. Then the length of the smoothing interval can
be dynamically corrected based on the change of the entropy, so the weight assignments of the particles is optimized,
and the performance of the particle filter can be improved. The estimation accuracy of the approach which is verified
by simulations is better than the traditional smoothing methods with an affordable computation burden.
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