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一维相位缺陷量子行走的共振传输∗

王丹丹 李志坚†

(山西大学理论物理研究所, 太原 030006)

( 2015年 11月 8日收到; 2015年 12月 27日收到修改稿 )

从分立时间量子行走理论出发, 分别在包含两个格点相位缺陷和一段格点相位缺陷 (方相位势)的一维格
点线上研究量子行走的静态共振传输. 利用系统独特的色散关系和边界点上的能量守恒条件, 获得量子行走
通过缺陷区域的透射率, 讨论了相位缺陷的强度和宽度不同时透射率随入射动量的变化行为. 在相位缺陷强
度π/2两侧, 透射率表现出不同的共振特性, 并给出了强缺陷强度下共振峰和缺陷宽度的关系.

关键词: 量子行走, 相位缺陷, 散射特性
PACS: 03.67.Lx, 03.65.Ge, 05.40.FB DOI: 10.7498/aps.65.060301

1 引 言

量子行走是经典随机行走的量子力学推

广 [1,2], 其与经典随机行走的不同之处在于量子
行走中的粒子可以处于相干叠加态, 而且粒子可
以同时到达所有最近邻格点, 这就导致了量子行
走具有更快的扩散速度, 因此人们基于量子行走
提出了诸如Shor因子分解、Grover搜索等量子算
法 [3,4], 并可进行普适的量子计算 [5]. 量子行走也
是仿真许多动力学过程的有效平台, 自旋链上量子
态的转移 [6]、光合作用中的能量传输等 [7]都可以用

量子行走进行模拟. 实验上, 人们已经利用囚禁离
子 [8]、核磁共振 [9]、光格子中的冷原子 [10]以及波导

阵列等 [11,12]许多物理系统实现了单粒子的一维量

子行走, 最近两粒子或高维量子行走的实验也有报
道 [13,14].

与经典随机行走类似, 量子行走也有连续时
间量子行走 [15]和分立时间量子行走 [16]两种形式.
虽然二者在数学形式上不同, 但它们之间存在着一
定的内在关联, 物理意义却是相通的 [17]. 本文主要
研究分立时间量子行走, 它在位置空间移动的方向

由内部硬币态决定, 直接通过幺正算符来定义, 但
其生成元可等效为狄拉克粒子的有效哈密顿量形

式 [18]. 均匀空间上的量子行走人们已经做了大量
研究, 但一般情况下位置空间中的格点缺陷无法避
免, 因此量子行走中的退相干和无序效应受到了人
们的广泛关注 [19−23]. 虽然分立时间量子行走中没
有势能的概念, 但文献 [24]通过对比分立时间量子
行走和连续时间量子行走在单点缺陷和两点缺陷

下的相似行为, 说明了可以由分立时间量子行走硬
币算符中的参数来等效连续时间量子行走中的格

点势能. 退相干和无序效应除了会导致量子行走从
弹道传输到扩散传输过渡外, 有时还会引起一些反
直觉的结果, 如选取适当的无序噪声参数可以使得
量子态转移得更好 [25,26]. 弹道扩展行为是均匀空
间量子行走的本质特征, 但与其相反的局域化效应
却引起人们更大的兴趣. 量子行走的局域化从起因
上来讲有三种类型. 一种是由无序引起的安德森局
域化 [27−31], 它源于无序的随机性, 与系统的初态
无关, 分布概率随距初始位置的距离指数衰减; 第
二种是拓扑局域化 [32,33], 这是当前的热点问题. 分
立时间量子行走可以同时具有时间反演对称性、粒

子 -空穴对称性和手征对称性, 其具有与拓扑绝缘
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体类似的能带结构, 而且其能隙的开闭可以通过硬
币算符中的参数进行调节, 这样量子行走被认为是
一种简单的拓扑绝缘体理论模型. 体表对应原理
预言在两种不同拓扑材料分解面上存在局域化的

边缘态 [34], 而且这种局域化现象被人们用分裂步
量子行走的方法进行了验证. 第三种是本征局域
化 [24], 这种局域化与系统的初态选取有关, 近来人
们解析地给出了单点缺陷下量子行走的本征束缚

态 [35−38], 局域化的强度恰好就是系统初态在本征
束缚态上的投影.

位置空间上的缺陷除了破坏量子行走的平移

不变性并引起动力学局域化外, 其静态散射效应
也值得研究. 相关的研究报道较少, 最近文献 [39]
和 [40]分别研究了分立时间量子行走中的相位缺
陷和连续时间量子行走中的格点势能缺陷对它们

静态散射特性的影响, 并给出一维单点缺陷下透射
率的解析表达式. 本文进一步以包含两个对称格点
相位缺陷和一段连续相位缺陷的一维格点为模型,
研究分立时间量子行走的静态散射特性, 讨论量子
行走的共振传输行为.

2 分立时间量子行走及其本征问题

分立时间量子行走定义在硬币空间与位置空

间的直积空间中, 如果硬币空间和位置空间分别
由硬币态 |c⟩(c = 0, 1)和表征格点位置的态函数

|n⟩, n ∈ Z张开, 则决定量子行走动力学演化的一
步演化算符可表示为

U =

(∑
c

(|c⟩⟨c| ⊗ Sc)

)
(C ⊗ I), (1)

其中Sc = |n+ (−1)c+1⟩⟨n|是量子行走依赖于硬币
态 |c⟩的条件平移算符, C表示硬币算符, I表示作
用在位置空间的单位算符. t时刻也就是行走 t 步

后, 系统的波函数 |ψ(t)⟩由演化算符U对初态连续

作用 t次得到, 即有 |ψ(t)⟩ = U t|ψ(0)⟩. 若选取单参
数的硬币算符

C =

cos θ sin θ

sin θ − cos θ

 ,

把方程 (1)做傅里叶变换, 其在动量空间可表示为

Uk =

cos θ e−ik sin θ e−ik

sin θ eik − cos θ eik

 . (2)

Uk的本征值为λ = e−iE , 其中E与动量 k满

足关系

sinE = cos θ sin k, (3)

相应的本征矢为

ξk =
1√

2− 2 cos θ cos(k − E)

×

 e−ik sin θ

e−iE − cos θ e−ik

 . (4)

值得注意的是, 对于任何一个 k都可以由方程

(3)得到两个不同的E, 因此λ和 ξk实际上各包

含两组本征值和本征矢. 幺正算符U可以表示

为U = e−iH 的形式, 其中H为其生成元, 相当
于系统的哈密顿量算符, 这样E就相当于系统

的准能量, 方程 (3)即为系统的色散关系. 从方
程 (3)可知, k与E都以 2π为周期, 且每个能量
E同时对应两个动量 k1 = arcsin(sinE/ cos θ)和
k2 = π − arcsin(sinE/ cos θ). 因此具有能量E的

量子行走在一维均匀格点线上的波函数可表示为

一般形式

|ψ(n)⟩ = X1 eik1nξk1 +X2 eik2nξk2 , (5)

其中X1和X2为任意常数.
由 色 散 关 系 得, 波 速 υp = dE/dk =

cos θ cos k/ cosE, 本文中我们选取硬币参数 θ =

π/4, 也就是

C =
1√
2

1 1

1 −1


为Hadamard硬币算符. 图 1 (a)给出了当 k = k1

时, k1(实线)和υp (虚线)分别随能量E的变化曲

线; 图 1 (b)给出了k = k2时相应的情况. 如图 1所
示, 当E ∈ (−π/4,π/4)或E ∈ (3π/4, 5π/4)时, 波
矢k的值为实数; 而在一个 2π周期的其他区域, k
的值为虚数, 量子行走将无法传播. 波速为正和波
速为负时对应的k和E的取值范围如表 1所列. k

要为实数, 相应E的取值范围依赖于硬币参数 θ的

取值大小.
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表 1 正波速和负波速对应的 k与E的取值范围

Table 1. The value ranges of k and E for positive or negative wave velocity.

1⃝ 2⃝ 3⃝ 4⃝

υp υp > 0 υp > 0 υp < 0 υp < 0

E E ∈ (−π/4,π/4) E ∈ (3π/4, 5π/4) E ∈ (−π/4,π/4) E ∈ (3π/4, 5π/4)

k k = k1 ∈ (−π/2,π/2) k = k2 ∈ (π/2, 3π/2) k = k2 ∈ (π/2, 3π/2) k = k1 ∈ (−π/2,π/2)
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图 1 动量 (实线)和波速 (虚线)随能量E的变化

(a) k = k1; (b) k = k2

Fig. 1. Shown are the variations of momentum (solid
line) and velocity (dashed line) with the incident en-
ergy: (a) k = k1; (b) k = k2.

3 两个对称相位缺陷下量子行走的散
射特性

把一维分立时间量子行走的标准模型进行拓

展, 在无限长格点线上任选两个格点, 假定在这两
点处具有相同的相位缺陷ω = eiϕ, ϕ ∈ (0, 2π), 也
就是说, 量子行走在每次经过这两点时都会得到一
个ϕ相位, 为了方便计算, 我们选取两个点关于原
点对称n = N,−N , 量子行走的条件平移算符可改
写为Sϕ

c = eiϕ(δn,N+δn,−N )Sc. 相位缺陷的出现会
破坏系统的平移不变性, 缺陷点会对量子行走产生
散射, 改变其分布概率. 下面我们对静态散射特性
进行研究, 讨论量子行走通过缺陷点的透射概率.

设n = N,−N处的波函数分别为χ1 =

(x1 y1)
T和χ2 = (x2 y2)

T, 整个系统的波函数
可分为五段, 即

ψ(n)=



A e ik1nξk1
+B e ik2nξk2

, n < −N,

χ1, n = −N,

C e ik1nξk1 +D e ik2nξk2 , −N < n < N,

χ2, n = N,

G e ik1nξk1
+ F e ik2nξk2

, n > N.

(6)

如果我们假定粒子从缺陷点的左侧入射, 沿着正
方向传播, 并选取表 1中υp > 0的第 1⃝组为入射
波的参数取值, 则第 3⃝组就是反射波的参数取值.
也就是此时E ∈ (−π/4, π/4), 入射波的波矢为
k = k1 ∈ (−π/2,π/2), 则相应的反射波的波矢
为 k = k2 = π − k1 ∈ (π/2, 3π/2). 因此可令
A = 1, F = 0, 其他参数B, C, D, G和x1, x2, y1,
y2可通过在边界点n = −N − 1,−N,−N + 1, N −
1, N,N +1处的边界方程求得. 给定入射粒子能量,
则粒子在每一点处的能量都守恒, 也就是有

⟨n|U |ψ⟩
⟨n|ψ⟩

= e−iE . (7)

将波函数 (5)式代入系统的边界方程 (7), 得到 12
个线性方程, 但其中 8个方程是相互独立的, 对其
求解即获得系统的反射系数R = |B|2和透射系数
T = |G|2.

当相位缺陷ϕ = π时, 图 2给出量子行走通过
两个相位缺陷格点区域的透射率随着入射动量的

变化曲线. 从图中可以看出, 透射率表现出振荡特
性, 在某些k值下, 透射率达到 1, 即量子行走能够
完全通过缺陷势垒. 随着两个相位缺陷格点间的距
离2N +1增大,完全透射所对应的波矢个数也随之
增加, 共振峰的个数恰好是 2(N − 1)个. 这种现象
可以类比于量子力学中的冉绍尔效应, 当电子的动
能处于某个特定值时, 电子与原子碰撞后的散射概
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率达到极小值, 即电子可以完全隧穿. 我们将格点
上出现的相位缺陷当作势垒, 量子行走隧穿势垒的
过程也就相当于电子与原子的碰撞, 由于入射波与
反射波的干涉效应, 就会存在多个这样的波矢使之
完全透射. 当两个相位缺陷格点间的距离不变时,
图 3给出N = 3时, 不同相位缺陷强度ϕ下透射率

随入射动量k的变化情况. 透射峰的共振宽度随着
相位缺陷ω = eiϕ, ϕ ∈ (0,π)中ϕ的增大逐渐变窄,
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图 2 ϕ = π时波的透射率随动量的变化 (a) N = 2;
(b) N = 3; (c) N = 4

Fig. 2. Curves of the transmission probability versus
incident momentum for ϕ = π: (a) N = 2; (b) N = 3;
(c) N = 4.
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图 3 N = 3时波的透射率随动量的变化 (a) ϕ = π/5;
(b) ϕ = π/2; (c) ϕ = 4π/5

Fig. 3. Curves of the transmission probability ver-
sus incident momentum for N = 3: (a) ϕ = π/5;
(b) ϕ = π/2; (c) ϕ = 4π/5.

且振荡幅度越来越大, 这一现象在k < 0区间尤为

明显. 特别是如图 3 (b)所示, 透射幅度在ϕ = π/2,
k = −π/2处无解, 此时入射能量E恰好接近于

−ϕ/2, 但稍微偏离该值, 量子行走的透射率就变为
1, 与图 3 (a)和 (c)中的情况完全不同.

4 方相位势垒下量子行走的散射特性

进一步我们考虑从第−N格点到第N格点的

2N + 1个格点上都存在相同相位缺陷ω = eiϕ,
建立方相位势垒模型, 即条件平移算符为S

′ϕ
c =

exp
(

iϕ
N∑

m=−N

δn,m

)
|n+(−1)c+1⟩⟨n|. 类似于方程

(2), 在方相位势垒区域, 演化算符在动量空间可表

示为Uκ =

(
ω 0

0 ω

)
Uk, 其本征值为λ′ = eiϕ e−iE′ ,

其中κ,E′分别表示粒子处于相位势垒区域时的

准动量和准能量, 它们满足的色散关系形同于方
程 (3); 本征矢的形式与方程 (4) 相同, 与相位ϕ

无关, 只需用E′代替E, κ代替 k即可, 我们将其
记为 ξκ. 粒子的能量在整个系统中保持守恒, 如
果入射粒子的能量为E, 则E′满足E′ = E + ϕ,
相应的两个波矢为κ1 = arcsin(sinE′/ cos θ)和
κ2 = π− arcsin(sinE′/ cos θ).

一维无限长格点上存在一段连续的相位缺陷,
由 (5)式可知, 整个系统的分段波函数可表示为

|ψ(n)⟩ =


a e ik1nξκ1

+ b e iκ2nξκ2
, n < −N,

c e iκ1nξκ1
+ d e iκ2nξκ2

, −N 6 n 6 N,

g e iκ1nξκ1 + f e iκ2nξκ2 , n > N.

(8)

如果我们仍选取表 1中 υp > 0的第 1⃝组为入
射波的参数取值, 也就是 k ∈ (−π/2, π/2), 则
a = 1, f = 0. 在格点n = −N − 1,−N,N,N + 1

处量子行走的总能量相同, 波函数满足方程 (7),
可获得 4个相互独立的方程, 求解得到反射系数
R = |b|2和透射系数T = |g|2.

图 4给出了N = 3时透射系数随入射动

量 k和缺陷强度ϕ变化的密度图. 图中透射率
在 k ∈ (−π/2, π/2)和ϕ ∈ (0, 2π)区域关于点

(k = 0, ϕ = π)反演对称, 深色表示透射率大, 浅色
表示透射率小. 中间两段浅色带状区域, 透射率几
乎为零, 因为此时在方相位势垒区域量子行走是隧
穿通过的, 而在其他区域是振荡传播的. 图 5给出
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了波矢κ1是实数还是复数所对应的k, ϕ取值区域

示意图, 图中深色区域κ1为复数, 浅色区域κ1为实

数. 两图相比可以明显看出, 当κ为复数时, 量子行
走几乎全部被反射, 此时−N到N这段方相位缺陷

可视为一段势垒; 当κ为实数时, 则该段方相位缺
陷被视为一段势阱, 入射波与反射波相互干涉, 量
子行走的透射率出现振荡行为.

2.0

1.5

1.0

0.5

0

φ
/
p

k/p

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

图 4 透射率 T 随入射动量 k和缺陷相位 ϕ变化的轮廓

图, 深色区域透射率大, 浅色区域透射率小
Fig. 4. Contour plot of the transmission probability
versus incident momentum k and defect phase ϕ.

2.0

1.5

1.0

0.5

0

φ
/
p

k/p

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

图 5 相位缺陷区域动量 κ随入射动量 k和缺陷相位 ϕ 变

化的示意图, 深色区域其为复数, 浅色区域为实数
Fig. 5. Schematic diagram of κ versus incident mo-
mentum k and defect phase ϕ.

为了更清楚地分析量子行走通过方相位势垒

的透射率的振荡特性, 我们选取相位缺陷ϕ = π.
图 6给出透射率在不同势垒宽度下随入射动量 k

的变化曲线. 当ϕ = π时, 对于k ∈ (−π/2, π/2)
所有取值, κ1总为实数, 方相位缺陷区域相当于势
阱, 量子行走传播通过该区域时, 在某些k值处发

生共振传输, 透射率达到 1. 与图 2相比, 此时共振
峰的个数也随着相位缺陷区域格点宽度 2N + 1的

增加而增加, 但共振峰的个数由图 2中的 2(N − 1)

个变为 2N个, 而且透射率的极小值形成了一个包
络, 在两个共振峰之间不再出现全反射的情况. 固
定方相位势垒区域的宽度N = 3, 量子行走透射
率在不同相位大小下随入射动量k的变化如图 7所
示. 对比图 5 , 当ϕ = π/5时, k < 0.071π, 则κ1为

实数; k > 0.071π, 则κ1为虚数. 此时, 由于ϕ值较

小, 相当于势阱较浅或势垒较低, 图 7 (a)中的透射
率在传输区域较大, 振荡行为也不明显, 随着k的

增大进入隧穿区域, 量子行走则很难通过方相位势
垒, 透射率几乎为零. 增大势垒强度, 当ϕ = 4π/5

时, k < −0.071π, 则κ1为虚数; k > −0.071π, 则
κ1为实数, 相应地, k从−π/2增大, 量子行走一开
始隧穿通过方相位势垒, 图 7 (c)中的透射率几乎
为零, 当k经过−0.071π后, 方相位势垒变为方相
位势阱, 透射率在深势阱下出现明显的共振振荡
行为. 与量子力学中的方势垒隧穿不同的是, 此处
无论方相位势垒多大, 在隧穿区域透射率几乎为
零, 更接近经典行为. 然而, 当ϕ = π/2时, 虽然κ1

在k = −π/2, π/2两点 (此两值处透射幅度无解)
之外都为复数, 但量子行走的透射率在 k接近于

−π/2的区域并没有接近于零, 而是表现出量子隧
穿行为.
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图 6 ϕ = π时波的透射率随动量的变化 (a) N = 2;
(b) N = 3; (c) N = 4

Fig. 6. Curves of the transmission probability versus
momentum k for ϕ = π and (a) N = 2; (b) N = 3;
(c) N = 4.
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图 7 N = 3时波的透射率随动量的变化 (a) ϕ = π/5;
(b) ϕ = π/2; (c) ϕ = 4π/5

Fig. 7. Curves of the transmission probability versus
momentum k for N = 3: (a) ϕ = π/5; (b) ϕ = π/2;
(c) ϕ = 4π/5.

5 结 论

分立时间量子行走的准能量与动量间具有独

特的色散关系方程 (3), 两条能带间的能隙大小依
赖于硬币参数的取值大小, 由此我们分析了波速的
方向与动量、能量取值之间的关系. 接着在一维格
点上的分立时间量子行走模型中引入两个和一段

格点相位缺陷, 破坏量子行走在格点线上的平移不
变性, 研究了在这两种缺陷模型下量子行走的静态
散射特性. 当相位缺陷强度最大ϕ = π时, 如果只
在一维格点线上的±N格点处关于原点对称的存
在两个相位缺陷, 量子行走的投射共振峰的个数为
2(N − 1); 如果从−N格点到N格点的区域内均存

在相同的相位缺陷, 量子行走的透射共振峰个数则
为 2N个. 量子行走的共振方式在ϕ = π/2处发生

转变, 当ϕ < π/2时, 发生共振的入射动量区域较
宽, 而当ϕ > π/2时, 共振行为表现为一个个独立
的尖峰结构. 我们在 (k, ϕ)参数空间给出方相位缺
陷情况下量子行走通过相位缺陷区域是传输还是

隧穿的结构图, 由此解释了透射率的变化特性. 在
隧穿区域, 量子行走几乎发生了全反射, 趋向于经
典粒子的行为.
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Abstract
In this paper, the resonance transmission of discrete time quantum walk is studied when it walks on one-dimensional

lattice in which two-phase defects or a piece of phase defects exists. The quasi energy of discrete time quantum walk
has a unique dispersion relation with the momentum, from which we first discuss the wave velocity direction versus the
values of momentum, and distinguish the incident wave and the reflected wave. The gap between two energy bands
depends on the parameters of coincident operator, so the phase defects, which break down the translation invariance of
quantum walk on uniform lattices, can be regarded as an analogue of quantum potential. Then we use the condition
of energy conversion at the boundary points to obtain the transmission rate and discuss its variation with the incident
momentum for different strengths and widths of defects in detail. The multiple resonant peaks are observed due to the
enhanced interference effect. Different resonant behaviors are shown when the strength of defect is less or greater than
π/2, correspondingly the resonances occur in a wide region of incident momentum or the sharp resonant peaks appear
at discrete values of momentum. Under the condition of strong defect strength, i.e., ϕ approaching to π, the qualitative
relation between the number of resonant peaks and the widths of defect region is given. The number of resonant peaks
is 2(N − 1) when the two phase defects are located at ±N sites symmetric about the origin, while the number is 2N
when a piece of phase defects is located at −N to N sites. In the case of a piece of phase defects, we also present the
phase diagram in parameter space of (k, ϕ) to show the discrete time of quantum walk propagating or tunneling through
the defect region. In terms of this phase diagram, the variations of transmission rate with the incident momentum are
reasonably explained. One special phenomenon is that the quantum walk is almost totally reflected in the tunneling
case except for ϕ = π/2 and k being slightly off −π/2. Moreover, this behavior seems little affecting the defect strength,
just similar to a classical particle. As a result of this research, we hope to deepen the insight of the quantum walk and
provide methods to control the spreading of quantum walk through artificial defects.

Keywords: quantum walk, phase defect, scattering property

PACS: 03.67.Lx, 03.65.Ge, 05.40.FB DOI: 10.7498/aps.65.060301

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant Nos. 10974124, 11274208) and the Shanxi
Scholarship Council of China (2015-012).

† Corresponding author. E-mail: zjli@sxu.edu.cn

060301-7

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.85.012329
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.88.042334
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.88.042334
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.89.042317
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.89.042317
http://dx.doi.org/10.1038/srep13585
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.92.012323
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/48/35/355301
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/48/35/355301
http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.060301

	1引 言
	2分立时间量子行走及其本征问题
	Table 1
	Fig 1


	3两个对称相位缺陷下量子行走的散射特性
	Fig 2
	Fig 3


	4方相位势垒下量子行走的散射特性
	Fig 4
	Fig 5
	Fig 6
	Fig 7


	5结 论
	References
	Abstract

