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具有非线性阻尼涨落的线性谐振子的随机共振∗
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较之于线性噪声, 非线性噪声更广泛地存在于实际系统中, 但其研究远不能满足实际情况的需要. 针对
作为非线性阻尼涨落噪声基本构成成分的二次阻尼涨落噪声, 本文考虑了周期信号与之共同作用下的线性谐
振子, 关注这类具有基本意义的阻尼涨落噪声的非线性对系统共振行为的影响. 利用Shapiro-Loginov公式和
Laplace变换推导了系统稳态响应振幅的解析表达式, 并分析了稳态响应振幅的共振行为, 且以数值仿真验证
了理论分析的有效性. 研究发现: 系统稳态响应振幅关于非线性阻尼涨落噪声系数具有非单调依赖关系, 特
别是非线性阻尼涨落噪声比线性阻尼涨落噪声更有助于增强系统对外部周期信号的响应程度; 而且, 非线性
阻尼涨落噪声比线性阻尼涨落噪声使得稳态响应振幅关于噪声强度具有更为丰富的共振行为; 同时, 二次阻
尼涨落噪声使得稳态响应振幅关于系统频率出现真正的共振现象; 而在这些现象和性质中, 非线性噪声项的
非线性性质对共振行为起着关键的作用. 显然, 以二次阻尼涨落作为基本形式引入的非线性阻尼涨落噪声,
可以有助于提高微弱周期信号检测的灵敏度和实现对周期信号的频率估计.

关键词: 线性谐振子, 非线性阻尼涨落噪声, 随机共振
PACS: 05.40.–a, 05.40.Ca, 02.50.–r DOI: 10.7498/aps.65.060501

1 引 言

随机共振是由Benzi等 [1]在 20世纪 80年代为
解释古气象冰川问题而首次提出的. 随机共振是在
一定条件下噪声、信号和系统的非线性协作现象.
与传统的噪声有害思想相悖, 随机共振现象表明:
在一定的条件下, 有可能实现噪声能量向信号能量
的转移, 进而增强系统的有序性 [2]. 随机共振理论
的提出使人们意识到噪声对动力学系统的积极的

调控作用. 传统的随机共振是指系统响应的信噪比
随噪声的某些特征参数 (如噪声的强度、相关率等)
非单调变化的现象; 广义的随机共振是指系统响应
的某些函数 (如矩、自相关函数、功率谱或信噪比
等) 随系统的某些特征参数 (如激励振幅、频率或噪
声的强度、相关率等) 非单调变化的现象 [3]. 随机

共振是随机动力学系统中一种较为普遍的现象, 在
激光物理、生物物理、化学物理及信号处理等诸多

领域有着广泛的应用 [4−7], 因此引起了人们的普遍
关注和浓厚兴趣.

对随机共振现象的早期研究主要集中在由周

期信号和加性噪声共同激励的非线性系统, 而且
在相当长的一段时间内非线性被认为是随机共振

出现的必要条件 [8−11]. 自从Fulinski等 [12]利用数

值方法在受非Markov噪声驱动的线性随机流模型
中发现系统响应的信噪比关于噪声强度存在随机

共振现象, 线性系统的随机共振现象便引起广泛
关注. 围绕各种线性系统和不同形式的激励噪声,
关于随机共振现象的研究进一步展开. 在由乘性
色噪声和周期信号共同激励的线性系统, 或者仅
由乘性色噪声激励的线性系统以及由关联的多种
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噪声联合激励的线性系统中均发现了随机共振现

象 [13−17].
线性谐振子是最简单也是最理想的力学系统,

同时它还是物理、化学、电子等自然科学和工程科

学中的一个重要的基础性模型. 系统往往不是孤立
存在的, 常受到外界涨落因素的影响, 外噪声对线
性谐振子动力学行为的影响很大, 相关问题的研究
近年来已成为学者们的关注热点 [18−23]. Brown粒
子在理想液体中的运动常被建模为线性谐振子. 针
对物理、化学系统中常见的环境黏性介质, Gitter-
man和Shapiro [18]在线性谐振子中引入质量涨落

噪声来考察环境分子的吸附能力对系统动力学特

性的影响:

[m+ ξ(t)]
d2x(t)

dt2 + γ
dx(t)

dt + ω2
0x(t)

= A0 cos(Ωt) + η(t), (1)

发现谐振子的响应幅值增益存在随机共振现象.
RLC电路是各种电子设备中的基本电路, 也常被建
模为线性谐振子. 针对电子设备中数字电路和模拟
电路常共存的情形, Jiang等 [19]在线性谐振子中

引入阻尼涨落噪声来刻画数字信号对模拟电路中

电导的扰动, 并考察其对系统动力学特性的影响:

d2x(t)

dt2 + γ[1 + ξ(t)]
dx(t)

dt + ω2
0x(t)

= A0 cos(Ωt) + η(t), (2)

发现谐振子的响应幅值增益存在随机共振现象. 此
外, 文献 [20—23]的作者在存在质量涨落、频率涨
落的线性谐振子中也观察到了丰富的共振现象. 然
而以上文献考虑的涨落噪声主要是线性噪声 (即色
噪声的一次线性函数), 而对涨落噪声是色噪声的
非线性函数的相关研究较少, 还有待于进一步深
入. 在激光抽运系统中, 由于外部源的扰动, 就存
在着涨落噪声是抽运噪声的非线性函数的情况 [24],
如Zhang等 [25]讨论的乘性噪声是抽运噪声的二次

函数时的单模激光系统的随机共振现象. 事实上,
由于设备或器件内外环境中电场强度的扰动以及

更低尺度源于量子效应的各种热噪声, 实际的物
理、电子系统中, 涨落噪声是常以色噪声的非线性
函数的形式出现的 [26], 二次幂的噪声是其最基本
的成分. 如在RLC电路中, 数字信号对模拟电路中
电导的扰动就存在非线性的情况, 即线性谐振子中
阻尼涨落噪声为色噪声的非线性函数, 因而, 模型

(2)可被重新建模为
d2x(t)

dt2 + γ[1 + f(ξ(t))]
dx(t)

dt + ω2
0x(t)

=A0 cos(Ωt) + η(t), (3)

其中, f(ξ(t))为 ξ(t)的非线性函数. 随机共振是信
号、噪声与系统的非线性协作现象, 这种现象自然
与噪声的性质密切相关, 噪声的非线性对系统动力
学特性的影响是必须考虑的重要因素, 在这种情况
下, 其相关研究便具有现实和客观的物理、技术需
求和意义. 而二次函数的噪声, 作为非线性噪声最
基本的构成成分之一 (幂级数展开中最基本的非线
性影响因素), 其性质和影响自然成为研究的重点;
在这方面也已有一些先期的研究: Sagues等 [27]研

究了含二次噪声的随机微分方程的非Markov 动
力学特性; Hector等 [28]发现由二次噪声驱动的单

稳系统存在随机共振现象; 张路等 [29]发现频率涨

落为二次噪声的线性过阻尼系统也存在随机共振

现象.
本文将非线性阻尼涨落噪声引入线性系统, 针

对作为非线性阻尼涨落噪声基本构成成分的二次

阻尼涨落噪声, 考虑周期信号与之共同作用的线
性谐振子, 主要关注阻尼涨落噪声的非线性对系
统共振行为的影响. 本文以Shapiro-Loginov公式
和Laplace变换为研究手段, 推导获得了系统响应
的一阶稳态矩和稳态响应振幅的解析表达式, 深入
分析了在二次阻尼涨落噪声作用下稳态响应振幅

的共振行为, 且以数值仿真验证了理论分析的有效
性. 本文发现系统稳态响应振幅关于非线性阻尼涨
落噪声系数具有非单调依赖关系, 特别是非线性阻
尼涨落噪声比线性阻尼涨落噪声更有助于实现噪

声能量向周期信号能量的转移, 即更有助于增强系
统对外部周期信号的响应程度; 而且, 非线性阻尼
涨落噪声使得系统稳态响应振幅关于噪声强度具

有更为丰富的共振行为; 同时, 二次阻尼涨落噪声
使得系统稳态响应振幅关于系统频率出现真正的

共振现象, 这是在线性阻尼涨落噪声情形下未观察
到的现象; 而在这些现象和性质中, 非线性噪声的
非线性项对共振行为起着关键的作用. 这些对随机
共振在微弱周期信号检测及频率估计中的应用具

有指导意义.

2 系统模型

具有二次阻尼涨落噪声 (即阻尼涨落噪声为色
噪声的二次函数)的线性谐振子可由如下随机微分
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方程描述:
d2x(t)

dt2 + γ[1 + α1ξ(t) + α2ξ
2(t)]

dx(t)
dt

+ ω2
0x(t)

= A0 cos(Ωt) + η(t), (4)

其中, γ > 0为阻尼系数; ω0为系统的固有频率;
A0 cos(Ωt) 表示系统受到的外部周期驱动力, 其振
幅和频率分别为A0和Ω; α1ξ(t) + α2ξ

2(t)是系统

阻尼受扰动而引入的乘性二次噪声, α1和α2分别

为二次噪声的一次项系数和二次项系数.
本 文 将 ξ(t)建 模 为 对 称 双 态 噪 声, ξ(t)

在 {−a, a}, (a > 0)中取值, 满足 ⟨ξ(t)⟩ = 0,
⟨ξ(t)ξ(s)⟩ = a2 exp(−λξ|t − s|), 其中a2为 ξ(t)的

噪声强度, λξ为噪声相关率. 这里将 ξ(t)建模为双

态噪声是基于对系统动力学性质研究的普适性考

虑: 一方面, 双态噪声是一种常见的色噪声, 它广
泛存在于金属、晶体管、超导薄膜、纳米器件等材料

和器件中, 常以对电阻、电导、电压或电流的影响表
现出来; 另一方面, 双态噪声是一种具有基本构成
形式的噪声, 以一定的方式和过程可以生成其他形
式的非线性噪声, 从必要性上看, 其本身的性质和
影响具有基本的研究价值; 还有一方面就是双态噪
声是两状态泊松过程的实现, 在极限条件 (噪声相
关率λξ → +∞)时, 它将退化为高斯白噪声, 从可
行性上看, 将双态噪声以乘性方式引入线性系统可
得到一个精确可解的模型, 而具有精确可解的模型
更容易应用到各门具体学科的研究中 [30,31].

η(t)为系统内噪声, 本文将其建模为高斯白噪
声, 满足 ⟨η(t)⟩ = 0, ⟨η(t)η(s)⟩ = 2Dηδ(t− s), 其中
Dη为 η(t)的噪声强度.

由于内、外噪声起源不同,本文假设 ξ(t)和η(t)

互不相关, 即 ⟨ξ(t)η(s)⟩ = 0.

3 系统响应的一阶稳态矩及稳态响
应振幅

3.1 系统响应的一阶矩

对 (4)式左右两边同时取平均, 得到一阶矩
⟨x(t)⟩所满足的随机微分方程:

d2⟨x(t)⟩
dt2 + γ

d⟨x(t)⟩
dt + γα1

⟨
ξ(t)

dx(t)
dt

⟩
+ γα2

⟨
ξ2(t)

dx(t)
dt

⟩
+ ω2

0⟨x(t)⟩

= A0 cos(Ωt). (5)

利用Shapiro-Loginov公式和双态噪声的性质, 有⟨
ξ(t)

dx(t)
dt

⟩
=

d⟨ξ(t)x(t)⟩
dt + λξ⟨ξ(t)x(t)⟩,⟨

ξ2(t)
dx(t)

dt

⟩
= a2

d⟨x(t)⟩
dt . (6)

将 (6)式代入 (5)式, 得
d2⟨x(t)⟩

dt2 + (γ + γα2a
2)

d⟨x(t)⟩
dt

+ γα1
d⟨ξ(t)x(t)⟩

dt + γα1λξ⟨ξ(t)x(t)⟩

+ ω2
0⟨x(t)⟩

= A0 cos(Ωt). (7)

对 (4)式左右两边同时乘以 ξ(t)后取平均, 得⟨
ξ(t)

d2x(t)

dt2

⟩
+ γ

⟨
ξ(t)

dx(t)
dt

⟩
+ γα1

⟨
ξ2(t)

dx(t)
dt

⟩
+ γα2

⟨
ξ3(t)

dx(t)
dt

⟩
+ ω2

0⟨ξ(t)x(t)⟩ = 0. (8)

利用Shapiro-Loginov公式和双态噪声的性质, 有⟨
ξ(t)

d2x(t)

dt2

⟩
=

d2⟨ξ(t)x(t)⟩
dt2 + 2λξ

d⟨ξ(t)x(t)⟩
dt + λ2

ξ⟨ξ(t)x(t)⟩,⟨
ξ3(t)

dx(t)
dt

⟩
= a2

d⟨ξ(t)x(t)⟩
dt + a2λξ⟨ξ(t)x(t)⟩. (9)

将 (9)式代入 (8)式, 得
d2⟨ξ(t)x(t)⟩

dt2 + (2λξ + γ + γα2a
2)

d⟨ξ(t)x(t)⟩
dt

+ (λ2
ξ + γλξ + γα2a

2λξ + ω2
0)⟨ξ(t)x(t)⟩

+ γα1a
2 d⟨x(t)⟩

dt = 0. (10)

令 ⟨x(t)⟩ = x1, ⟨ξ(t)x(t)⟩ = x2, 代入 (7)和
(10)式可得

ẍ1 + (γ + γα2a
2)ẋ1 + γα1ẋ2

+ γα1λξx2 + ω2
0x1

= A0 cos(Ωt),

ẍ2 + (2λξ + γ + γα2a
2)ẋ2

+ (λ2
ξ + γλξ + γα2a

2λξ + ω2
0)x2

+ γα1a
2ẋ1 = 0.

(11)
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对 (11)式进行Laplace变换并整理, 得

[s2 + (γ + γα2a
2)s+ ω2

0 ]X1(s)

+ (γα1s+ γα1λξ)X2(s)

=
A0s

s2+Ω2
+ẋ1(0)+(s+γ+γα2a

2)x1(0)

+ γα1x2(0),

γα1a
2sX1(s)+[s2+(2λξ+γ+γα2a

2)s

+ (λ2
ξ+γλξ+γα2a

2λξ+ω2
0)]X2(s)

= γα1a
2x1(0) + (s+ 2λξ + γ

+ γα2a
2)x2(0) + ẋ2(0),

(12)

其 中, Xi(s) =

∫ +∞

0

xi(t) e−stdt, i = 1, 2,

x1(0), x2(0), ẋ1(0), ẋ2(0)为初值条件.
求解方程组 (12)可得

X1(s) =
k4

k1k4 − k2k3

A0s

s2 +Ω2

+
k5k4 − k2k6
k1k4 − k2k3

,

X2(s) = − k3
k1k4 − k2k3

A0s

s2 +Ω2

+
k6k1 − k5k3
k1k4 − k2k3

,

(13)

其中,

k1 = s2 + (γ + γα2a
2)s+ ω2

0,

k2 = γα1s+ γα1λξ,

k3 = γα1a
2s,

k4 = s2 + (2λξ + γ + γα2a
2)s

+ (λ2
ξ + γλξ + γα2a

2λξ + ω2
0),

k5 = ẋ1(0) + (s+ γ + γα2a
2)x1(0) + γα1x2(0),

k6 = γα1a
2x1(0) + (s+ 2λξ + γ + γα2a

2)x2(0)

+ ẋ2(0).

记x3(0) = ẋ1(0), x4(0) = ẋ2(0), 对 (13)式
进行Laplace逆变换可得系统响应一阶矩x1 =

⟨x(t)⟩, x2 = ⟨ξ(t)x(t)⟩的解析表达式:

xi(t) = A0

∫ t

0

hi0(t− τ) cos(Ωτ)dτ

+
4∑

k=1

hik(t)xk(0)i = 1, 2, (14)

其中, hik(t)的Laplace变换为Hik(s), Hik(s)由方

程组 (13)确定. 特别地, H10(s)和H20(s)可看作系

统传递函数, 相应的表达式如下:
H10(s) =

k4
k1k4 − k2k3

,

H20(s) = − k3
k1k4 − k2k3

.

(15)

3.2 系统稳态响应振幅

为保证 (14)式所确定的系统响应一阶矩的稳
定性, 要求系统传递函数分母对应的特征方程

k1k4 − k2k3 =
4∑

i=0

fis
4 = 0的所有根均不能具有正

实部, 其中,

f0 = ω2
0(λ

2
ξ + γλξ + γα2a

2λξ + ω2
0),

f1 = γλ2
ξ + γ2λξ + 2γω2

0 + 2γ2α2a
2λ2

ξ

+ 2γα2a
2ω2

0 + γα2a
2λ2

ξ + γ2α2
2a

4λξ

+ 2λξω
2
0 − γ2α2

1a
2λξ,

f2 = λ2
ξ + 2ω2

0 + 3γλξ + 3γα2a
2λξ + 2γ2α2a

2

+ γ2 + γ2α2
2a

4 − γ2α2
1a

2,

f3 = 2λξ + 2γ + 2γα2a
2,

f4 = 1.

利用Routh-Hurwitz稳定性判据, 可得系统稳
定性条件为

f3 > 0, f1 < f2f3, f2
3 f0 + f2

1 < f1f2f3, f0 > 0.

本文后续讨论均在稳定性条件下进行. 令
t → ∞, 经长时间演化, 初始条件对系统响应的影
响将逐步消失, 系统将进入稳定状态. 由 (14)式可
推导系统响应一阶稳态矩的解析表达式为

⟨x(t)⟩as = ⟨x(t)⟩|t→∞ = Ast cos(Ωt+ φ), (16)

其中, Ast和φ分别为系统稳态响应的振幅和相位.
利用 (15)式可得系统稳态响应的振幅Ast和相

位φ的解析表达式:
Ast = A0

√
I21 + I22
I23 + I24

,

φ = arctan
(
I2I3 − I1I4
I1I3 + I2I4

)
,

(17)

其中,

I1 = λ2
ξ + γλξ + γα2a

2λξ + ω2
0 −Ω2,

I2 = (2λξ + γ + γα2a
2)Ω,

I3 = f0 − f2Ω
2 + f4Ω

4,

I4 = f1Ω − f3Ω
3.
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4 系统稳态响应振幅的共振行为

在上一节中, 我们通过理论推导获得了系统稳
态响应振幅Ast的解析表达式 (17), 下面将深入分
析稳态响应振幅Ast的共振行为, 继而探讨阻尼涨
落噪声的非线性对系统共振行为的影响.

4.1 稳态响应振幅Ast随二次阻尼涨落噪

声的系数α1, α2的变化

图 1 (a)绘制了稳态响应振幅Ast作为二次噪

声的一次项系数α1的函数随着不同的二次噪声的

二次项系数α2变化的曲线; 图１ (b)绘制了稳态
响应振幅Ast作为二次噪声的二次项系数α2的函

数随着不同的二次噪声的一次项系数α1变化的曲

线. 其他各参数的取值为γ = 1, a2 = 1, A0 = 1,
ω0 = 0.55, Ω = 1, λξ = 2. 从图 1 (a)中可以看出:
当α2取不同值时, Ast(α1)曲线出现对称双峰共振

和对称单峰共振两种共振现象. 当曲线为对称双
峰共振时, 双峰位置关于α1 = 0对称且两峰值相

等; 当曲线为对称单峰共振时, 单峰位于α1 = 0处.
这说明 Ast与 |α1|直接相关, 而不受α1正负性的影

响. 事实上, α1ξ(t)可看作噪声强度为 (α1a)
2的零

均值的双态噪声, 对系统行为起着关键作用的是
α2
1而非α1, 故本文后续仅讨论α1 > 0的情形. 从
图 1 (b)中可以看出: 当α1取不同值时, Ast(α2) 曲

线呈现双峰共振, 但是双峰位置并不关于α2 = 0

对称, 两峰值也不相等. 这说明Ast不仅与 |α2|直
接相关, 还受α2正负性的影响. 这是因为: 根据
双态噪声的性质, 有 ⟨α1ξ(t) + α2ξ

2(t)⟩ = α2a
2, 当

其他参数一定时, α2 > 0意味着系统阻尼的增大,
而α2 < 0意味着系统阻尼的减小, 因而系统行为
与α2正负性直接相关、受其影响, 故本文后续将
就α2 > 0与α2 < 0两种情况分别展开讨论. 从
图 1 (b)中还可以看出: 当α1一定时, 可存在一个
α2 ̸= 0, 使得Ast(α2) > Ast(0), 即在一定参数条件
下, 由二次噪声α1ξ(t)+α2ξ

2(t)驱动得到的稳态响

应振幅可比线性噪声α1ξ(t) 情形下的更大.
图 1表明: 在其他参数一定时, 系统稳态响应

振幅Ast关于二次噪声系数α1, α2具有非单调依赖

关系, 特别是二次阻尼涨落噪声比线性阻尼涨落
噪声更有助于实现噪声能量向信号能量的转移, 即
更有助于增强系统对外部周期信号的响应程度, 这
就为提高微弱周期信号检测的灵敏度开创了新的

思路.
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图 1 (网刊彩色)稳态响应振幅Ast随二次噪声的系数

α1, α2的变化曲线 (a) Ast(α1); (b) Ast(α2)

Fig. 1. (color online) The curves of the steady response
amplitude Ast versus the quadratic noise coefficients
α1, α2: (a) Ast(α1); (b) Ast(α2).

4.2 稳态响应振幅Ast随噪声强度a2

的变化

图 2绘制了稳态响应振幅Ast作为噪声强度a2

的函数随着不同的二次噪声系数 (α1, α2)变化的曲

线, 其他各参数的取值为γ = 1, A0 = 1, ω0 = 0.55,
Ω = 1, λξ = 2. 图 2 (a)绘制了α2 = 0时,即线性噪
声情形下的Ast(a

2)曲线, 可以看出, 当系统受线性
噪声影响时, Ast(a

2)曲线可出现单峰共振, 随着α1

的增大, 共振峰逐渐左移, 峰值基本不变. 图 2 (b),
(d), (f)绘制了α2 < 0时的Ast(a

2)曲线, 可以看出,
当系统受二次噪声影响时, 若α2 < 0, Ast(a

2)曲线

可出现双峰共振, 二次噪声系数α1, α2共同影响着

共振峰位置和共振强度. 图 2 (c), (e)绘制了α2 > 0

时的Ast(a
2)曲线, 可以看出, 当系统受二次噪声影

响时, 若α2 > 0时, Ast(a
2)曲线单调变化, 并没有

出现共振现象. 这是因为当α2 > 0时, a2的不断

增大意味着系统阻尼也不断增大, 当其他参数不变
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时, 系统阻尼的不断增大使得系统响应的振幅不断
减小, 即Ast(a

2)单调减小, 符合物理实际. 事实上,
随机共振是在一定条件下噪声、信号和系统的非

线性协作现象, 该现象自然与噪声的非线性性质密
切相关. 在本文所讨论的情况中, 二次噪声的系数
α1, α2直接影响着噪声的非线性性质, 因此上述共
振现象的出现、消失及性质也就与α1, α2直接关联.

图 2表明: 二次阻尼涨落噪声使得系统共振行
为多样化: 当α1 ̸= 0, α2 = 0时, Ast(a

2)可呈现单

峰共振; 当α2 < 0时, Ast(a
2)可呈现双峰共振; 当

α2 > 0时, 系统不会出现共振现象. 由此可见二次
噪声的二次项对系统的共振行为起着关键作用, 通
过调节二次噪声的系数, 可在一定范围内实现对线
性谐振子随机共振的有效控制.
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图 2 (网刊彩色)当二次噪声系数 (α1, α2)取不同参数时, 稳态响应振幅Ast随噪声强度 a2的变化 (a) α1 >

0, α2 = 0; (b) α1 = 0, α2 < 0; (c) α1 = 0, α2 > 0; (d) α1 = 1, α2 < 0; (e) α1 = 1, α2 > 0; (f) α1 > 0, α2 =

−0.8

Fig. 2. (color online) The curves of the steady response amplitude Ast versus noise intensity a2 with various
noise coefficients (α1, α2): (a) α1 ̸= 0, α2 = 0; (b) α1 = 0, α2 < 0; (c) α1 = 0, α2 > 0; (d) α1 = 1, α2 < 0;
(e) α1 = 1, α2 > 0; (f) α1 > 0, α2 = −0.8.
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4.3 稳态响应振幅Ast随系统频率ω0

的变化

图 3绘制了稳态响应振幅Ast作为系统频率ω0

的函数, 随着不同的外部信号频率Ω、不同的二次

噪声系数 (α1, α2)变化的曲线, 其他各参数的取值
为 γ = 1, A0 = 1, a2 = 1, λξ = 2. 图 3 (a)绘制
了当α1 = 0, α2 = 0时, 即系统不受阻尼涨落影
响时, Ast(ω0)随着不同的外部信号频率Ω变化的

曲线. 从图 3 (a)中可以看出: 在无阻尼涨落情况
下, Ast(ω0)出现单峰共振, 共振峰出现在ω0 = Ω

处, 即系统出现真正的共振现象. 图 3 (b)绘制了
当α2 = 0, Ω = 1时, 即线性噪声情形下, Ast(ω0)

随着不同的α1变化的曲线. 从图 3 (b)中可以看
出: Ast(ω0)出现单峰共振, 线性噪声使得共振峰
在ω0 = Ω处发生右漂, 且同时影响共振峰的峰

值. 图 3 (c)绘制了当α1 = 0, Ω = 1时, 即非线
性噪声为α2ξ

2(t)时, Ast(ω0)随着不同的α2变化的

曲线, 图中内插图为曲线α1 = 0, α2 = 0.2的局

部图. 从图 3 (c)中可以看出: Ast(ω0)出现单峰共

振, α2ξ
2(t)影响共振峰位置和大小, 当α2 > 0, 共

振峰在ω0 = Ω处发生左漂; 当α2 < 0, 共振峰在
ω0 = Ω处发生右漂. 事实上, 当系统不受外噪声作
用时, 由于内噪声强度极其微弱, 因而系统几乎未
受到任何随机因素的影响, 从而当系统内外频率相
同时, 系统响应达到最大, 即系统出现共振现象; 而
当系统受到由双态噪声经过一定方式生成的阻尼

涨落噪声作用时, 系统的阻尼必将依赖双态噪声及
阻尼涨落生成方式而发生转换, 从而系统阻尼的转
换性质、系统固有频率与外部周期驱动频率三者的

交叉耦合作用使得系统的共振频率发生改变, 即共
振峰位置改变.
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图 3 (网刊彩色)当二次噪声系数 (α1, α2)和外部信号频率Ω取不同参数时, 稳态响应振幅Ast随系统频率ω0的

变化 (a) α1 = 0, α2 = 0; (b) α1 > 0, α2 = 0, Ω = 1; (c) α1 = 0, α2 ̸= 0, Ω = 1; (d) α1 = 2, α2 = 0.55

Fig. 3. (color online) The curves of the steady response amplitude Ast versus the system intrinsic frequency
ω0 with various noise coefficients (α1, α2) and external signal frequency Ω: (a) α1 = 0, α2 = 0; (b) α1 >

0, α2 = 0, Ω = 1; (c) α1 = 0, α2 ̸= 0, Ω = 1; (d) α1 = 2, α2 = 0.55.

特别地, 若系统受到二次阻尼涨落影响时, 当
二次噪声系数满足一定关系时, 系统不仅可出现
真正的共振现象, 还可加强系统响应的共振效应.

例如, 在图 3 (d)中我们绘制了当Ω = 1, 2时, 在
α1 = 0, α2 = 0和α1 = 2, α2 = 0.55两种情形下的

Ast(ω0)曲线. 从图中可以看出: 当二次噪声系数
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分别取α1 = 2, α2 = 0.55时, Ast(ω0)的共振峰出

现在ω0 = Ω处, 即系统出现了真正的共振现象; 而
且共振峰的峰值还大于α1 = 0, α2 = 0 (即无阻尼
涨落)情形下的峰值.

图 3表明: 在一定参数条件下, 在二次阻尼涨
落噪声作用下, Ast(ω0)会出现真正的共振现象, 即
共振峰位于ω0 = Ω处, 这是在线性阻尼涨落噪声
情况下未观察到的现象, 该现象对微弱信号的频率
估计具有理论指导意义.

5 仿真实验

下面采用四阶Runge-Kutta算法得到 (4)式的
数值解, 并考察数值仿真与解析结果是否相符. 在
图 3 (d)的参数条件下, 取仿真时间为 3000 s, 采
样间隔为 0.01 s, 外部周期信号频率Ω = 2, 系
统固有频率ω0 = 2, 可得系统输出信号频域图
如图 4 .
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图 4 当二次噪声系数 (α1, α2)取不同参数时, 系统输
出信号的频域图 (a) α1 = 0, α2 = 0; (b) α1 = 2,
α2 = 0.55

Fig. 4. The frequency spectrum of the output sig-
nal with various noise coefficients (α1, α2): (a) α1 =

0, α2 = 0; (b) α1 = 2, α2 = 0.55.

从图 4 (a)中可以看出: 在无阻尼涨落 (即
α1 = 0, α2 = 0)情况下, 系统几乎未受到任何随
机扰动 (内噪声强度及其微弱, 对系统输出的影
响可以忽略不计); 系统输出信号在频域上表现为
外部周期信号频率 (Ω = 2)处的尖峰信号, 其峰
值代表系统响应幅值A′; 在仿真误差允许范围内,
仿真结果A′ = 0.5008与 (17)式给出的理论结果
Ast = 0.5000具有一致性.

从图 4 (b)中可以看出: 在二次阻尼涨落噪声
(α1 = 2, α2 = 0.55)作用下, 系统输出信号在频域
上表现为外部周期信号频率 (Ω = 2)处的尖峰信

号, 其峰值代表系统响应幅值A′; 在仿真误差允许
的范围内, 仿真结果A′ = 0.6193与 (17)式得出的
理论结果Ast = 0.6230具有一致性. 噪声的引入使
得系统输出存在随机噪声基底, 进而外部周期信号
频率 (Ω = 2)处的响应幅值实际上是一个随机变

量. 为考虑噪声的影响, 在相同参数条件下, 我们
采用Monte-Carlo方法获得均方差σ与仿真次数N

之间的关系如图 5所示, 其中,

σ =

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(An −Ast)
2,

An为第n次仿真得到响应幅值, Ast为 (17)式确定
的稳态响应振幅. 从图 5中可以看出: 当仿真次
数N足够大 (N > 400)时, 均方差σ将逐渐趋于

8.3 × 10−3, 这就意味着仿真结果与 (17)式确定的
理论结果具有一致性.
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图 5 均方差与仿真次数关系图

Fig. 5. The curve of the mean squared error versus the
simulation times.

6 结 论

较之于线性噪声, 非线性噪声能更广泛地存在
于诸如激光系统等实际的物理、电子系统中, 但其
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研究远不能满足实际情况的需要. 针对作为非线
性阻尼涨落噪声基本构成成分的二次阻尼涨落噪

声, 本文考虑了周期信号与之共同作用下的线性
谐振子, 通过分析系统稳态响应振幅的共振行为后
发现:

1)系统稳态响应振幅关于非线性阻尼涨落噪
声系数具有非单调依赖关系, 特别地, 非线性阻尼
涨落噪声比线性阻尼涨落噪声更有助于增强系统

对外部周期信号的响应程度;
2)非线性阻尼涨落噪声比线性阻尼涨落噪声

使得稳态响应振幅关于噪声强度具有更为丰富的

共振行为;
3)在二次阻尼涨落噪声作用下, 系统可出现真

正的共振现象, 这是在线性阻尼涨落噪声情况下未
被观察到的现象.

综上, 本文的研究工作充分说明非线性噪声项
的非线性性质对系统共振行为起着关键的作用, 从
而为深入研究非线性噪声对系统共振行为的影响

提供了理论基础, 同时也为后续物理、工程的相关
应用提供了坚实的理论依据.
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Abstract
Although non-linear noise exists far more widely in actual systems than linear noise, the study on non-linear noise

is far from meeting the needs of practical situations as yet. The phenomenon of stochastic resonance (SR) is a non-linear
cooperative effect which is jointly produced by signal, noise, and system, obviously, it is closely related to the nature of
the noise. As a result, the non-linear nature of the non-linear noise has an inevitable impact on the dynamic behavior of
a system, so it is of great significance to study the non-linear noise’s influence on the dynamic behavior of the system.
The linear harmonic oscillator is the most basic model to describe different phenomena in nature, and the quadratic
noise is the most basic non-linear noise. In this paper, we consider a linear harmonic oscillator driven by an external
periodic force and a quadratic damping fluctuation. For the proposed model, we focus on the effect of non-linear nature
of quadratic fluctuation on the system’s resonant behavior. Firstly, by the use of the Shapiro-Loginov formula and the
Laplace transform technique, the analytical expressions of the first moment and the steady response amplitude of the
output signal are obtained. Secondly, by studying the impacts of noise parameters and system intrinsic frequency, the
non-monotonic behaviors of the steady response amplitude are found. Finally, numerical simulations are presented to
verify the effectiveness of the analytical result. According to the research, we have the following conclusions: 1) The
steady response amplitude is a non-monotonic function of coefficients of the quadratic damping fluctuation. Furthermore,
the non-linear damping fluctuation is easier to contribute the system’s enhancing response to the external periodic signal
than the linear fluctuation. 2) The evolution of the steady response amplitude versus noise intensity presents more
resonant behaviors. One-peak SR phenomenon and double-peak SR phenomenon are observed at different values of
coefficients of the quadratic noise, particularly, the SR phenomenon disappears at the positive quadratic coefficient of
the quadratic noise. 3) The evolution of the steady response amplitude versus the system intrinsic frequency presents true
resonance, i. e. the phenomenon of resonance appears when the external signal frequency is equal to the system intrinsic
frequency. True resonance is not observed in the linear harmonic oscillator driven by a linear damping fluctuation as yet.
In conclusion, all the researches show that the non-linear nature of non-linear noise plays a key role in system’s resonant
behavior, in addition, the non-linear damping fluctuation is conductive to the detection and frequency estimation of
weak periodic signal.
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