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一类Hopf分岔系统的通用鲁棒稳定控制器
设计方法∗

陆金波 侯晓荣† 罗敏

(电子科技大学能源科学与工程学院, 成都 611730)

( 2015年 10月 24日收到; 2015年 12月 10日收到修改稿 )

针对一类多项式形式的Hopf分岔系统, 提出了一种鲁棒稳定的控制器设计方法. 使用该方法设计控制器
时不需要求解出系统在分岔点处的分岔参数值, 只需要估算出分岔参数的上下界, 然后设计一个参数化的控
制器, 并通过Hurwitz判据和柱形代数剖分技术求解出满足上下界条件的控制器参数区域, 最后在得到的这
个区域内确定出满足鲁棒稳定的控制器参数值. 该方法设计的控制器是由包含系统状态的多项式构成, 形式
简单, 具有通用性, 且添加控制器后不会改变原系统平衡点的位置. 本文首先以Lorenz系统为例说明了控制
器的推导和设计过程, 然后以 van der Pol振荡系统为例, 进行了工程应用. 通过对这两个系统的控制器设计
和仿真, 说明了文中提出的控制器设计方法能够有效地应用于这类Hopf分岔系统的鲁棒稳定控制, 并且具有
通用性.

关键词: 鲁棒稳定控制器, Hopf分岔, 参数化, 柱形代数剖分
PACS: 05.45.–a, 02.30.Oz, 05.45.Pq, 05.45.Gg DOI: 10.7498/aps.65.060502

1 引 言

自 20世纪 80年代以来, 非线性动态系统分岔
控制方面的研究越来越多 [1,2]. 而Hopf分岔控制
是分岔控制的一个重要方向, 并已有很多的研究成
果 [3−9]. 例如, 文献 [4]使用非线性状态反馈, 提出
了一种Hopf分岔控制方法, 可以用于延时或消除
分岔; 文献 [9]也使用状态反馈方法, 以Rössler系
统为例, 在系统平衡点处提出了一种参数化的控制
方法.

由于系统状态特性对分岔参数的变化非常敏

感, 通常情况下, 为了更好地实现对非线性动态系
统的Hopf分岔控制, 目前大多数的研究 [7−9]都是

在设计控制器之前计算出系统在分岔点处的参数

值. 而实际上,非线性系统的构成比较复杂,系统建

模时经常存在结构或参数不确定性 [10,11]以及外部

扰动等因素 [12], 所以在分岔点处精确求解出系统
分岔参数的值是比较困难的, 而分岔参数的微小变
动就可能使系统的动态特性受到影响. 因此, 在分
岔点附近设计控制器时就期望所设计的控制器对

于分岔参数具有一定适应能力, 即具有一定的鲁棒
稳定特性. 在这方面也有了很多的研究成果. 例如,
文献 [13]对Hopf分岔的系统的不确定性提出了一
种分析和鲁棒稳定方法; 文献 [14]针对外部扰动造
成的Hopf分岔和混沌问题设计了一种鲁棒控制器,
达到了控制效果; 文献 [15]提出了周期分岔的鲁棒
控制方法; 文献 [16]对多个分岔参数变化造成的多
重Hopf分岔现象进行了研究, 并使用综合方法设
计了鲁棒控制器. 另外, 一些学者也对工程中的
Hopf分岔现象进行了研究 [17−20]. 例如, 文献 [17]
研究了飞机起落架摆振的非线性动力学问题, 对其
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Hopf分岔点提出了具有鲁棒稳定的控制策略; 文
献 [19]考虑了交流电机的气隙磁场能量, 对这种具
有时延反馈的非线性机电耦合系统的Hopf分岔控
制和稳定问题进行了研究.

尽管人们已经对非线性动态系统Hopf分岔的
鲁棒稳定控制方法进行了大量的研究工作, 但是
仍然存在很多的局限性. 这些鲁棒控制器设计之
前都需要计算出系统在Hopf分岔点的分岔参数
值 [14,21], 并且控制器都是针对特定的系统设计或
构建的, 很难对其他系统具有通用性, 由于构建函
数等限制, 一般所设计的控制器结构较为复杂, 计
算过程也比较繁琐. 例如, 文献 [21]针对存在扰动
的van der Pol振荡系统在原点附近的Hopf分岔问
题, 使用局部L2增益分析和设计了鲁棒控制器, 这
种控制器主要针对系统只有一个平衡点且其在原

点附近的情况设计的, 设计控制器之前需要计算
出系统的分岔点参数值, 而控制器是由系统状态
的线性组合构成的 3阶矩阵, 控制器参数需要通过
Hamilton-Jacobi-Bellman不等式进行求解. 可见
这类控制器结构较复杂, 求解较为繁琐, 另外一个
缺点是增加控制器后通常会改变系统的平衡点位

置, 使得到的闭环控制系统的平衡点位置偏离了原
系统的平衡点位置.

显然, 现有鲁棒控制器设计中的这些问题使得
设计的控制器较为复杂, 且针对性较强, 很难具有
通用性, 限制了这些方法的应用. 为此, 本文针对
一类多项式形式的Hopf分岔系统提出了一种参数
化鲁棒稳定控制器设计方法, 该方法不需要求解分
岔点的参数值, 只需要确定分岔点处的分岔参数范
围, 这样对于经常存在不确定性和扰动的非线性系
统而言, 较大地降低了计算难度. 由于该方法并不
是针对某个特定系统提出的, 所以具有较好的通
用性.

本文提出的方法使用非线性状态反馈设计了

参数化的鲁棒控制器, 控制器由系统的状态多项式
组成, 不含有系统的具体平衡点的值, 增加控制器
后不会改变原系统的平衡点位置. 根据Hurwitz判
据和柱形代数剖分技术 [22−24]求得了控制器参数

值. 为了说明控制器的设计过程, 本文以一个不存
在外部扰动的具有 3个平衡点的Lorenz系统为例,
说明控制器的设计和推导过程, 然后又对文献 [21]
中提出的存在外部扰动的van der Pol振荡系统进
行应用, 说明了该法的实用性和通用性.

2 鲁棒稳定控制器设计方法

2.1 Hopf分岔系统参数化控制器设计

为了给出参数化的鲁棒控制器设计方法, 在这
部分首先针对一类多项式形式的Hopf分岔系统给
出一个通用的参数化控制器. 本文考虑的多项式形
式Hopf分岔系统的闭环控制系统可以描述为

Ẋ = F (X,µ) + u(X,µ) +Bw, (1)

其 中, F (X,µ)是 非 线 性 系 统 的 状 态 方

程, X = (x1, x2, · · · , xn)
T, F (X,µ) =

[f1(X,µ), f2(X,µ), · · · , fn(X,µ)]T, u(X,µ) ∈
Rn×1是系统的控制输入, w ∈ R 是外部扰动,
B ∈ Rn×1是扰动的系数向量. 系统 (1)中, Ẋ是状
态X对时间 t的导数, X ∈ Rn, µ ∈ R是非线性系

统的分岔参数, 当µ ∈ µ∗时系统会发生Hopf分岔.
在控制器设计时假设w = 0, 只针对 Ẋ = F (X,µ)

设计u(X,µ).
系统 (1)中的控制器u(X,µ)可以设计为

u(X,µ) = [0, 0, · · · , uj , 0, · · · , 0]T

j = 1, 2, · · · , n,

其中

uj = g(X,µ)fj(X,µ) +

n∑
i=1,i̸=j

c0ifi(X,µ), (2)

(2)式中 g(X,µ) = c1 +
n∑

k=1

ck+1(xk + dk+1x
2
k),

{c0i, c1, ck+1, dk+1 ∈ R}是设计的控制器参数, 大
多数情况下可以选择dk+1 = 0. 容易看出, 控制器
u(X,µ)不会改变 Ẋ = F (X,µ)的平衡点位置.

因为很多情况下对非线性系统进行精确建

模是非常困难的, 所以系统中可能存在各种不确
定性, 这种情况下很难精确计算出系统在分岔点
的具体参数值, 所以考虑系统 (1)的分岔参数为
µ ∈ [µ1, µ2], µ1 ∈ R, µ2 ∈ R, µ1 6 µ∗ 6 µ2.

注 1 : 尽管控制器 (2)可以应用到众多的n维

系统中去, 但是对其证明是非常困难的. 考虑到 3
维系统是控制系统研究中的一种常用系统, 所以下
面将对 3维系统的情况进行证明, 应用实例也将采
用3维系统.

定理1 一个不含有控制输入和外部扰动的
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3维的非线性系统可以描述为
x = f1(X,µ),

y = f2(X,µ),

z = f3(X,µ),

(3)

其中X = [x, y, z]T. 设JX0是系统在平衡点

X0 = (x0, y0, z0)处的 Jacobi矩阵, det(JX0
) ̸= 0.

根据 (2)式, 不失一般性, 控制器可以设计为

u2(X,µ) = g(X) · f2(X,µ) + c01f1(X,µ)

+ c03f3(X,µ), (4)

式中g(X) = (c1+c2x+c3y+c4z), {c01, c03, c1, c2,
c3, c4 ∈ R}是控制器参数. 那么在满足Hurwitz判
据确定的约束条件的情况下, 通过选择这些控制器
参数的值可以实现对系统 (3)的稳定控制.

证明 增加控制器后系统 (3)可以写为
x = f1(X,µ),

y = f2(X,µ) + u2(X,µ),

z = f3(X,µ).

(5)

对于闭环系统 (5)的Jacobi矩阵可以描述为

J =


∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

j21 j22 j23
∂f3
∂x

∂f3
∂y

∂f3
∂z

 ,

其中

j21 =
∂f2
∂x

+
∂f2
∂x

g(X) + c2f2

+ c01
∂f1
∂x

+ c03
∂f3
∂x

,

j22 =
∂f2
∂y

+
∂f2
∂y

g(X) + c3f2

+ c01
∂f1
∂y

+ c03
∂f3
∂y

,

j23 =
∂f2
∂z

+
∂f2
∂z

g(X) + c4f2

+ c01
∂f1
∂z

+ c03
∂f3
∂z

.

设X0 = (x0, y0, z0)是系统的一组平衡点, 则系统
在平衡点处的特征方程为

G(λ) = det(λI − J)|X=X0

= a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3,

其中

a0 = 1,

a1 =

[
− ∂f1

∂x
− ∂f3

∂z
− j22

]
X=X0

,

a2 =

[
∂f1
∂x

∂f3
∂z

− ∂f1
∂z

∂f3
∂x

− j21
∂f1
∂y

+ j22

(
∂f1
∂x

+
∂f3
∂z

)
− j23

∂f3
∂y

]
X=X0

,

a3 =

[
j21

(
∂f1
∂y

∂f3
∂z

− ∂f1
∂z

∂f3
∂y

)
+ j22

(
∂f1
∂z

∂f3
∂x

− ∂f1
∂x

∂f3
∂z

)
− j23

(
∂f1
∂y

∂f3
∂x

+
∂f1
∂x

∂f3
∂y

)]
X=X0

.

在特征方程的系数表达式中 fi = fi(X,µ), i =

1, 2, 3. 容易看出, 当X = X0时, ∂fi
∂x

, ∂fi
∂y

, ∂fi
∂z
的

值是确定的, fi的值也是确定的. 因此特征方程的
系数a1, a2和a3的值将会因为控制器参数 c01, c03,
c1, c2, c3, c4的变化而变化. 又因为a0 = 1是大于

零的, 所以根据Hurwitz判据, 为了实现系统的稳
定控制, 控制器参数的约束条件可以表述为ai > 0

g > 0
i = 1, 2, 3, (6)

式中 g = a1a2 − a3. 因此, 在满足Hurwitz判据确
定的约束条件 (6)的情况下, 通过选择合适的控制
器参数 c01, c03, c1, c2, c3, c4, 系统 (3)将实现稳定
控制.

注 2 : 当 g = 0时系统将发生Hopf分岔, 而
g > 0系统状态将是稳定的. 因为本文是为了设计
鲁棒稳定的控制器, 所以只考虑 g > 0的情况.

2.2 鲁棒稳定控制器的设计方法

接下来将提出参数化的鲁棒控制器设计方法,
该方法分为如下4个设计步骤.

步骤1 按照 (4)式为非线性系统设计出参数
化的控制器.

步骤2 针对分岔参数变化区间的两个边界

µ1和µ2, 分别求出系统的Jacobi矩阵, 并使用Hur-
witz判据, 得到在分岔参数的两个边界上的控制器
约束条件, 其不等式组可以写为

ai(µ1) > 0

g(µ1) > 0

ai(µ2) > 0

g(µ2) > 0

i = 1, 2, 3.
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步骤3 将步骤 2中的约束条件转化为相应维
数的参数空间分割问题, 使用柱形代数剖分技术搜
索出能够满足约束条件要求的控制器参数区间.

步骤4 分岔参数µ在 (µ1, µ2)内变化时,在步
骤 3得到的区间内通过验证选择出一组控制参数,
使其能够实现系统的稳定控制. 这样就得到了能够
实现鲁棒控制的控制器参数.

注 3: 一般情况下, 参数空间的维数不超过 3
维, 因为超过 3维后参数空间的搜索将不直观, 而
且计算量较大.

注 4: 因为步骤 3中得到的参数区间是对应于
µ的两个边界µ = µ1和µ = µ2的, 理论上只能够
满足分岔参数两个边界上的控制要求, 所以µ在

(µ1, µ2)内变化时需要验证选定的控制参数的有效

性. 验证有两种情况: 一种情况为在µ ∈ (µ1, µ2)

内约束条件 (6)中的函数关于µ是非单调的, 此时
不能保证步骤 3中得到的参数区间内的控制参数
都能满足系统要求, 因此需要对选出的控制参数进
行验证, 证明其有效性 (如本文中的Lorenz系统);
另一种情况是约束条件 (6)中的函数关于µ是单调

的, 那么证明出单调性, 此时步骤 3中得到的参数
区间内的控制参数都能够满足系统要求 (如本文中
的van der Pol振荡系统).

接下来的部分将使用一个不存在外部扰动的

Lorenz系统对本文提出的参数化鲁棒稳定控制器
设计方法进行推导, 以展开说明对控制器的设计
步骤.

3 Lorenz系统的控制器设计

3.1 系统描述

根据文献 [4], Lorenz系统方程可以描述为
ẋ = −4(x− y),

ẏ = px− xz − y,

ż = xy − z,

(7)

式中 p是系统的分岔参数, 其微小变化就有可能导
致系统特性的变化, 使其从稳定变为不稳定甚至混
沌. 根据系统方程 (7)计算出系统的平衡点为

E0 = (0, 0, 0),

E+ = (
√
p− 1,

√
p− 1, p− 1),

E− = (−
√
p− 1,−

√
p− 1, p− 1).

3.2 控制器设计

对系统 (7)将 (4)式中的控制器简化, 可以写为

u2(x, y, z) = ẏ(c1 + c2x+ c3y + c4z) + c0ẋ. (8)

整理后控制器为

u2(x, y, z) = (px− xz − y)(c1 + c2x+ c3y + c4z)

− 4c0(x− y).

增加控制器后得到闭环控制系统为
ẋ = −4(x− y),

ẏ = px− xz − y + u2(x, y, z),

ż = xy − z.

(9)

为了计算控制器u2(x, y, z)的参数, 从闭环控制系
统 (9)计算系统的Jacobi矩阵为

J =


−4 4 0

j21 j22 j23

y x −c

 ,

式中

j21 = (p− z)(c1 + c2x+ c3y + c4z + 1)

+ (px− xz − y)c2 − 4c0,

j22 = − 1− c1 − c2x− c3y − c4z

+ c3(px− xz − y) + 4c0,

j23 = − x(c1 + c2x+ c3y + c4z)

+ c4(px− xz − y).

设系统 (7)的平衡点为 (x0, y0, z0), 由系统方
程可知 y0 = x0, z0 = x2

0, 则代入平衡点的值后系
统在平衡点处的特征方程为

D(λ) = a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3,

式中

a0 = 1,

a1 = 6 + c3x0 − 4c0 + c2x0 + c4x
2
0 + c1, (10)

a2 = 5c1x
2
0 + c4x

2
0p+ 5x2

0 + c2x0p+ c3x0p

− 4c0 − 4c1p+ 5c1 − 4p+ 9, (11)

a3 = 4(3c1 + 2c4p− 2c4 + 3)x2
0

+ 4(2c2p− 2c2 + 2c3p− 2c3)x0

+ 4(c1 − c1p− p+ 1). (12)
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使用控制器, 为了使系统在平衡点处稳定, 控
制器参数的约束条件为ai > 0 i = 1, 2, 3,

g = a1a2 − a3 > 0.
(13)

为了计算方便, 在这里使用系统平衡点方程
(p− 1)x0 − x3

0 = 0对ai和 g做多项式除法, 从而化
简掉高次项. 通常 (13)式由一组不等式构成, 直接
求解比较困难, 下面将使用柱形代数剖分技术求解
控制器参数.

3.3 分岔参数边界处约束条件计算和求解

在Lorenz系统内, 分岔参数的范围确定为
p ∈ [16, 21], 如果不使用控制器时系统的状态是
混沌的. 下面将根据 (13)式分别计算系统在分岔参
数边界上的约束条件.

选择 c0 = 0, c3 = 0, 并将分岔参数的边界
p = 16和 p = 21分别代入闭环的Lorenz系统, 这
样系统在E0 = (0, 0, 0)的约束条件可以写为

a10 = c1 + 6, (14)

a20 = −59c1 − 55, (15)

a30 = −60(c1 + 1), (16)

g0 = −59c21 − 349c1 − 270, (17)

ā10 = c1 + 6, (18)

ā20 = −79c1 − 75, (19)

ā30 = −80(c1 + 1), (20)

ḡ0 = −79c21 − 469c1 − 370. (21)

结合 (14)—(17), (18)—(21)式很容易得到
c1 ∈ (−5,−1). 为了在柱形代数剖分求解时更
直观, 选择 c1 = −3, 此时可以得到平衡点E−和

E+处的约束条件为

a1− = 3−
√
15c2 + 15c4, (22)

a2− = − 16
√
15c2 + 240c4 − 28, (23)

a3− = − 120
√
15c2 + 1800c4 − 240, (24)

g− = 240c22 + 3600c24 − 480
√
15c2c4

+ 100
√
15c2 − 1500c4 + 156, (25)

a1+ =
√
15c2 + 15c4 + 3, (26)

a2+ = 16
√
15c2 + 240c4 − 28, (27)

a3+ = 120
√
15c2 + 1800c4 − 240, (28)

g+ = 240c22 + 3600c24 + 480
√
15c2c4

− 100
√
15c2 − 1500c4 + 156, (29)

ā1− = − 2
√
5c2 + 20c4 + 3, (30)

ā2− = − 42
√
5c2 + 420c4 − 38, (31)

ā3− = − 320
√
5c2 + 3200c4 − 320, (32)

ḡ− = 420c22 + 8400c24 − 1680
√
5c2c4

+ 270
√
5c2 − 2700c4 + 206, (33)

ā1+ = 2
√
5c2 + 20c4 + 3, (34)

ā2+ = 42
√
5c2 + 420c4 − 38, (35)

ā3+ = 320
√
5c2 + 3200c4 − 320, (36)

ḡ+ = 420c22 + 8400c24 + 1680
√
5c2c4

− 270
√
5c2 − 2700c4 + 206. (37)

使用柱形代数剖分技术, 方程 (22)—(37)的隐
函数曲线绘制到 c2-c4平面上, 如图 1所示.

-1.0 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1.0

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

c2

c
4

Q

p/

p/

图 1 在 c2-c4平面上的系统约束条件隐函数曲线

Fig. 1. System constraints curves in c2-c4 plane.

在被约束条件隐函数曲线分割的平面上, 在分
隔开的各个区域上对 c2和 c4的值进行尝试. 最终
得到区域Q, 在该区域内的所有 c2和 c4值都能满

足式 (22)—(37)构成的约束条件.
对 于 平 衡 点E+和E−, 根 据 约 束 条 件

(10)—(12)以及 g可以看出, 这些约束条件是关于
分岔参数 p的非线性函数, 但控制器参数未知时,
在 p ∈ [16, 21]这个范围内证明约束条件关于 p的

单调性比较困难, 所以不容易证明区域Q内的控制

参数全部适用于 p ∈ [16, 21]内的任何情况. 因此,
在Q内选择一组参数后需要对参数的有效性进行

验证.
设 p = p0 + ∆p, p0 = 18.5, ∆p ∈ [−2.5, 2.5].

控制器参数区间Q内的所有参数都能够满足分岔

参数的上确界和下确界的稳定要求, 此时选择参数
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c2 = 0, c4 = 1. 又因为 c1 = −3, 将这些参数代入
系统的约束条件 (10)—(12)可得:

a1 = x2
0 + 3, (38)

a2 = (∆p+ 8.5)x2
0 + 8∆p+ 142, (39)

a3 = (8∆p+ 116)x2
0 + 8∆p+ 140. (40)

这样简化后的 g可以写为

g = (∆p2 + 29∆p+ 200.25)x2
0

+ 16∆p+ 286. (41)

因为x2
0 > 0, 故 (38)—(41)式均大于零, 因

此这组参数满足系统要求. 所以尽管∆p会在

[−2.5, 2.5]内进行变化, 但是当控制器的参数选
择为 c0 = 0, c1 = −3, c2 = 0, c3 = 0, c4 = 1时,
Lorenz系统 (7)能够实现稳定控制.

3.4 数值模拟

接下来将根据不同的∆p的值对Lorenz系统
进行仿真. 通过文献 [4]可知, 当 p > 16以后,
Lorenz系统的状态将由稳定走向分岔和混沌. 在
仿真中选择 p0 = 18.5, 而不确定参数∆p按照两种

信号方式进行变化: 一种是阶梯信号, 从−2.5开

始, 每 10 s增加 1.0, 直至 2.5为止, 如图 2所示; 另
一种是正弦信号, 幅值为 2.5, 频率为 1/2π Hz, 如
图 3所示.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-3

-2

-1

0

1

2

3

D
p

t/s

图 2 ∆p 按阶梯信号变化时的图像

Fig. 2. ∆p is an assembly of step signals.

在E0处, 无论∆p如何变化, x0的值都不会受

到影响, 如图 4和图 7所示. 在平衡点E−和E+处,
x0∓和∆p的关系式为x0∓ = ∓

√
17.5 + ∆p, 可见

随着∆p的变化x0∓会发生变化, 如图 5和图 6所
示. 图 5和图 6是系统在平衡点E−和E+的轨迹,
当∆p按照阶梯信号 (图 2 )变化时, 系统的轨迹会

跟随∆p的变化而后重新收敛, 所以此时文中的鲁
棒控制器实现了Lorenz系统 (7)的稳定控制. 而
当∆p按照图 3中的正弦信号变化时, 系统的轨迹
在平衡点E−和E+处稳定收敛到一个极限环, 如
图 8和图 10所示.∆p的正弦变化导致了x0−和x0+

D
p

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t/s

-3

-2

-1

0

1

2

3

图 3 ∆p 按正弦信号变化时的情况

Fig. 3. ∆p is a sine wave.
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图 4 当∆p是阶梯信号时在E0处的系统轨迹

Fig. 4. The system trajectory at E0 when ∆p are steps.
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图 5 当∆p是阶梯信号时在E−处的系统轨迹

Fig. 5. The system trajectory at E− when ∆p are
steps.
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的变化, 其变化曲线分别如图 9和图 11所示. 此时
系统的状态x在平衡点E−和E+处能够跟踪x0−

和x0+的变化. 所以此时的鲁棒控制器也是有
效的.

通过图 4 —图 11的仿真可以看出, 设计的控制
器 (8)在分岔参数 p ∈ [16, 21], 即∆p ∈ [−2.5, 2.5]

时, 能够稳定系统, 使系统状态实现收敛, 即实现了
系统的鲁棒稳定控制.

⊲⊲⊲⊲⊲























y

x

z

图 6 当∆p是阶梯信号时在E+处的系统轨迹

Fig. 6. The system trajectory at E+ when ∆p are steps.
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图 7 当∆p是正弦信号时在E0处的系统轨迹

Fig. 7. The system trajectory at E0 when ∆p is a sine wave.
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图 8 当∆p是正弦信号时在E−处的系统轨迹

Fig. 8. The system trajectory at E− when ∆p is a sine wave.

t/s

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-5.0

-4.5

-4.0

-3.5

-3.0

-2.5

x

1

2

图 9 当∆p是正弦信号时状态 x在E−处的波动曲线

Fig. 9. The curve of state x at E− when ∆p is a sine wave.
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图 10 当∆p是正弦信号时在E+处的系统轨迹

Fig. 10. The system trajectory at E+when ∆p is sine wave.
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图 11 当∆p是正弦信号时状态 x在E+处的波动曲线

Fig. 11. The curve of state x at E+ when ∆p is a sine wave.

4 van der Pol振荡系统的控制器设计

在第 3部分, 使用本文给出的参数化鲁棒控制
方法在Lorenz系统上设计了控制器,并实现了有效
的控制. 为了验证该方法的通用性, 本部分将以存
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在外部扰动的van der Pol振荡系统作为一个工程
应用的例子, 对该方法进行更进一步的验证.

van der Pol振荡系统因其丰富的动力学特性
而广泛应用在非线性系统的研究中. 文献 [21]中引
入了一个带有电池的van der Pol振荡系统, 电池
电压为a伏. 接下来将按照本文提出的控制器设计
方法对其进行控制器设计和仿真, 相比于文献 [21],
本文的控制器更简单、通用, 系统收敛更快. van
der Pol振荡系统状态方程如下:

ẋ =
20

19

(
− 2

3
x3 + x− y + z

)
,

ẏ = x− a,

ż = x− z,

(42)

式中 a是分岔参数, 按照文献中的计算, 在 a =

0.897时系统将发生Hopf分岔, 所以此处将a的值

确定在a = 0.897附近的一个邻域内, 取值范围选
为a ∈ [0.8, 0.95].

对于 (42)式设计控制器为

u = (x− a)(c1 + c2x+ c3y + c4z)

+ c0(x− z). (43)

为了简化计算, 选择 c0 = 0, c1 = 0, c3 = 0. 这样闭
环系统的Jacobin矩阵为

J =


−40

19
x2 +

20

19
−20

19

20

19
1+c2x+c4z+c2(x−a) 0 c4(x−a)

1 0 −1


X=X0

.

设X0 = [x0, y0, z0]
T是系统 (42)的平衡点, 显然

x0 = z0 = a, y0 = −2

3
a3 + 2a. 这样可以计算出系

统在平衡点处的特征方程为

det(λI − J)|X=X0 = λ3 + b1λ
2 + b2λ+ b3,

式中

b1 =
1

19
(40a2 − 1), (44)

b2 =
20

19
(2a2 + c2a+ c4a− 1), (45)

b3 =
20

19
(c2a+ c4a+ 1). (46)

这样系统稳定的约束条件为

bi > 0 i = 1, 2, 3, 4,

其中

b4 = g =
40

361
(40a4 + 20c2a

3 + 20c4a
3 − 21a2

− 10c2a− 10c4a− 9). (47)

根据分岔参数a的两个边界值a = 0.8和a = 0.95

可以计算出系统在边界上的两组约束条件.
当a = 0.8时系统的约束条件为

b11 =
123

95
,

b21 =
16

19
(c2 + c4) +

28

95
, (48)

b31 =
16

19
(c2 + c4) +

20

19
, (49)

b41 =
448

1805
(c2 + c4)−

6056

9025
. (50)

当a = 0.95时系统的约束条件为

b12 =
351

190
,

b22 = c2 + c4 +
161

190
, (51)

b32 = c2 + c4 +
20

19
, (52)

b42 =
161

190
(c2 + c4) +

18511

36100
. (53)

将 (48)—(53)式的隐函数曲线绘制到 c2, c4平面上,
如图 12所示. 使用柱形代数剖分技术可得控制器
参数的稳定区域为Qs. 当a ∈ [0.8, 0.95]时, 对于
系统约束条件 (44)—(46)始终存在 b1 > 0, b2 > 0,
b3 > 0而且 b1, b2, b3在这个区间内是关于a的单调

函数. 另外, (47)式对a求导可得:

b′4 =
db4
da

= 80a3 + 30c2a
2 + 30c4a

2 − 5c2 − 5c4 − 21a

= a(80a2 − 21) + 5(6a2 − 1)(c2 + c4).

结合 (50)式可知 c2 + c4 > 0, 所以能够得到在
a ∈ [0.8, 0.95]时 b′4 > 0, 即 b4关于a也是单调的.
因此尽管a可能存在变化, 但是在区域Qs内选择

c2, c4能够实现对系统 (42)的稳定控制.

c2

c
4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-5
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-1

0
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3

4

5
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a/⊲

a/⊲

图 12 在 c2-c4平面上的系统约束条件隐函数曲线

Fig. 12. System constraints curves in c2-c4 plane.
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选择文献 [21]设计的控制器参数 k = 0.1,
系统的外部扰动参数为 B = [0.3156,−0.1923,
−0.4921]T, w = 1时能够实现系统的稳定控制. 本
文中设计的控制器 (43)选择控制器参数为 c0 = 0,
c1 = 0, c2 = 10, c3 = 0, c4 = 10, 仿真结果如
图 13 —图 18所示. 这些仿真曲线中曲线 1是使用
文献 [21]中的控制器, 曲线2是本文设计的控制器.
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图 13 当 a = 0.8时的系统状态 x的波动曲线

Fig. 13. The curves of state x when a = 0.8.
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图 14 当 a = 0.8时的系统轨迹曲线

Fig. 14. The system convergence trajectory when a = 0.8.
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图 15 当 a = 0.95时的系统状态 x的波动曲线

Fig. 15. The curves of state x when a = 0.95.
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图 16 当 a = 0.95时的系统轨迹曲线

Fig. 16. The system convergence trajectory when
a = 0.95.
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图 17 当 a = 0.875 + 0.75 sin t时的系统状态 x的波动

曲线

Fig. 17. The curve of state x when a = 0.875 +

0.75 sin t.
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图 18 当 a = 0.875 + 0.75 sin t时的系统轨迹曲线

Fig. 18. The system convergence trajectory when
a = 0.875 + 0.75 sin t.

图 13和 图 14是 a = 0.8时 的 仿 真 结 果,
图 13是系统的状态x的波动曲线, 图 14是曲线 2
对应的系统收敛轨迹. 图 15和图 16是 a = 0.95

时的仿真结果, 图 16是使用本文设计的控制
器的系统状态x的收敛曲线. 图 17和图 18是
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a = 0.875 + 0.75 sin t时的仿真曲线, 图 17是系
统的状态x的波动曲线, 图 18是曲线 2对应的系统
收敛轨迹, 系统轨迹最后收敛到一个小的极限环.
通过图 13 , 图 15和图 17可以看出, 在本文设计的
控制器下, 系统状态收敛的速度更快. 所以使用本
文的方法设计的控制器实现了系统鲁棒控制, 且性
能优于文献 [21]设计的控制器.

5 结 论

本文针对一类单分岔参数的多项式形式的

Hopf分岔系统提出了一种参数化鲁棒稳定控制器
设计方法, 并通过Lorenz系统和van der Pol振荡
系统对其进行了说明和验证. 对于非线性系统,
在存在不确定性和外部扰动的情况下求解得到的

Hopf分岔点的分岔参数是不精确的, 所以本文中
并未使用分岔点的参数值, 而是在分岔点附近的一
个邻域内对控制器进行设计. 并且该方法不像现有
的研究那样针对某个特定系统提出, 而是针对一类
多项式形式的Hopf分岔系统提出的, 具有通用性.
使用文中方法设计的控制器包含了原系统的状态

方程, 所以不会改变原系统平衡点的位置. 在具有
3个平衡点的Lorenz系统和具有 1个平衡点的van
der Pol振荡系统上的应用和数值仿真说明了该方
法的通用性和有效性.
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Abstract
For the nonlinear Hopf bifurcation system, the change of bifurcation parameter has an important influence on the

state of the system. In order to control the Hopf bifurcations of the nonlinear dynamic system, the parameter values
of bifurcation points in the system need to be found out before controller designing. However, due to uncertainties of
the system structure and parameters in the nonlinear system, or disturbance, it is difficult to determine the bifurcation
point precisely. So it is a good way of designing a robust controller near the bifurcation point. Although, lots of works
have discussed the robust control of a Hopf bifurcation in a nonlinear dynamic system, the solutions are not satisfactory
and there are still many problems. The controller is always designed for some special system. Its structure is usually
complex, not general, and the design process is complicated. And before controller design, the value of bifurcation point
must be solved accurately.

In this paper, a parametric robust stability controller design method is proposed for a class of polynomial form Hopf
bifurcation systems. Using this method, it is not necessary to solve the exact values of the bifurcation parameter, it is only
needed to determine the bifurcation parameter range. The designed controller includes a system state polynomial; its
structure is general, simple and keeps the equilibrium of the original system unchanged. By using the Hurwitz criterion,
the system stability constraints for bifurcation parameter boundaries are obtained at equilibrium, and they are described
by algebraic inequalities. Cylindrical algebraic decomposition is applied to calculate the stability region of the controller
parameters. And then, in the region, parameters of the robust controller can be calculated to make the dynamic system
stable. In this paper, the Lorenz system without disturbance is used as an example to show the designing process of the
method, and then the controller of the van der Pol oscillator system with disturbance is designed by this method as an
engineering application. Simulations of the two systems are given to demonstrate that the proposed controller designing
method can be effectively applied to the robust stability control of the Hopf bifurcation systems.

Keywords: robust stabilization controller, Hopf bifurcation, parametric, cylindrical algebraic decompo-
sition
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