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基于Walsh-Hadamard变换的单像素遥感成像∗
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(中国航天科技集团公司, 量子工程研究中心, 北京 100094)

( 2015年 11月 13日收到; 2015年 11月 30日收到修改稿 )

本文提出了基于Walsh-Hadamard变换的单像素成像方案, 并从理论分析、模拟仿真和实验验证三
方面分别验证了该方案的可行性. 实验上实现了 350—900 nm波段对距离 500 m和 5000 m自然目标的
128× 128 像素成像, 成像速度 0.5帧/秒. 研究并讨论了单像素相机方案与计算量子成像方案的差异与共性,
在此基础上分析了基于Walsh-Hadamard变换的单像素成像方案的优势与局限性. 研究表明本方案同时适用
于单像素相机和计算量子成像. 由于单像素成像适用于应用在如红外热成像、微波成像等波段, 因此在阵列探
测器灵敏度或工艺达不到要求时存在优势. 本文所提出的方案使得单像素成像技术向实际应用迈进了一步.

关键词: Walsh-Hadamard变换, 单像素相机, 计算量子成像
PACS: 42.50.Lc, 42.30.Va, 42.30.Ms DOI: 10.7498/aps.65.064201

1 引 言

近年来, 单像素成像技术作为一种新型成像技
术已引起越来越多的关注. 单像素成像主要涉及
两个研究领域：量子成像领域和基于压缩感知原

理的单像素相机领域. 量子成像领域最早追溯到
1995 年, 美国马里兰大学史砚华小组用纠缠光子
对在实验上实现了非定域的成像技术, 被称为量
子成像 [1,2]. 但随后研究发现量子成像并不依赖纠
缠光源, 利用非泊松分布的光源都可实现量子成
像 [3−5]. 量子成像最初的方案需要二维相机辅助记
录光场瞬时强度分布, 通过二阶强度关联算法实现
图像重建. 2008年, 美国麻省理工学者Shapiro [6]

提出计算量子成像, 可实现真正意义上的单像素成
像, 很大程度上推进了单像素成像技术的实用化
研究. 而另一研究领域中, 单像素相机方案最早在
2008年被美国Rice大学的研究小组提出, 并在实
验上得到了原理验证 [7]. 单像素相机方案基于压缩
感知算法, 研究的主要目标聚焦在压缩感知算法在

图像方面的应用, 力求实现传统相机的成像效果.
计算量子成像方案与单像素相机方案都可实

现单像素成像, 而各自的优势是：计算量子成像方
案强调光源的调制和主动照射目标, 接收端可用单
像素探测器, 重建算法可采用二阶关联算法或压缩
感知算法 [8,9]；单像素相机方案强调在接收端放置

镜头实现成像, 对所成图像进行调制, 然后由单像
素探测器收集, 主要利用压缩感知算法进行图像重
建. 计算量子成像已被实验证实可以突破接收镜头
衍射极限成像, 成像可抗大气湍流和弱散射介质的
影响 [10−12]；单像素相机最大优势是可实现高灵敏

度的成像. 两者的共同点是：可利用单像素探测器
实现二维或三维成像 [13], 可在二维阵列探测器难
以成像的领域发挥作用.

尽管压缩感知算法在单像素成像领域发挥着

重大作用, 其总测量次数仅为奈奎斯特采样极限的
三分之一左右即可重建出目标图像 [14,15], 但是压
缩感知算法是非线性迭代算法且重建效果与所选

稀疏基密切相关, 故成像计算时间和稳定性受到极
大挑战, 同时压缩感知算法必须先测量得到完整信
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号后再计算, 且对计算机硬件要求较高. 相比之下,
在量子成像中得到广泛应用的强度关联算法具有

硬件要求低、成像速度快的特点, 但其需要大于奈
奎斯特采样极限的测量次数, 采样时间较长.

针对目前单像素成像的时间长、信噪比低、恢

复图像稳定性差的缺点, 本文提出了基于 Walsh-
Hadamard 变换的单像素成像方案. 该方案具有以
下优势：首先, 利用Walsh-Hadamard变换进行图
像重建, 算法快速且硬件易于实现；其次, 采用二值
Hadamard 矩阵作为调制矩阵, 易于在高速空间光
调制器件上实现；第三, 调制矩阵生成速度快且无
需存储；第四, Hadamard 矩阵作为测量矩阵, 其均
值不变且具有正交归一特性, 利于光电探测器实现
线性响应, 故探测误差小.

本文以下内容主要分为三部分：第一部分介绍

单像素成像理论模型；第二部分为数值模拟和实验

验证；第三部分为总结.

2 单像素成像理论模型

2.1 实验系统

本文采用单像素相机方案的成像光路作为

单像素成像系统. 如图 1所示：物体通过透镜F1
成像到数字微镜器件 (digital micro-mirror device,
DMD)表面. 微镜受数字电路控制系统的控制, 按
加载的调制矩阵A, 每个微镜发生+12◦或−12◦摆

动, 摆动方向由矩阵A的矩阵元决定, 例如, 矩阵
元1对应+12◦方向翻转, 矩阵元 0 对应−12◦方向

F1

Control

System

Obj.

DMD

24O

F2
PMT

图 1 实验原理示意图 图中Obj.表示待成像物体; F1为
成像透镜; DMD为数字微镜器件; F2 为汇聚透镜;PMT
为光电倍增管; Control System 包括DMD控制板、模数
转换器、运算器和图像重建算法

Fig. 1. Schematic diagram of the experimental setup.
The Obj. is the object to be recover; F1 is the imag-
ing lens; DMD is the digital micro-mirror device; F2
is the collection lens; PMT is photon multiply tube;
Control System: including the control board of DMD,
analog-to-digital converter,arithmetic device and the
image recovering algorithms.

翻转. 根据光学反射定律, 垂直入射的光将在±24◦

方向发生反射. 利用透镜F2将反射光束汇聚到光
电倍增管 (photon multiple turbo, PMT)上 (或其
他光电探测器), 实现光电探测. 若光电探测器的信
号为 Ik, 其中k = 1, 2, 3, · · ·M , 则 Ik为第k次探测

得到的强度值.

2.2 量子成像方案

假设物体空间绝对透过率函数T (x,y), 式中
(x,y)代表二维空间位置坐标. 当物体距离透镜F1
足够远, 根据薄透镜成像高斯公式:

1

S
+

1

S′ =
1

f
, (1)

其中S为像方焦距; S′为物体距离; f为透镜F1焦
距, 直径为D; 当S = ∞无穷远, S = f , 即像面
在透镜F1 焦面的位置. 将DMD置于F1焦面, 则
可对二维图像进行空间调制. 由于自然光源照射
到物体表面的光为非相干光, 物体经过透镜成像
至DMD表面, 透镜成像的传递函数可近似为狄拉
克函数 (x,y). DMD微镜按调制矩阵实现光学调
制, 设第 k次加载的调制矩阵为A(k), A(k)(m,n)

对应调制矩阵元, 即受调制的微镜在矩阵中第m

行、第n 列的位置, m, n均为正整数. 若图像共有
M 行N列, 则m = 1, 2, 3, · · ·M , n = 1, 2, 3, · · ·N ,
M ×N = P为图像像素数. 根据光学反射定律, 在
+24◦或+24◦方向放置收集透镜汇聚所有反射光,
将得到桶探测器强度 I

(k)
B ,

I
(k)
B =

∑
(x,y)

A(k)(m,n)δ(⌈x−m⌉, ⌈y − n⌉)

× T (x,y), (2)

其中的上标 (k)代表第k次测量, ⌈· · · ⌉ 表示向下取
整. 根据量子成像二阶强度关联函数 [12,13] 计算

公式:

G(2)(m,n) = ⟨I(k)B A(k)(m,n)⟩

=
1

K

K∑
k

I
(k)
B A(k)(m,n), (3)

其中, K为总测量次数,符号 ⟨· · · ⟩ ⇔ 1

K

∑K
k (· · · ).

将 (2)式代入 (3)式中可得:

G(2)(m,n)

=
1

K

K∑
k

A(k)(m,n)

{ ∑
(x,y)

A(k)(m,n)T (x,y)

}
× δ(⌈x−m⌉, ⌈y − n⌉)
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=
1

K

K∑
k

{
A(k)(m,n)

∑
(m,n)

T (m,n)A(k)(m,n)

}
.

(4)

为方便分析将 (4)式中三维矩阵元A(k)(m,n)变为

第k次测量的二维向量元来理解. 因为共有K次测

量, 可设总的测量矩阵为HK×P , 则第k次测量矩

阵元与总测量矩阵HK×P 矩阵元对应关系以及恢

复图像与变为一维向量时的对应关系, 可表示为

A(k)(m,n) ⇔ H(k, p), T (m,n) ⇔ T (p),

p = 1, 2, · · · , P. (5)

将 (5)式代入 (4)式, 可得到

G(2)(p)

=
1

K

K∑
k

{
H(k, p)

P∑
p

T (p)H(k, p)

}

=
P∑
p

T (p)
{ 1

K

K∑
k

H(p, k)H(k, p)
}

=
P∑
p

T (p)

{
δ(p− k)

1

K

K∑
k

H2(k, k)

+
1

K

K∑
k

H(p, k)H(k, p)(1−δ(p−k))

}
. (6)

为方便理解, 进一步将 (6)式写成方差的形式:

G(2)(p) = T (p)σ2(p)δ(p− k)

+

P∑
p

T (p)σ2(p)(1− δ(p− k))

+

{
1

K

K∑
k

H(p, k)

}

×
{

1

K

K∑
k

P∑
p

T (p)H(k, p)

}
, (7)

其中, σ2定义为总测量矩阵HK×P 的协方差：

σ2(p) =
1

K

K∑
k

H(k, p)H(p, k)

− 1

K

K∑
k

H(k, p)
1

K

K∑
k

H(p, k). (8)

在传统热光量子成像中, 由于热光源空间各点强
度独立同分布, 且统计满足高斯随机分布, 其强
度涨落的方差和均值恒定. 若DMD 按高斯随
机分布的调制来实现测量, 根据中心极限定理,
在测量次数K较大时, 式中σ2(p)δ(p − k) = σ2

0,

不再与空间坐标位置有关, σ2
0为常数. 同时,

σ2(p)(1 − δ(p − k)) → 0. 再根据 (5)式和 (7)式,
可以得到

G(2)(m,n)=σ2
0T (m,n)+⟨I(k)B ⟩⟨A(k)(m,n)⟩. (9)

在强度涨落关联的量子成像中, 可以将 (9)式第二
项背景项去掉, 即

∆G(2)(m,n)

= ⟨I(k)B A(k)(m,n)⟩ − ⟨I(k)B ⟩⟨A(k)(m,n)⟩

= σ2
0T (m,n). (10)

至此, 可以得到热光强度关联成像中物体空间绝对
透过率函数T (x,y)的重建. 在基于强度涨落关联
的量子成像中, 背景噪声得到了滤除, 图像的信噪
比和对比度可以很高. 但传统量子成像的问题是测
量次数K ≫ N ×M , 实际应用中测量次数多则测
量时间随之增加, 导致成像时间较长, 难以实现快
速成像.

2.3 压缩感知方案

压缩感知 (compressive sensing, CS)理论由
Candès [14]于2006年正式提出, 2008年由美国Rice
大学在实验室实现单像素成像 [7]. 其原理是：对
稀疏或可压缩的信号进行少量非适应性的线性测

量, 可以接近百分之百地恢复出原始信号, 一定意
义上突破了Shannon 采样定理的限制. 基于压缩
感知的单像素相机的理论模型可用简洁的矩阵求

解来描述. 假设待测图像的向量形式为TMN×1, 测
量的信号值与量子成像中的同探测器信号相同, 但
需要先得到完整的测量值, 即长度为K的一维向量

I
(K×1)
B , 测量矩阵为ΦK×MN , 则有

I
(K×1)
B = ΦK×MNTMN×1 + noise,

TMN×1 = ΨMN×MN t′MN×1. (11)

(11)式中ΦK×MN为测量矩阵, noise为环境和探

测器电信号随机噪声, ΨMN×MN为特定稀疏基方

阵 (如Noiselet, DCT等), t′MN×1 为K 个非零值的

稀疏信号, MN = P为待恢复图像像素数.因此,总
的测量次数为K, 等于图像稀疏度. 压缩感知的特
点是利用稀疏基将图像变换到稀疏空间, 即大部
分灰度值为零的表象, 然后求解方程 (11)得到最优
解, 反变换到实空间得到恢复图像, 因此所需测量
次数K ≪ MN . 压缩感知的缺点是必须先测量后
计算, 而且对图像稀疏性或可压缩性有一定程度
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的依赖, 或者说需要一定先验知识才能完美重建
图像.

综上, 要得到稳定性好、不依赖图像本身的快
速单像素成像仍是值得研究的课题. 本文针对这一
问题提出了基于Walsh-Hadamard 变换的单像素
成像方案.

2.4 Walsh-Hadamard变换成像

Walsh-Hadamard矩阵起源较早 [16], 应用极其
广泛.相同阶数的Walsh矩阵和Hadamard矩阵内
容相同, 行排列序不同. Hadamard 矩阵具有如下
特征：首先, Hadamard 矩阵产生速度快, 可用直积
的方式并行产生, 即

H =

1 1

1 −1

 ,

H2n = H2 ⊗H2n−1 =

H2n−1 H2n−1

H2n−1 −H2n−1

 . (12)

上式中,
⊗
表示直积, n是大于 2的正整数. 可见

H矩阵只能为只有±1 构成的方阵. 其次, H矩阵
除第一行和第一列, 其余任意一行与其任意列满足
正交性, 即

1

K

K∑
k

H(k, p)H(p, k) =

1, p = 1

0, p ̸= 1
, (13)

其中, K为测量次数须等于H矩阵的行 (列), 即
K = NM = P . 第三, H矩阵正交归一HH ′ =

KI, I为单位矩阵, 且H转置形式不变. 根据 (8)
式可求得K ×K 维H矩阵方差σ(k, p)为

σ2(p) =
1

K

K∑
k

H(k, p)H(p, k)

− 1

K

K∑
k

H(k, p)
1

K

K∑
k

H(p, k)

=

0, p = 1

1, p ̸= 1
. (14)

将 (13)和 (14)式代入 (6)式, 并根据 (5)式的变形,
将直接得到

G(2)(m,n)

=

0, m = n = 1

T (m,n), m ̸= n 或 m = n ̸= 1
. (15)

即利用一组完整的Hadamard矩阵作为测量基, 理
论上, 除了图像的第一个像点灰度为零不能被重
建外, 其他空间位置均可以得到物体绝对透过率
的完美恢复. 为直观说明问题, 上述过程可以用
Hadamard变换来描述,

I
(k)
B =

1

P

P∑
p=1

H(k, p)T (p), (16)

其逆变换即可求得物体透过率T (p), 即

T (p) =
1

K

K∑
k=1

H(k, p)I
(k)
B . (17)

由于Hadamard变换运算效率并不高, 因此本文
提出利用Walsh-Hadamard变换进行最后重建计
算. Walsh-Hadamard 变换存在与快速傅里叶变
换类似的快速算法 [17]. 因此, 在 (17)式中, 将
I
(k)
B 按Walsh序排列, 然后将H(k, p)替换为Walsh
矩阵变换核WAL(k, p), 即可直接利用Walsh-
Hadamard 变换进行图像快速重建. 另外, Walsh-
Hadamard 变换除了快速重建外, 对计算机硬件要
求低, 可以用来计算较大图像的重建.

3 单像素成像实验

3.1 数值模拟

选用Matlab工具箱自带的图像作为原始图像,
如图 2 (a)所示：图像像素为 1024 × 1024像素, 灰
度为 0—255. 模拟测量时引入 60% 标准差的高
斯随机噪声作为测量和环境噪声. 模拟程序采用
Matlab R2012a版本, 程序为关联算法和TVAL3
算法.

(a) (b)

图 2 仿真实验结果 (a)原始图像; (b)加入 60%标准差
的随机噪声后重建图像

Fig. 2. Simulation results: (a) Origin image; (b) re-
covered image with added noise of level 60%.

利用Walsh-Hadamard变换单像素相机方案,
可得到引入 60%标准差的高斯随机噪声后重建
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的图像. 在主要配置为因特尔酷睿 i3-3240双核
3.40 GHz中央处理器, 2 GB内存的联想台式电脑
上, 实现了1024×1024像素的图像重建. 如图 2 (b)
所示, 重建图像相对误差为 17%左右, 图像重建时
间为0.94 s. 该实验表明, 基于Walsh-Hadamard变
换的单像素相机在一定程度上可以抑制噪声. 同样
的数据, 本文还利用压缩感知方法进行模拟重建,
计算时间为 8 s左右. 可见本文提出的方法具有大
图像重建运算速度快、且硬件要求低的优势.

3.2 实验验证

基于以上数值模拟仿真实验, 利用单像素望远
样机的原理样机, 我们先后对距离约 500 m处和约
5000 m处的居民楼进行了成像实验. 首先, 利用
计算机按Hadamard编码原则生成 16384 × 16384

大小的Hadamard矩阵；其次将Hadamard矩阵的
每一行重新按顺序排列成 16384个 128 × 128大小

的矩阵；最后将 16384个 128 × 128大小的矩阵按

Walsh规则的顺序加载到数字微镜阵列DMD的板
载内存. 本文所用的DMD为美国德州仪器公司的
DLP4100, 微镜总数及排列为 1920× 1080, 微镜可
±12◦ 翻转, 每个微镜 10.6 µm. 实验时从DMD 中
间区域选取的调制区域为 1024× 1024, 8个微镜作
为一个像素调制单元,因此共128×128个像素调制

单元, 微镜的调制速度设定为 10 kHz. 因为DMD
的调制速率为10 kHz, 因此PMT 采集得到一副图
像需要 1.7 s. 实验所用的成像镜头为卡塞格林式
天文望远镜, 口径为 105 mm, 焦距 1400 mm, 焦距
可调. 探测器采用日本滨松H10723-20型PMT, 有
效波段350—900 nm. 数据采集卡采用24位精度的
A/D转换模块. 实验天气为晴天, 首先对约 500 m
处 (由商业测距仪得到)的小学教学楼楼顶以及附
近视场内的烟囱进行了成像实验. 如图 3 (a) 所示,
可以清晰地分辨楼顶的排风口和烟囱的轮廓. 调节
望远镜焦距, 成像焦面发生改变, 得到了另一幅图
像, 如图 3 (b)所示, 与图 3 (a)对比可以发现, 烟囱
和楼顶均变得模糊, 而远处的白色楼宇变得清晰.
从百度地图可查得楼宇的距离约为 5000 m. (图像
的黑边是DMD放置位置与水平有 45◦夹角, 因此
对图像进行了逆时针45◦旋转.)

图 3中所有图像大小均为 128 × 128 pixels,
重建图像所用计算机为因特尔酷睿 i3-3240双核
3.40 GHz中央处理器, 2 GB内存的联想台式机, 利

用在Matlab软件上运行Walsh-Hadamard变换算
法进行数据快速重建, 重建时间为 1.2 s, 小于采样
时间 1.7 s. 由此, 我们实验上得到了 350—900 nm
的可见光和近红外波段, 128× 128像素, 0.5 帧/秒
的单像素成像. 图 3中的所有图像未进行任何图像
降噪处理, 若根据系统噪声特性时行图像处理和图
像增强处理,例如图像的Retinex增强算法,甚至可
消除薄雾的影响 [18], 图像质量将进一步提高, 这也
是今后在实际应用中要考虑的问题. 单像素成像与
传统成像相比, 工艺简单, 单像素探测器在红外成
像 [19]、微波成像等波段有巨大潜在应用价值, 因此
有望在阵列探测器不够灵敏或者工艺技术达不到

要求的成像领域发挥作用.

(a) (b)

图 3 实验结果 (a) 约 500 m处建筑物屋顶及烟囱成像；
(b)约 5000 m处建筑物成像
Fig. 3. Experimental results: (a) The image of the
building roof and the chimney about 500 meters away;
(b) the image of the building about 5000 meters away.

4 结 论

本文提出将Walsh-Hadamard变换的方法用
于计算量子成像和单像素相机图像重建. 理论上证
明了传统的量子成像、特别是计算量子成像技术实

际上与单像素相机技术的图像重建理论相互兼容

且基本一致. 同时从理论上分析了计算量子成像
技术与单像素相机技术的各自优势. 本文还证明
了利用Walsh-Hadamard变换实现图像快速重建
的优势, 并且从实验上得到了距离在 500—5000 m
自然目标在 350—900 nm的可见光和近红外波段、
128 × 128像素, 成像速度为 0.5 帧/秒的单像素成
像结果. 本文理论和实验方案的提出, 证明了单像
素相机实现多像素快速成像的可行性, 进一步推进
了单像素相机向实用化迈进. 单像素成像在红外热
成像、微波成像等波段有巨大的潜在应用价值, 因
此有望在阵列探测器不够灵敏或者工艺技术达不

到要求的成像领域发挥作用.
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Abstract
Single-pixel imaging has become a topic of intense interest amongst theoreticians and experimentalists in recent

years, and is still attracting great attention due to its potential applications in biomedical imaging, remote sensing,
defence monitoring, etc. Two main fields should be involved in single-pixel imaging scheme: single-pixel camera and
computational quantum imaging, which are proposed in the year 2006 and 2008, respectively. Although these two single-
pixel imaging schemes belong to different research fields, they are nearly identical in the realization setup and using the
similar image recovering algorithm. The single-pixel camera scheme is mainly based on compressive sensing algorithms,
which can recover the image with about 30 percent measurements of its total pixels (raster scan method), but need
the prior knowledge of the image. While the computational quantum imaging method usually recovers the image by
using the second-order correlation function, which is computational fast but need more measurements to retrieve a high
quality image. Thus, both the methods mentioned above are time consuming. In this paper, a single-pixel imaging
scheme based on Walsh-Hadamard transform is proposed and is demonstrated both theoretically and experimentally.
The retrieving times of different algorithms are discussed and compared with each other. An image of 1024×1024 pixels
can be acquired around 1 second with our method while it will take 8 seconds by using TVAL3 algorithm on the general
computer in our numerical simulation experiment. It is also experimentally demonstrated that the nature targets from
500 meters to 5000 meters away are acquired, with pixels of 128 × 128 and in the waveband of 350–900 nm, and the
speed of the imaging frame rate is achieved at 0.5 frame per second. The differences and commons between single-pixel
imaging and computational quantum imaging are also discussed in this article. It is found that the Walsh-Hadamard
transform we proposed is stable and can be sufficiently saving the imaging time of the single-pixel imaging schemes while
maintaining a high imaging quality. Moreover, the single-pixel remote imaging scheme can be used in other wave band
such as infrared and micro wave imaging, or will be useful in the case when the array detector technique is difficult to
meet the requirements such as the sensitivity or the volume. And our scheme proposed here can make the single-pixel
imaging technique step further toward its real applications.

Keywords: Walsh-Hadamard transform, sigle-pixel imaging, computational quantum imaging
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