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一种多频局域共振型声子晶体板的低频

带隙与减振特性∗
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( 2015年 8月 7日收到; 2015年 11月 12日收到修改稿 )

设计了一种多频局域共振型声子晶体板结构, 该结构由一薄板上附加周期性排列的多个双悬臂梁式子结
构而构成. 由于多个双悬臂梁式子结构的低频振动与薄板振动的相互耦合作用, 这种局域共振型板结构可产
生多个低频弯曲波带隙 (禁带); 带隙频率范围内的板弯曲波会被禁止传播, 利用带隙可以实现对薄板的多个
目标频率处低频减振. 本文针对这种局域共振型板结构进行了简化, 并基于平面波展开法建立了其弯曲波带
隙计算理论模型; 基于该模型, 结合具体算例进行了带隙特性理论分析. 设计、制备了一种存在两个低频弯曲
波带隙的局域共振型板结构样件, 通过激光扫描测振仪测试证实该结构存在两个低频带隙, 在带隙频率范围
的板弯曲振动被显著衰减.

关键词: 局域共振, 声子晶体板, 弯曲波带隙, 低频减振
PACS: 46.40.–f, 63.20.D–, 62.30.+d DOI: 10.7498/aps.65.064602

1 引 言

近年来, 声子晶体中的弹性波传播特性研究引
起了国内外学者的广泛关注 [1−8]. 声子晶体是由两
种或两种以上不同成分或构型的单元周期性排列

组成的复合介质或结构. 声子晶体具有弹性波带隙
特性, 也即一定频率范围内, 弹性波在声子晶体中
的传播会被禁止, 这些频率范围被称为带隙 (或禁
带). 声子晶体的带隙特性可应用于振动与噪声控
制, 例如基于声子晶体设计新型隔声屏障、隔振器
等, 因此声子晶体研究也引起了减振降噪领域学者
的高度重视 [4,5,9−16].

已有声子晶体研究揭示了两种带隙形成机理,
一种是Bragg散射机理 [1], 主要由结构的周期性所
致; 另一种为局域共振机理, 主要由元胞中微结构

的局部共振所致. 其中, 局域共振机理由Liu等 [2]

于 2000年首次明确提出, 他们通过在一种基体材
料中嵌入周期排列的具有低频谐振特性的微结构

单元, 制备了一种三维三组元局域共振型声子晶
体, 理论及实验研究均证实这种声子晶体可以产生
远低于传统Bragg带隙频率的低频局域共振带隙.
随后针对多种局域共振型声子晶体的研究还表明,
这种周期复合介质可以产生负质量密度 [17]、负模

量 [3]、双负 [18]等新奇特性, 因此可以被视为一种声
学超材料.

局域共振型声子晶体的概念已被引入到局域

共振型声子晶体板结构的设计 [4,19−29], 人们希望
利用局域共振带隙特性来操控板中的弹性波传播.
设计局域共振型声子晶体板结构主要有三种思路:
第一种思路是在一块开有周期性通透孔穴的板结

构上嵌入局域共振单元或利用所开出的特殊孔穴
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结构本身来实现局域共振单元 [19,26], 第二种是在
一块外表面完整封闭的板结构的内部设计局域共

振单元 [27], 第三种思路是在一块均质板上附加周
期排列的共振型微结构 [20−22,25,28,29]. 考虑到制备
成本、结构强度等方面的要求, 实际工程中应用的
板结构很多情况下都不允许破坏其自身均匀性和

完整性, 由于采用第三种思路设计的局域共振型声
子晶体板结构不需要破坏基体板结构的均匀性和

完整性, 其应用前景非常广阔, 近几年已吸引了众
多学者的研究兴趣.

Wu等 [20]和Pennec等 [21]都分别设计和分析

了一种由均质薄板上贴附周期性排列的圆柱体

构成的局域共振型声子晶体板结构, 他们的研究
表明这种结构中可以产生局域共振型完全带隙.
Oudich等 [22,23]进一步研究了一种类似的局域共

振型声子晶体板结构中的低频局域共振带隙特性

和缺陷态波导特性, 并设计、制备了样件开展实验
测试, 证实其存在一个可听声频范围内的完全带
隙. 最近, Ma等 [28]进一步探讨了附有圆柱形共振

单元的局域共振型声子晶体板结构的带隙形成机

理, 解释了其不能形成宽频范围完全带隙的原因,
并提出了一种改进设计方案, 从而可以实现更宽
的完全带隙. 2012 年, Xiao等 [25]提出了一种附有

周期性正方排列的 “弹簧 -质量”振子的局域共振
型声子晶体板结构, 建立了这种结构弯曲波带隙
计算的平面波展开法, 由于这种结构物理模型简
洁直观, 可以方便地揭示其中的带隙调控规律及
形成机理; 同年, Xiao 等 [24]还研究了这种含 “弹
簧 -质量”振子局域共振型板结构的隔声性能, 发
现这种结构可以在低频段产生远高于同样面密度

均质板的传声损失 (隔声量), 在隔声降噪领域有重
要应用前景. 2013年, Torrent等 [30]研究了含周期

六边形排列 “弹簧 -质量”振子的局域共振型板结
构, 他们的研究表明, 这种结构可以视为石墨烯的
弹性介质类比, 存在非常奇异的波传播现象. 2015
年, 刘娇等 [7]也针对含 “弹簧 -质量”振子的局域共
振型板结构的带隙机理展开了深入研究, 指出其
带隙产生既与共振子对板中弹性波的散射相位相

关, 也与弹性波在共振体之间的几何传播相位有
关. 2014年, Xiao 等 [29]提出了一种新的局域共振

型声子晶体板结构设计形式, 这种结构由一均质薄
板上沿二维空间周期性布置 “双悬臂梁式”结构而
构成. 与文献 [20, 21, 23]研究的局域共振型板结构

相比, Xiao等 [29]所提出新结构的优点是: 1)采用
很薄的 “双悬臂梁式”结构就可以实现很低频的带
隙, 使得整体结构在厚度方向的尺寸更小; 2)结构
中所有组成单元都可以采用同一种金属材料来制

备, 而不需要使用橡胶材料及多种材料复合单元,
因此新结构在某些特殊环境中 (如高温环境)的适
应性更好. 需要指出的是, 针对这种新型声子晶体
板结构, Xiao等 [29]只对含有单种 “双悬臂梁式”结
构的情况展开研究, 并没有探讨同时附加多种 “双
悬臂梁式”子结构的情况, 而实际工程中通常需要
同时利用多个带隙实现多个目标频带的减振. 此
外, Xiao等所设计样件得到的局域共振带隙频率范
围是 465—860 Hz, 这在机械结构减振领域依然属
于中高频范围. 为了解决低频减振问题, 需要设计
更低频 (400 Hz以下)的带隙.

本文拟进一步拓展Xiao等 [29]的工作, 研究含
有多种 “双悬臂梁式”子结构的多频局域共振型声
子晶体板的带隙特性及其低频减振特性, 为其在
低频范围的多目标频段下的板结构减振应用提供

参考.

2 带隙计算理论模型

2.1 结构模型及其简化

本文设计的多频局域共振型声子晶体板结

构如图 1所示. 该结构由一薄板上附加周期性排
列的多个 “双悬臂梁式”子结构构成. 图 1中向量
a1和a2表示二维周期晶格的基矢, 一般可写成
a1 = (a1x, a1y)和a2 = (a2x, a2y). 本文仅仅考虑
二维正方周期晶格形式, 设 “双悬臂梁式”子结构
沿x和 y方向周期排列的最小间隔均为a, 因此相
应的晶格基矢为a1 = (a, 0)和a2 = (0, a). 需要
指出的是, 图 1仅给出每个晶格点上附加三个 “ 双
悬臂梁式”子结构的情况, 实际一般情况是可附加
N(= 1, 2, 3, · · · )个.

图 1所示局域共振型声子晶体板结构构型较
为复杂, 为了便于理论建模, 本文将对附加的 “双
悬臂梁式”子结构做简化处理. 由于本文考虑的频
率范围较低, 因此参考现有文献处理方法 [11], 可将
“双悬臂梁式”连续结构等效处理为 “质量 -弹簧 -质
量”集中参数模型, 如图 2所示. 图 2 (a)中 l表示双

悬臂梁式结构总长度的一半, ls表示双悬臂梁式结
构被垫片刚性支撑的长度, lr表示双悬臂梁式结构
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的实际悬臂长度. 易知, lr = l− ls/2. 此外, 设双悬
臂梁式结构横截面为矩形, tr和 br分别为梁结构的

截面厚度和宽度. 图 2 (b)中m和k分别表示等效

系统中的谐振子质量和弹簧刚度, m0表示等效系

统中附加于基体板结构上的集中质量.

a1

a2

x 

z 

y 

(a) 

(b) 

图 1 多频局域共振型声子晶体板结构 (a)含多个周期
元胞的结构示意图; (b) 附加的双悬臂梁式结构示意图
Fig. 1. Schematic diagram of a multi-frequency lo-
cally resonant phononic plate: (a) Schematic dia-
gram of the phononic plate with several periodic unit
cells; (b) schematic diagram of the attached double-
cantilevered beams.

(a) 

(b)  

tr

l l

lr lr

m

k

m0

ls

图 2 双悬臂梁式结构的低频等效模型示意图

Fig. 2. Low frequency equivalent model of a double-
cantilevered beam.

设双悬臂梁式结构的材料杨氏模量为Er, 密
度为ρr, 那么在低频范围内, 其等效模型的参数可
表示为 [11]

m0 = ρrArls + 0.395ρrAr(2lr), (1)

m = 0.605ρrAr(2lr), (2)

k = 14.953
ErIr
l3r

, (3)

其中Ar = brtr, 表示梁结构横截面积; 而 Ir =

brt
3
r/12, 表示梁结构横截面二次矩. 双悬臂梁式

结构的共振频率为

fr =
1

2π

√
k

m
=

1

2π

3.515

l2r

√
ErIr
ρrAr

=
1

2π

3.515tr
l2r

√
Er
12ρr

. (4)

基于上述等效处理方法, 图 1所示局域共振型
声子晶体板结构可简化为图 3所示的模型. 每个晶
格点上附加的第 j个 “双悬臂梁式”子结构的等效
“质量 -弹簧 -质量”模型参数为m0j , mj , kj (j = 1,
2, 3, · · · , N)(可根据 (1)—(3)式进行求解).

x 

z 

y 

a1

a2

(a) 

(b) 

m01 m02  m03

k3

m3

k1

m1

k2

m2

图 3 多频局域共振型板结构的简化模型 (a)含多个周
期元胞的结构示意图; (b) 双悬臂梁式结构的低频等效“质
量 -弹簧 -质量”系统
Fig. 3. Simplified model of the proposed multi-frequency
locally resonant phononic plate: (a) Schematic diagram
of the simplified model with several periodic unit cells;
(b) the low-frequency equivalent “mass-spring-mass”
systems of the attached double-cantilevered beams.

2.2 基于平面波展开的带隙计算方法

对于图 3所示的二维多频局域共振型声子晶
体板结构, 薄板上每个附加谐振子结构的位置向量
可表示成

R = p̄a1 + q̄a2, (5)

式中 p̄和 q̄均为整数.
于是, 基于经典薄板假设, 基体薄板结构的运

动方程可表示成如下联立方程组:

D∇4w(r)− ω2ρhw(r)

=

N∑
j=1

∑
R

[
fj(R) + ω2m0jw(R)

]
δ(r −R), (6)
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fj(R) = −kj [w(R)−uj(R)] j = 1, 2, · · · , N,

(7)

− ω2mjuj(R) = −fj(R) j = 1, 2, · · · , N, (8)

其中∇4 = (∂2/∂x2 + ∂2/∂y2)2, D = Eh3/12(1 −
ν2)表示板的弯曲刚度, E和ρ分别表示板材料的

杨氏模量和密度, h表示板的厚度, ω表示角频率,
r = (x, y)是指板面所在平面上的任一点的位置向
量 (给定该点的坐标x, y即确定了 r), w(r)表示板
在r处的横向振动位移, uj(R)表示位于R处第 j

个谐振质量块mj的振动位移, fj(R)表示位于R

处的第 j 个谐振子对板的作用力. 另外, (6)式中二
维δ函数的展开形式为

δ(r −R) = δ(x−Rx) · δ(y −Ry). (9)

因结构周期性, 板的振动位移可表示成如下无穷阶
平面波叠加形式 [25]:

w(r) =
∑
G

WG e−i(k+G)·r, (10)

其中k为Bloch波矢, G称为倒格矢, WG为平面波

幅值. 倒格矢G可表示成

G = pb1 + qb2, (11)

式中 p和 q 均为整数, b1 和b2表示周期晶格的倒

格子基矢,可写为b1 = (b1x, b1y)和 b2 = (b2x, b2y).
倒格子基矢bj̄(j̄ = 1, 2)和晶格基矢aī(̄i = 1, 2)之

间满足如下关系

aī · bj̄ =

2π (̄i = j̄),

0 (̄i ̸= j̄).
(12)

由结构周期性条件还可确立如下关系

w(R) = w(0) e−ik·R, (13)

uj(R) = uj(0) e−ik·R. (14)

另外, 根据δ函数的性质可推得∑
R

e−ik·Rδ(r −R) = e−ik·r
∑
R

δ(r −R). (15)

将 (13)—(15)式代入 (6)—(8)式得到

D∇4w(r)− ω2ρhw(r)

=
N∑
j=1

{[
−kj [w(0)− uj(0)] + ω2m0jw(0)

]
× e−ik·r

∑
R

δ(r −R)

}
, (16)

− ω2mjuj(0) = kj [w(0)− uj(0)]

j = 1, 2, · · · , N. (17)

注意到 (16)式中右边的无穷求和式可以看成是一
个周期性函数, 于是可以将其展开成如下傅里叶级
数形式 [25]:∑

R

δ(r −R) =
∑
G

1

S
e−iG·r, (18)

式中S = |a1 × a2|, 表示单个元胞的面积. 将 (10)
和 (18)式代入 (16)和 (17)式可得:

DS|k +G|4WG +

N∑
j=1

{
kj

∑
G′

WG′

}
−

N∑
j=1

kjuj

− ω2ρhSWG−ω2
N∑
j=1

{
m0j

∑
G′

WG′

}
= 0, (19)

− ω2mjuj = kj

(∑
G′

WG′ − uj

)
j = 1, 2, · · · , N, (20)

式中uj代表uj(0).
为了求解方程组 (19)和 (20), 需要将无穷

级数截断, 取有限阶平面波展开. 例如, 可将
m和n取值范围定为 (−M , −M+1, · · · , M−1,
M), 于是计算中采用的总平面波阶数为 M̄ =

(2M +1)× (2M +1). 于是方程组 (19)和 (20)可写
成如下矩阵形式:

([K]− ω2[M ]){W } = 0, (21)

其中

[K] =



DS[KG] +

N∑
j=1

kj [Uj ] −k1[P ] −k2[P ] · · · −kN [P ]

−k1[P
′] k1 0 · · · 0

−k2[P
′] 0 k2

...
...

...
... · · · . . . 0

−kN [P ′] 0 · · · 0 kN


, (22)
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[M ] =



ρhS[I] +

N∑
j=1

m0j [Uj ] 0 0 · · · 0

0 m1 0 · · · 0

0 0 m2

...
...

...
... · · · . . . 0

0 0 · · · 0 mN


,

(23)

[KG] =


|k +G1|4 0 · · · 0

0 |k +G2|4 · · ·
...

...
... . . . 0

0 · · · 0 |k +GM̄ |4

 ,

(24)

[P ] =


1

1
...

1


M̄×1

, [P ′] = [P ]T, [U ] = [PP ′],

(25)

[I] =


1 0 · · · 0

0 1 · · ·
...

...
... . . . 0

0 · · · 0 1


M̄×M̄

,

W =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

WG

u1

u2

...

uN

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, WG =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

WG1

WG2

...

WGM̄

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (26)

ky

Γ

M 

X↼p⊳a֒ ↽  

kx

↼֒ p⊳a↽ 

图 4 不可约Brillouin区 (阴影)示意图
Fig. 4. Schematic diagram of the irreducible region of
the Brillouin zone.

可以发现, (21)式代表一个关于ω2的广义特

征值问题. 每给定一个Bloch 波矢k, 可以求得
(M̄ + N)个特征值频率ω. 在求解过程中, 一般
将 k = (kx, ky)的取值范围限定为不可约Brillouin
区 [4]. 实际计算带隙时, 为了简便, 通常令波矢
k在不可约Brillouin区的边界上 (如图 4中的ΓX,
XM , MX的线段上)取值, 画出本征频率ω随波矢

的变化关系曲线 (色散曲线), 即可得到所谓的能带
结构图. 在能带结构图中, 不存在色散曲线的频率
范围即带隙范围.

3 带隙特性理论研究

本节针对多频局域共振型声子晶体板的带

隙特性开展理论研究. 算例中采用的薄板参数
如表 1所列, 并将考虑在薄板上附加几种不同
的双悬臂梁式结构 (矩形截面梁片), 其中第 1种
和第 2 种双悬臂梁式结构的参数如表 2所列, 而
第 3种和第 4种双悬臂梁式结构的参数如表 3所
列, 这些梁片结构的材料参数均和薄板一样 (参
见表 1 ), 并假设其周期性排列的正方晶格常数
为a = 100 mm × sin(π/4). 根据 (4)式可计算得
到四种梁片的共振频率分别为 199.3, 300.3, 100,
400 Hz.

表 1 薄板的参数

Table 1. Parameters of thin plate.

厚度/mm 杨氏模量/Pa 密度/kg·m−3 泊松比

0.9 6.89× 1010 2700 0.3

首先对单频局域共振型板和多频局域共振型

板的带隙特性做比较分析. 图 5给出了附加不同类
型梁片的局域共振板的能带结构, 图中结果由第 2
节建立的理论模型计算得到. 图 5 (a)算例对应于
一种单频局域共振板, 该结构中每个晶格点位置附
加了两个梁片 1; 图 5 (b)算例对应于另一种单频局
域共振板, 该结构中每个晶格点位置附加了两个梁
片 2; 图 5 (c)对应于一种多频局域共振板, 该结构
中每个晶格点位置同时附加了两个梁片1和两个梁
片2.

观察图 5中的能带结构图可知, 图 5 (a)中存
在一个 190.6—223.5 Hz的低频带隙, 该带隙出现
的频率位置对应于梁片 1的共振频率 (199.3 Hz);
图 5 (b)中存在一个 275—327.7 Hz的低频带隙, 该
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带隙出现的频率位置对应于梁片 2的共振频率
(300.3 Hz); 图 5 (c)中存在两个低频带隙, 频率范
围分别是 189.2—215.4 Hz和 276.4—327.3 Hz, 带
隙出现的频率位置依次对应于两种梁片的共振频

率. 将图 5 (a)和图 5 (b)中的单频局域共振板的带
隙范围与图 5 (c)中的多频局域共振板的带隙范围
做比较可知, 虽然前者和后者附加同种梁片的数量
及参数一样, 但多频局域共振板产生的带隙宽度和
单频局域共振板的相比变得更窄些; 特别是多频
局域共振板中更低频段的带隙, 其变窄的特征更为
明显.

X M
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200

300

400

500

/
H

z

(a) 

(b) 

(c) 

Γ Γ
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/
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Γ Γ
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图 5 不同局域共振型板结构的能带结构 (a)附加两个
梁片 1; (b) 附加两个梁片 2; (c)附加两个梁片 1 和两个
梁片 2
Fig. 5. Band structures of different locally resonant
phononic plates: (a) Attached with periodic two type-
1 beams; (b) attached with periodic two type-2 beams;
(c) attached with periodic two type-1 beams and two
type-2 beams.

表 2 附加梁片的参数

Table 2. Parameters of attached thin beams.

长度

/mm
宽度

/mm
厚度

/mm
垫片支撑

长度/mm
数量

/ 个
共振

频率/Hz

梁片 1 127 12 0.9 5.6 2 199.3

梁片 2 104.5 12 0.9 5.6 2 300.3

表 3 附加梁片的参数

Table 3. Parameters of attached thin beams.

长度

/mm
宽度

/mm
厚度

/mm
垫片支撑

长度/mm
数量

/个
共振

频率/Hz

梁片 3 177 12 0.9 5.6 2 100

梁片 4 91.3 12 0.9 5.6 2 400

(a) 

(b) 
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z

Γ Γ

X MΓ Γ

图 6 不同局域共振型板结构的能带结构 (a)附加两个
梁片 1、两个梁片 2和两个梁片 3; (a)附加两个梁片 1、两
个梁片 2和两个梁片 4
Fig. 6. Band structures of different locally resonant
phononic plates: (a) Attached with periodic two type-
1 beams, two type-2 beams and two type-3 beams;
(b) attached with periodic two type-1 beams, two
type-2 beams and two type-4 beams.

然后在图 5 (c)中所考虑的局域共振板的基础
上再增加一种梁片, 考察附有三种不同共振梁片的
局域共振型板的带隙特性. 图 6给出了附有三种不
同类型梁片的局域共振板的能带结构, 图中结果由
第 2节建立的理论模型计算得到. 图 6 (a)算例对
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应的局域共振板结构中每个晶格点位置同时附加

了两个梁片 1、两个梁片 2和两个梁片 3; 图 6 (b)算
例对应的局域共振板结构中每个晶格点位置同时

附加了两个梁片 1、两个梁片 2和两个梁片 4. 观察
图 6中的能带结构图可知, 与图 5 (c)中结果 (存在
两个低频带隙)相比, 图 6中所考虑的两种多频局
域共振板都增加了一个带隙, 即都存在三个低频带
隙. 其中, 图 6 (a)中的第二、第三带隙频率位置与
图 5 (c)中类似, 它们分别对应于梁片 1 和梁片 2的
共振频率 (199.3 Hz, 300.3 Hz), 而增加的那个带隙
(图 6 (a)中第一带隙)的频率位置则对应于新引入
的梁片 3的共振频率 (100 Hz); 图 6 (b)中的第一、
第二带隙的频率位置同样与图 5 (c)中类似, 也是
分别对应于梁片 1和梁片 2的共振频率 (199.3 Hz,
300.3 Hz), 而增加的那个带隙 (图 6 (b)中第三带
隙)的频率位置则对应于新引入的梁片 4 的共振频
率 (400 Hz). 由图 5和图 6中结果可以推断, 对于
这里考虑的多频局域共振板结构, 在本文关心的
低频减振目标频率范围内 (400 Hz以下), 如果确
保将附加梁片的共振频率都设计在目标频率范围

内 (400 Hz以下), 那么结构中附加了几种共振频率
的梁片, 就可在相应的共振频率附近处实现几个
带隙.

接下来以图 5 (c)中所考虑的多频局域共振板
为例来分析多频局域共振型板中附加梁片的相关

参数对带隙特性的影响.
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图 7 附加梁片长度对带隙的影响

Fig. 7. Effects of the length of double-cantilevered
beam on the band gaps of locally resonant phononic
plate.

图 7所示为附加梁片长度对带隙的影响, 其中
实线算例代表附加梁片长度为初始长度, 该算例的
局域共振板参数与图 5 (c)中算例完全一样, 即梁片

1的长度为127 mm, 梁片2的长度为104.5 mm (参
见表 2 ). 图 7中点线代表的是两种梁片长度都减小
5 mm的局域共振板能带结构, 而虚线代表两种梁
片长度都增加 5 mm的局域共振板能带结构. 通过
比较三种不同梁片长度对应结果可知, 随着梁片长
度的增加, 两个带隙的起止频率都向低频移动, 即
带隙范围整体向低频移动. 这是因为, 随着梁片长
度增加, 由 (4)式可知梁片的共振频率随之降低, 因
此产生的局域共振带隙也向低频范围转移.

图 8所示为附加梁片的厚度对带隙的影响,
其中实线算例代表附加梁片厚度为初始厚度, 该
算例的局域共振板参数与图 5 (c)中算例完全一
样, 即梁片 1和梁片 2的厚度均为 0.9 mm (参见
表 2 ). 图 8中虚线代表的是两种梁片的厚度都减
小 0.1 mm的局域共振板能带结构, 而点线代表两
种梁片的厚度都增加 0.1 mm的局域共振板能带结
构. 通过比较三种不同的梁片厚度对应结果可知,
随着梁片厚度的增加, 两个带隙的起止频率都向高
频移动, 即带隙范围整体向高频移动. 这是因为,
随着梁片厚度增加, 由 (4)式可知梁片的共振频率
随之提高, 因此产生的局域共振带隙也向高频范围
转移.
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图 8 附加梁片厚度对带隙的影响

Fig. 8. Effects of the thinkness of double-cantilevered
beam on the band gaps of locally resonant phononic
plate.

图 8中结果还说明, 带隙出现的频率位置对梁
片的厚度非常敏感, 厚度仅变化 0.1 mm就可以使
带隙频率位置 (或中心频率)产生非常显著的变化.
此外,比较图 8和图 7可知,梁片厚度的增加对带隙
的影响规律类似于梁片长度的减小对带隙的影响,
两种调节方式都是使带隙整体向高频移动.
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图 9所示为附加梁片的宽度对带隙的影响, 其
中实线算例代表附加梁片的宽度为初始宽度, 该
算例的局域共振板参数与图 5 (c)中算例完全一样,
即梁片 1和梁片 2的宽度均为 12 mm (参见表 2 ).
图 9中虚线代表的是两种梁片的宽度都减小 6 mm
的局域共振板能带结构, 而点线代表两种梁片的宽
度都增加 6 mm的局域共振板能带结构. 通过比较
三种不同的梁片宽度对应结果可知, 随着梁片宽度
的增加, 两个带隙的起始频率都向低频移动, 而截
止频率都向高频移动, 也即两个带隙的频率范围都
整体扩大, 但中心频率位置则变化不大. 带隙出现
的频率位置 (或中心频率)变化不大的原因是: 由
(4)式可知, 梁片的共振频率与梁片宽度无关, 因此
梁片宽度的变化不会影响局域共振带隙出现的频

率位置. 但是, 梁片的宽度增加会使等效谐振质量
块的质量m增大 (参见 (2)式), 因此产生的局域共
振效应会更加显著, 因而使得带隙的频率范围被
拓宽.
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图 9 附加梁片宽度对带隙的影响

Fig. 9. Effects of the width of double-cantilevered
beam on the band gaps of locally resonant phononic
plate.

图 10所示为附加梁片的数量对带隙的影响,
其中实线算例代表附加梁片的数量为初始个数,
该算例的局域共振板参数与图 5 (c)中算例完全
一样, 即梁片 1和梁片 2的个数均为 2(参见表 2 ).
图 10中虚线代表的是两种梁片的个数都减少 1个
的局域共振板能带结构, 而点线代表两种梁片的个
数都增加 1个的局域共振板能带结构. 通过比较三
种不同的梁片个数对应结果可知, 随着梁片数量的
增加, 带隙的中心频率位置变化较小, 但是两个带
隙的起始频率都向低频移动, 同时截止频率都向高
频移动, 也即两个带隙的宽度都整体拓展. 带隙中

心频率变化不大是因为梁片的几何与材料参数都

没改变, 因此其共振频率保持不变. 带隙宽度变宽
是因为每增加一个相同的梁片, 相当于增加了一个
等效谐振子, 因此局域共振效应变得更为显著, 产
生的带隙的频率范围随之被拓宽.

1

1

X M
0

100

200

300

400

500

/
H

z

Γ Γ

图 10 附加梁片数量对带隙的影响

Fig. 10. Effects of the number of double-cantilevered
beam on the band gaps of locally resonant phononic
plate.

比较图 10和图 9中结果可知, 梁片数量增加对
带隙的影响规律与梁片宽度增加对带隙的影响规

律类似, 两种调节方式都使带隙的起始频率向低频
移动, 同时截止频率向高频移动, 也即带隙的宽度
整体拓展, 而带隙中心频率变化不大.

4 带隙与减振特性实验研究

以图 5 (c)结果对应的多频局域共振板算例为
依据, 设计、制备了相应的实验样件, 如图 11所示.
该样件中基体薄板形状为正方形, 边长为 840 mm,
其他参数与图 5 (c)中算例参数一样. 样件中的梁
片结构与薄板之间通过螺栓连接, 而不同梁片之间
通过垫片隔开. 整块薄板上共附加了 113组梁片,
每组梁片中包含两个梁片 1和两个梁片 2(梁片参
数见表 2 ).

实验中采用弹性细绳将局域共振板样件悬挂

于一支撑框架上, 用于模拟自由边界条件. 在附加
有 “双悬臂梁式”子结构的板面中央位置连接了激
振器 (B&K 4824), 激振杆与板面垂直以便激发出
板的弯曲振动. 此外, 实验中采用激光扫描测振仪
(Polytec PSV500)测试板的另一面 (未附加 “双悬
臂梁式”结构的一面)的法向振动速度. 实验测试
系统照片如图 12所示.
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(a) 

(b) 

图 11 多频局域共振板实验样件 (a)整体照片; (b)局
部照片

Fig. 11. Experimental specimen of a multi-frequency
locally resonant phononic plate: (a) Global photo;
(b) locally zoomed photo.

图 12 实验测试系统

Fig. 12. Low model of a double-cantilevered beam.

实验中给激振器的输入信号为 0—3200 Hz的
宽带白噪声信号. 激光扫描头采集板表面振动响应
点共 10个, 该 10个点沿水平直线以 40 mm距离等
间距排列, 直线中心距离激励点 350 mm. 激光扫
描测振仪自带软件对每个点的振速时域响应做快

速傅里叶变换得到其频域响应, 并对 10个点的振
速频域响应幅值做平均处理, 基于此测得的实验结
果如图 13所示.

图 13中阴影所示频率范围为图 5 (c)中理论计
算得到的两个低频带隙频率范围 (189.2—215.4 Hz
和 276.4—327.3 Hz). 从图 13中可以看出, 在理论

预报的带隙频率范围内, 实验样件的板弯曲振动响
应得到明显衰减, 从而证实结构中确实存在这两个
低频带隙. 实验样件的减振频率范围与理论计算得
到的带隙频率范围一致性非常好, 从而验证了本文
带隙计算理论模型的有效性和准确性.

50 100 150 200

/Hz

/
m
Ss

-
1

250 300 350 400 450 500
10-6

10-5

10-4

图 13 测试得到的薄板表面振动速度幅值频率响应

Fig. 13. Measured frequency response function of the
plate suface vibration velocity.

5 结 论

本文设计了一种多频局域共振型声子晶体板

结构, 这种结构是通过在一张薄板上附加周期性排
列的多个双悬臂梁式子结构而构成的. 本文针对
这种多频局域共振型板结构进行了简化处理, 将其
中的双悬臂梁式子结构近似等效为 “质量 -弹簧 -质
量”系统, 在此基础上再采用平面波展开法建立了
这种多频局域共振型板的弯曲波带隙计算理论模

型. 基于该模型, 理论计算和分析了这种多频局域
共振型声子晶体板的带隙特性, 并开展了带隙与减
振特性实验研究, 得到以下主要结论.

1) 多频局域共振型板中可以产生多个低频带
隙, 但和附加相同双悬臂梁式子结构的单频局域共
振板的相比, 多频局域共振型板中带隙范围变得更
窄些; 特别是其中更低频段的带隙, 其变窄的特征
更为明显.

2) 双悬臂梁式结构的厚度增加对带隙的影响
规律类似于其长度减小对带隙的影响, 两种调节方
式都使带隙整体向高频移动. 研究还表明, 带隙出
现的频率位置对双悬臂梁式结构的厚度非常敏感,
厚度变化很小 (0.1 mm量级)就可以使带隙频率位
置 (或中心频率)产生非常显著的变化.

3) 双悬臂梁式结构的宽度增加对带隙的影响
规律与其数量增加对带隙的影响规律类似, 两种调
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节方式都使带隙的起始频率向低频移动, 同时截止
频率向高频移动, 也即使带隙的宽度整体拓展, 而
带隙中心频率变化不大.

4) 实验结果证实了这种多频局域共振型板中
可以产生多个低频带隙, 在带隙频率范围内的振动
被显著衰减.
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Abstract
A multi-frequency locally resonant (LR) phononic plate is proposed in this paper. The phononic plate consists

of periodic arrays of multiple double-cantilevered thin beams attached to a thin homogeneous plate. This proposed
phononic plate is simplified and modeled using a plane wave expansion method to enable the calculation of flexural wave
band structures. The band gap behavior of the phononic plate is analyzed comprehensively. In addition, an experimental
specimen is fabricated using a square aluminum plate with a thickness of 0.9 mm and an area of 840 mm× 840 mm, and
attached to the specimens as periodic arrays of two types of double-cantilevered thin beams made of the same material
as the host plate. And the specimen is measured by using a scanning laser Doppler vibrometer to verify the theoretical
predictions of band gaps. Investigations of this paper yield the following findings and conclusions.

1) Due to the interaction of low-frequency vibrational modes of attached multiple double-cantilevered beams and
flexural vibration of the host plate, the proposed multi-frequency LR phononic plate can exhibit multiple low-frequency
flexural wave band gaps (stop bands). It is also found that the band gaps of a multi-frequency LR phononic plate,
especially those appearing in a lower frequency range, are generally narrower than that of a single-frequency LR phononic
plate with the same type of double-cantilevered beams.

2) The frequency location of band gaps moves to higher frequency range when the thickness of the double-cantilevered
beams is increased, or when the length of the double-cantilevered beams is decreased. It is also shown that a very small
variation of the thickness (e.g., 0.1 mm) may lead to significant changes of frequency position of the band gaps.

3) When the width of the double-cantilevered beams is enlarged or the number of the double-cantilevered beams is
increased, the lower band gap edge will move to a lower frequency range, while the upper band gap edge will move to a
higher frequency range. This implies that the bandwidth of the band gaps is broadened. However, at the same time, it
is shown that the central frequencies of the band gaps remain almost unchanged.

4) Experimental measurements of the fabricated specimen evidence the existence of two low frequency band gaps,
and confirm that the flexural plate vibrations are significantly reduced in the predicted band gaps.

Keywords: local resonance, phononic plate, flexural wave band gap, low-frequency vibration reduction
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