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用弛豫法探寻新的双开口膜泡∗

孔祥波 张劭光†

(陕西师范大学物理学与信息技术学院, 西安 710119)

( 2015年 11月 9日收到; 2015年 12月 31日收到修改稿 )

基于面积差弹性模型, 用弛豫法探寻满足开口膜泡边界条件的欧拉 -拉格朗日方程组的新解, 得到了双
开口的哑铃形分支解, 并结合以前得到的单开口哑铃形及闭合哑铃形, 对它们之间的相变进行了深入的研究.
为了探究实验上是否可能发现这些形状, 与以往实验上观察到的较小约化弛豫面积差的杯形、管形、烟囱形开
口形状的能量进行了比较, 发现这些新形状在较大的约化弛豫面积差值时, 在某些线张力区间比以往发现的
形状能量更低. 另外为了对比, 本文对于实验上已知的杯形、管形、烟囱形及球形之间的相变行进行了探讨,
并对两者之间的不同特点进行了对比.

关键词: 面积差弹性模型, 弛豫法, 开口膜泡, 数值计算
PACS: 87.16.D–, 82.70.Uv DOI: 10.7498/aps.65.068701

1 引 言

双亲分子在水溶液中会自发形成双层膜, 在分
子浓度较低时, 双层膜会形成闭合的膜泡. 这种人
造膜泡被认为是生物膜的简化模型. 以往人们普遍
认为闭合膜泡才是稳定的, 然而 1982年, Lieber和
Steck [1,2]发现正常情况下闭合的成熟红细胞在实

验上存在开口现象. 随后Saitoh等 [3]在实验中通

过向水溶液中类脂膜泡加入一定浓度的类膜性质

的蛋白质Talin分子, 观察到了一些杯形、管状形和
烟囱等形状的开口膜泡. 他们发现通过改变Talin
分子的浓度, 可以改变膜泡开口口径的大小. 以
往人们也尝试着通过渗压震扰 [4]、光镊 [5]、电穿孔

等 [6]方法在膜泡上打开一个临时的小孔, 以尝试通
过类脂膜泡来输运药物和DNA. 所以开口膜泡的
研究在生物学和医学上也有重大意义.

近些年, 理论上的研究也有很大的进展.
Capovilla等 [7]首先用场论方法给出了一般情况下

开口膜泡的形状方程和边界条件, Tu和Ouyang [8]

将外微分法用于处理曲面上的问题, 亦给出了自

发曲率 (SC)模型下的形状方程和边界条件. 最
近Li和Zhang [9]利用欧阳双凹盘形及周期性结

点解构造出了开口的管形拓扑解. 而Umeda和
Suezaki [10]则基于面积差弹性 (ADE)模型首次用
弛豫法数值计算得到了一些能够与实验上观察到

的形状对应的球形附近的一些开口膜泡形状. 但是
他们的计算局限在约化弛豫面积差∆a0较小的区

域, 他们的相图虽然给出了∆a0 = 1.5的区域, 但
他们认为该区域的稳定形状都是闭合球形. 我们小
组以往的研究中用打靶法证实了在较大∆a0时存

在比球形能量更低的单开口的哑铃形状 [11,12]. 但
是否存在双开口的哑铃形, 目前仍是一个没有解决
的问题; 双开口哑铃形开口膜泡的形状随线张力系
数等物理量的变化规律也不清楚.

本文基于ADE模型, 用弛豫法数值探寻哑铃
形附近的双开口膜泡. 在文章的第二部分简述了双
开口膜泡的欧拉 -拉格朗日方程组和两端须满足的
边界条件. 第三部分讨论了数值计算得到的新的双
开口膜泡形状. 我们发现弛豫法能有效地求解该类
问题, 进而讨论了双开口的哑铃形与其他形状的相
变关系.

∗ 中央高校基本科研业务费专项资金 (批准号:GK201302011)和国家自然科学基金 (批准号:10374063)资助的课题.
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2 理论基础

2.1 ADE模型

因为双层膜的厚度远小于膜泡的线度, 可将生
物膜看成二维曲面Σ, 其边缘的闭合曲线记为∂Σ.
膜泡的曲率能Fc可写为

Fc =
1

2
kc

∫∫
Σ

(C1 + C2 − C0)
2dA

+ kg

∫∫
Σ

KdA, (1)

其中 kc和 kg分别是局域弯曲模量和高斯弯曲模

量, C0为自发曲率, C1和C2是三维空间中曲面

上的任意一点的两个主曲率. 因而平均曲率

H =
1

2
(C1 + C2), 高斯曲率K = C1C2. 对该曲

率能在给定面积A和体积V 的约束下做变分, 即得
到闭合膜泡的平衡形状,这就是膜泡的SC模型 [13].
SC模型认为由于膜两面的不对称性 (双亲分子的
不对称性及膜两侧化学环境的不对称性), 膜有一
自发弯曲的倾向, 用C0描述该不对称性.

在ADE模型 [14]中, 膜泡双层之间的不对称性
起源于双层之间的面积差∆A, 该面积差有一弛豫
值∆A0(或初始值). 当双层之间的实际面积差∆A

偏离该值时, 将有一附加的能量

Fel =
k̄el
2

π

AD2
(∆A−∆A0)

2, (2)

称为面积差弹性能. 其中常数 k̄el是非局部弹性模

量, D是两层膜泡间的间距. 因为D远小于膜泡尺

度, ∆A可以由下式计算得到

∆A = 2D

∫∫
Σ

HdA. (3)

对于开口膜泡, 在开口处还有一线张力能

Fγ = γ

∮
∂Σ

dl, (4)

式中积分代表对边界的积分, γ是线张力系数.
在ADE模型中, 开口膜泡的总能量F由曲率

能Fc、弹性能Fel和开口处线张力能Fγ三部分构

成, 即F = Fc + Fel + Fγ ,

F =
1

2
kc

∫∫
Σ

(C1 + C2)
2dA+ kg

∫∫
Σ

KdA

+
k̄el
2

π

AD2
(∆A−∆A0)

2 + γ

∮
∂Σ

dl. (5)

对该能量在给定面积A和体积V 的约束下做变分,
即得到闭合膜泡的平衡形状.

我国物理学家Ouyang与Helfrich [15]最先得

到了SC模型闭合膜泡的普遍形状方程. 该方程亦
可适用于其他模型. 对开口膜泡而言, 膜泡的形状
方程在非边界处与闭合膜泡完全一样, 不过在边界
处要附加额外的边界条件 [7,8]. 该方程为高阶非线
性偏微分方程, 很难解析求解, 也没有数值积分的
一般方法. 另一方面, 在实验中经常观察到旋转对
称性的形状, 这时相应的欧拉 -拉格朗日方程变为
一常微分方程, 可以数值求解. 下面简要讨论旋转
对称性开口膜泡的形状方程和边界条件.

2.2 旋转对称性开口膜泡的形状方程和边

界条件

旋转对称性形状可看成一条平面曲线绕 z轴

旋转得到, 以两端开口的形状为例, 曲线的参数
如图 1所示. r代表曲线上一点到 z轴的距离, 为
了方便通常引入参数ψ, 即曲线切线与水平线的
夹角, 因而有 tanψ =

dz
dr . s1是曲线一端处的

弧长 (本文中取 s1 = 0), s2是曲线另一端处的弧
长. r0是旋转对称膜泡开口处的半径, 若膜泡为
单开口膜泡, r0 = r(s2); 若膜泡为双开口膜泡,
r0 = r(s2) + r(s1); 若膜泡为闭合膜泡, r0 = 0. 平
均曲率和高斯曲率可写为

H =
1

2

(
ψ̇ +

sinψ
r

)
, (6)

K = ψ̇
sinψ
r

, (7)

s

ψ

Z

s

r

图 1 旋转对称开口泡参数图示

Fig. 1. Schematic picture of the opening-up vesicle.
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其中ψ和本文中其他物理符号上的点代表对弧长

求导数. 引入约化半径R0 =

(
A

4π

)1/2

, 则约化面

积差可定义为

∆a =
∆A

8πDR0

=
1

4πR0

∫∫
Σ

HdA =
1

2R0

∫ s2

s1

rHds. (8)

而约化弛豫面积差∆a0 =
∆A0

8πDR0
, 则膜泡总能量

可写为

F̂ =

∫ s2

s1

2πr[2H2 + k̂gK]ds+ 8απ2(∆a−∆a0)
2

+ 2πγ̂r0, (9)

其中

F̂ =
F

kc
, k̂g =

kg
kc
, α =

k̄el
kc
, γ̂ =

γ

kc
.

在给定面积约束的情况下, 开口膜泡的形状方
程可由

δ(F̂ + λA) = 0 (10)

得到, 其中λ是保持面积约束的拉格朗日乘子. 一
般情况下非边界处膜泡的方程为 [7,8]

∆H + 2H(H2 −K) + C0K − λH = 0, (11)

∆是拉普拉斯算子. 因为在开口情况下, 没有体积
取固定值这个约束, 该方程和闭合膜泡的Ouyang-
Helfrich方程 [15]在膜内外渗透压∆P = 0情况下

的形式完全一样. 而在边界处, 开口膜泡还须满足
以下边界条件

2H − C0 + k̂g
sinψ
r

= 0, (12a)

2Ḣ + γ̂
sinψ
r

= 0, (12b)

2H(H − C0) + k̂gK + λ+ γ̂
cosψ
r

= 0. (12c)

从 (11)和 (12)式可以看出参数 γ̂和 k̂g只在边界条

件中出现, 但仍对膜泡平衡时的形状有重要影响.
Tu [16]注意到 (12)式中的三个条件只有两个是独
立的. 而 (11)式虽然是在SC模型下推出的, 但只
要注意到关系 [14]

c0 = 2πα(∆a0 −∆a), (13)

则它对ADE模型也适用, 其中约化自发曲率 c0与

(1)式中的C0的关系为 c0 = C0R0.
开口膜泡的形状方程是一个自由边界问题,

即自变量弧长的取值范围不是固定的, 而是需要

根据边界条件确定, 因而需要把它转化为标准两
点边界值问题来求解. 因此引入一个新的自变量
t =

s− s1
s2 − s1

, s为弧长, s1是积分起始点, s2是积分
的终点, 即自由边界点, 如此引入的参数 t则始终

在区间 0 6 t 6 1, 因而变成固定边界值问题. 引
入新的因变量 l代表曲线总的弧长, 则 l = s2 − s1,
dl/dt = 0. 如取膜泡总面积A = 4π, 则约化半径
R0 = 1. 将 (6), (7)和 (9)式代入 (11)式, 再结合前
面提到的其他关系, 得到膜泡平衡时的欧拉 -拉格
朗日形状方程组:

ψ′ = l
(
2H − sinψ

r

)
, H ′ = l

N sinψ
2r

,

N ′ = l
[cosψ

r
N + 2(2H − c0)

(
H − sinψ

r

)]
,

r′ = l cosψ, z′ = l sinψ, A′ = 2πrl,

∆a′ =
1

2
lHr, c′0 = 0, l′ = 0.

(14)

其中为计算方便, 引入了新的函数

N =
r

cosψ

[
−H

(
ψ̇ − sinψ

r

)
− c0

sinψ
r

+ λ
]
.

(15)

(14)式中的物理符号右上角的撇表示对 t求导.
在实际计算中膜泡所要满足的边条件, 可用方

程组 (12)中的两个, 正如黄聪和张劭光 [12]在计算

中所做的. 利用方程组 (12)及方程 (11) 可以证明
(15)式中引入的函数N在边界处满足以下条件 [10]:

N(tb) = −γ̂, (16)

因此我们采用的边界条件是与方程组 (12)等价的
(12a)及 (16)式.

由此可得单开口膜泡的边界条件, 在 t = 0

处为

ψ(0) = 0, r(0) = 0, (17)

(16)式是旋转对称性的封闭的南极端应满足的
条件.

z(0) = 0, A(0) = 0, ∆a(0) = 0. (18)

在 t = 1处为

A(1) = 4π,

∆a(1) = ∆a0 −
c0
2πα

, (19)

由于Helfrich变分问题具有标度不变性, 我们在计
算时设定膜泡的面积为 4π. 并且利用条件 (13), 计
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算弛豫面积差为∆a0的膜泡.

H(1) =
1

2

(
c0 − k̂g

sinψ
r

)
,

N(1) = − γ̂. (20)

由于条件 (16), 边界条件 (20)式是与方程组 (12)中
的任两个等价的条件. 双开口膜泡的边界条件只需
将 t = 0处的条件 (17)式改为

H(0) =
1

2

(
c0 − k̂g

sinψ
r

)
,

N(0) = γ̂, (21)

t = 0处的其他条件与 (18)式一致, 而 t = 1处的条

件与 (19)和 (20)式一致; 闭合膜泡的边界条件只须
将 t = 1处的条件 (20)改为

ψ(1) = 0, r(1) = 0, (22)

t = 1处的其他条件与 (19)式一致, 而 t = 0处的条

件与 (17)和 (18) 式一致.

3 数值计算结果和新的双开口膜泡解

3.1 ∆a0值较小时膜泡的相变

在以往的研究中我们曾得到单开口的哑铃

形 [11], 并尝试用打靶法去求解两端开口的哑铃形
膜泡, 没有成功, 原因在于打靶法求解时, 对边条件
要求很严, 初始参数的猜测如果距真实值较远, 就
无法给出解. 因而我们尝试用弛豫法来求解该问
题. 求解过程中主要步骤为: 将微分方程写成相应
的差分方程、给出满足或大概满足差分方程和边界

条件的膜泡的初始形状作为猜测值 (试验解)、通过
牛顿迭代法得出满足预设精度的有限差分方程的

解, 即常微分方程的解. 关于弛豫法的详细介绍可
以参看有关文献 [17, 18].

我们首先对∆a0取值较小时的形状进行了计

算. 发现在∆a0 < 1.23时, 会得到多支接近球形
的开口膜泡解, 如闭合球形 (sphere)膜泡、单开口
的杯形 (cup)膜泡和双开口的管形 (tube)膜泡及
烟囱形 (funnel)膜泡, 这与以往的计算结果是一致
的 [10]. 下面我们以∆a0 = 0.76求解膜泡的欧拉 -拉
格朗日方程组得到的结果为例, 讨论∆a0值较小时

膜泡的形变.
以往在研究闭合膜泡时, 人们倾向于先给出各

分支解, 然后给出相同参数下各分支解能量最小的
区域, 得出所谓相图. 通常认为不同的形状在同一

给定的参数下, 总能量最低的形状更容易出现, 因
而给出相图是有参考意义的. 当然一支解的形状
比另一支解的能量高时, 并不意味着这支解已经失
稳, 它还可以作为亚稳态存在, 因而研究各支解的
稳定区域及稳定相图也是很重要的, 这是更困难的
课题. 在讨论某参数下能量最低的膜泡的形状时,
须比较各分支解的能量的高低. 在当前参数下, 两
端开口的形状有两支, 分别是上下对称的管形 (因
而两端口径相同)和上下不对称的烟囱形 (因而两
端开口口径不同), 它们的能量与杯形膜泡相差很
小, 不易通过图形直观地表现出来, 因而我们以杯
形的能量为基准, 即 cup形状的能量在所有参数下
都取为零, 即图 2 (a)中水平基准线代表杯形膜泡
的能量. 而图 2 (a)中其他形状的能量是减去杯形
能量值的结果. 关于杯形膜泡能量的实际值随线张
力系数的变化情况, 可参看图 2 (b).
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图 2 ∆a0 = 0.76时, 不同形状的能量随约化线张力系
数 γ̂ = γR0/kc的变化 (a)管形、烟囱形、球形、和杯形
膜泡的相对能量随 γ̂ 的变化, 图中亦给出了一些典型的
杯形 (γ̂ =0.517)、管形 (γ̂ =0.517, 2.218, 2.50) 和烟囱形
(γ̂ =2.218, 2.50, 3.599)的形状; 为了在一张图中表示出
各形状的能量大小, 图中杯形能量取为零, 其他分支解的
能量是减去杯形的能量得到的; (b) 杯形的实际能量随约
化线张力系数的变化

Fig. 2. Energies of different shapes as functions of the
reduced line tension γ̂ = γR0/kc when ∆a0 = 0.76:
(a) Relative energies of tube, funnel, sphere and cup
shapes as functions of γ̂, the figure also shows some
typical cup (γ̂ = 0.517), tube (γ̂ = 0.517, 2.218, 2.50)
and funnel (γ̂ = 2.218, 2.50, 3.599) shapes; in order to
show the energy difference for various branches of so-
lutions, the energy of cup shapes are taken as zero, and
the energy of other branches are obtained by subtract-
ing the energy of cup shapes; (b) the actual energy of
cup shapes as a function of the reduced line tension.

从图 2 (a)可以看出, 0 < γ̂ < 0.517时, 杯
形的能量是最低的, 稳定的形状为杯形. 在点
Dtube(γ̂ = 0.517)处, 管形膜泡的能量开始低于杯

068701-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 6 (2016) 068701

形膜泡, 管形的能量变得最低, 稳定的形状从杯
形不连续的跳变为管形. 在点Cfunnel(γ̂ = 2.218)
处, 管形分岔出另一支上下开口不对称的烟囱形
解, 而且能量开始比管形能量更低, 稳定的形状从
管形连续转变为烟囱形. 随着 γ̂值的增大, 管形两
开口的口径以相同的速度变小, 而烟囱形两开口
的口径以不同的速度变小. 到点Ctube(γ̂ = 3.599)
处, 烟囱形的两开口口径变得相同, 烟囱形分支
解的能量在此处开始就与管形分支解的能量相

等, 稳定的形状又从烟囱形连续转变为管形. 从点
Dsphere(γ̂ = 4.032)开始, 只有球形的相对能量为负
值, 所以稳定的形状又不连续地转变为球形.

我们发现在较高的∆a0值时, 这些开口形状都
闭合为球形. 因而我们在下一节讨论∆a0值较大

时的形状相变时, 只需和球形的能量进行对比. 另
外我们还重复了Umeda和Suezaki [10]的计算结果,
得到的结果与他们是完全一致的.

3.2 ∆a0值较大时膜泡的相变

在Umeda和Suezaki [10]的工作中, 他们宣称
在∆a0 > 1.23时没有发现开口的形状. 在以往
的工作中, 当∆a0值较大时, 我们用打靶法在SC
模型下得到了单开口哑铃形或多个连泡的单开口

膜泡 [11,12]. 为了得到双开口的哑铃形形状, 我们
选取已有的一端开口哑铃形, 再在一端适当去掉
一些点, 即适当改变它的拓扑结构后, 作为计算
双开口膜泡的初始猜测形状, 然后利用弛豫法去
求解满足方程组 (14)及相应边条件的数值解. 我
们发现当∆a0 > 1.23时, 会存在多支接近哑铃形
的开口膜泡, 如单开口 (one-hole)的哑铃形膜泡、
双开口 (two-hole)的哑铃形膜泡、闭合的哑铃形
(dumbbell)膜泡. 其中单开口的哑铃形与我们以前
用打靶法的计算结果完全一致. 下面我们以参数
∆a0 = 1.38的计算结果为例, 来讨论各分支解的
相变.

∆a0 = 1.38时, 通过计算发现较小∆a0值存

在的分支解杯形、管形和烟囱性都闭合成球形.
所以为了与以往实验上得到的较小∆a0值时的分

支解的能量比较, 我们只需考虑球形 (sphere). 在
图 3中我们给出了单开口的哑铃形、双开口的哑铃
形、闭合的哑铃形及球形的约化总能量F/(8πkc)

随约化线张力系数 γ̂ = γR0/kc的变化曲线. 从
图 3可以看到, 当 0 < γ̂ < 0.284时, 双开口的哑

铃形能量最低, 因为单开口哑铃形解在该区域
不存在, 该范围内稳定的形状就是双开口的哑铃
形. 从Done-hole (γ̂ = 0.284)点开始, 出现了单开
口的哑铃形分支解, 为了看清相变的细节, 我们
把Done-hole点附近放大, 示于图 4 (a)中, 从中可以
发现 0.284 6 γ̂ 6 0.298时, 单开口的哑铃形能量
一直比双开口的哑铃形能量低, 显然也比其他形
状的能量低, 所以在该范围稳定的形状就是单开
口的哑铃形. 在Done-hole 点单开口的哑铃形解开

始出现, 该支解是独立的解, 而不是从双开口解
分叉出来的. 这时以往文献中一般认为发生了从
双开口的哑铃形到单开口的哑铃形的不连续转

变. 在Dtwo-hole(γ̂ = 0.299)处, 两曲线相交, 双开
口的哑铃形能量变得更低, 稳定的形状从单开口
的哑铃形跳变为双开口的哑铃形, 该相变是不连
续的, 因为该两支解的能量相交而不是相切. 即
0.299 6 γ̂ 6 0.519时, 稳定的形状为双开口的哑铃
形. 在点Dsphere(γ̂ = 0.52)处, 双开口的哑铃形能
量与球形的能量相交. 相交后球形的能量开始变得
最低, 即在点Dsphere处, 最低能量的形状从双开口
的哑铃形不连续地跳变为球形, 从点Dsphere开始,
球形是稳定态. 当 γ̂ > 0.52时, 双开口的哑铃形支
解和单开口的哑铃形支解继续存在, 双开口的哑铃
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γ̂

图 3 ∆a0 = 1.38时, 单开口的哑铃形、双开口的哑
铃形、闭合的哑铃形及相同面积下的球形的约化总能量

F/(8πkc)随约化线张力系数 γ̂ = γR0/kc 的变化, 图中
亦给出了一些典型的单开口的哑铃形 (γ̂ =0.519, 0.80)、
双开口的哑铃形 (γ̂ = 10−6, 0.519, 0.80)、闭合的哑铃形
以及球形的形状

Fig. 3. The reduced total energy F/(8πkc) of one-hole
dumbbell shapes, two-hole dumbbell shapes, closed
dumbbell shapes, and sphere that has the same area
for ∆a0 = 1.38 as a function of the reduced line ten-
sion γ̂ = γR0/kc. The figure also shows some typ-
ical one-hole dumbbell (γ̂ = 0.519, 0.80), two-hole
dumbbell(γ̂ = 10−6, 0.519, 0.80), closed dumbbell and
sphere shapes.
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形仍然是亚稳态. 随 γ̂的继续增大, 在点
Ddumbbell(γ̂ = 1.109)附近会与闭合的哑铃形能
量曲线相交, 如图 4 (b)所示. 在点Ddumbbell处双

开口的哑铃形不连续地跳变为处于亚稳态的闭

合哑铃形. 此时的双开口的哑铃形口径已经很
小, 因此该相变近似为连续相变. 在图 5中给出了
0 6 γ̂ 6 0.52范围内, 在不同的 γ̂值区间具有最低

能量的典型形状. 当 γ̂ > 0.52时双开口的哑铃形不

连续地转变为球形.
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图 4 图 3中特殊点附近放大图 (a) Done-hole点附近;
(b) Ddumbbell点附近

Fig. 4. Magnification of Fig. 3 in the neighborhood
of special point: (a) In the neighborhood of point
Done-hole; (b) in the neighborhood of point Ddumbbell.

以上讨论只是给出了各分支形状的能量大小,
作为实验上的参考, 这也是当前文献中普遍的做
法. 实际的相变过程还需要考虑一支解的稳定区
间, 即一支解能量不是最低后, 它作为亚稳态存在
的区间. 因而需要对膜泡做稳定性分析, 该计算非
常繁琐, 而用Surface-Evolver进行直接极小化计算

目前精度还达不到要求, 因而我们目前还没有进行
这方面的工作. 总之我们发现的新膜泡在一定的参
数区间比实验上已发现的形状能量更低, 它们一定
是稳定的, 因而我们相信它们应当被观察到, 但实
际的相变过程还需要实验的检验.

当实验中从稳定的双开口哑铃形出发, 随着
γ̂的增加, 不一定会在Done-hole处发生不连续的相

变, 转变为单开口哑铃形. 因为该两支解在泛函空
间相距较远, 从一支到另一支的相变存在位垒, 只
有当双开口解失稳后才可能转变为单开口形状. 但
这时双开口哑铃形能量已处于最低. 因此实验上更
可能观测到从双开口哑铃形一直到Dsphere附近发

生不连续相变转变为闭合的球形, 或该分支解也可
能在 γ̂ > 0.52后仍作为亚稳态存在,直到Ddumbbell

处变为闭合的哑铃形. 另一方面单开口的哑铃形只
能从实验中单独地得到, 例如用光镊从一端打开缺
口, 它的稳定区间也需要实验去检验. 单开口与双
开口的哑铃形和球形膜泡的拓扑结构也不同. 它们
之间的相变有利于提供不同拓扑结构形状之间的

相变信息, 从而加深对该类问题的了解.
另外我们注意到∆a0值较小时解的行为和

∆a0值较大时解的行为有较大的不同. 当∆a0值较

小时双开口有管状和烟囱状两支解, 这两支解之间
的相变是连续的. 它们和单开口的杯形虽然形状差
别很大, 但能量却非常接近. 而对应∆a0值较大时

只有一支上下对称的双开口哑铃形解, 我们在所有
的参数区间并没有发现上下不对称的双开口哑铃

形解.

II IVIIII

spheretwo-holeone-holetwo-hole

γ̂=10-6 γ̂=0.283 γ̂=0.284 γ̂=0.298 γ̂=0.299 γ̂=0.519 γ̂=0.52

图 5 ∆a0 = 1.38时, 几个不同约化线张力系数 γ̂ = γR0/kc区间下, 具有最低能量的形状
Fig. 5. The shapes which have the lowest energy for ∆a0 = 1.38 and different regions of the reduced
tension line γ̂ = γR0/kc.
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从图 3可以看出, 球形的能量比哑铃形的能量
低, 它们的能量都不随 γ̂改变, 因为其边界长度都
为零. 在较大∆a0值时, 球形的能量高于哑铃形的
能量. 这也解释了为什么实验中经常可以观察到闭
合的哑铃形, 虽然单开口或双开口的哑铃形目前还
没有观察到.

4 结 论

本文研究发现当∆a0 > 1.23时, 开始存在双
开口的哑铃形膜泡解, 结合我们以前发现的单开口
的哑铃形及闭合哑铃形, 对它们之间的相变行为进
行了深入的探讨. 为了与以往实验上发现的形状进
行对比, 我们也对较小∆a0值的杯形、管形、烟囱形

和闭合球形的相变进行了研究. 我们发现在本文得
到的双开口哑铃形及单开口哑铃形所对应的∆a0

值下, 杯形、管形、烟囱形都已经闭合为球形. 因而
只需将我们发现的新开口形状和球形进行对比. 研
究发现, 双开口哑铃形、单开口哑铃形及球形都存
在能量最低的区间, 即稳定区间, 因而在实验上是
可能发现的. 而且由于双开口哑铃形的形状和球形
在泛函空间相距太远, 因而双开口哑铃形是连续转
变到闭合哑铃形状, 还是转变到闭合球形, 尚需实
验的检验.

我们对参数区间进行了全面的搜索, 目前发现
不存在上下不对称的双开口的哑铃形. 而在较小
∆a0值时, 双开口膜泡则存在上下对称的管形和上
下不对称的烟囱形两支, 而且它们之间的相变是连
续的, 即烟囱形是从管形中分岔出来的. 以上的研
究结果一定程度上丰富了对开口膜泡解的性质及

相变特性的了解, 同时也可为较大∆a0值时开口膜

泡的实验探究提供一定的参考.
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Abstract
Due to the discovery and study of opening-up lipid vesicles, the theoretical analysis and numerical calculation have

aroused increasing interests of researchers. In the previous study, Suezaki and Umeda gave the opening-up vesicles near
the spherical vesicles, such as the dish and cup shapes with one hole, and the tube and funnel shapes with two holes.
These shapes are found at relatively low values of reduced, relaxed area difference ∆a0. However, what are the stable
shapes for high values of ∆a0 is not known. Kang et al. found solutions of opening up dumbbell shapes with one
hole. Whether or not there exist dumbbell shapes with two holes, and the phase transformation behavior between them
remains unknown. The purpose of this paper is to explore a new kind of two-hole dumbbell shaped lipid vesicles and
phase transformations between this kind of vesicle and previously found vesicles. Based on the area-difference-elasticity
model, this paper tries to explore new solutions of the Euler-Lagrange equations of the opening-up membrane vesicles
which meet the boundary conditions by using the relaxation method. A new branch of solution of dumbbell shapes with
two holes is found. The phase transformations of closed dumbbell shapes and opening-up dumbbell shapes with one hole
and two holes are studied in detail. To explore whether these shapes could be found in experiments, the energy of the
cup, tube, and funnel shaped vesicles are also compared with the opening-up dumbbell shapes. It is found that at high
values of ∆a0, all the cup, tube, and funnel shapes will transform into closed spherical vesicles. So the energy of new
opening-up dumbbell vesicles can be compared to that of closed spherical vesicles and closed dumbbell vesicles. It is
found that the dumbbell shapes with one hole and two holes all have stable regions, implying that it is possible for these
open dumbbells to be observed. Since the distance in the functional space is too far between the open dumbbell shapes
and spherical vesicles, experimental test is needed to verify whether the dumbbell shapes with two holes will evolve
continuously to the closed dumbbell shapes or to the closed spherical vesicles. It has been noticed that for relatively
small values of ∆a0, two holes vesicles may exhibit symmetrical tube shapes and asymmetric funnel shapes between
which the phase transformation is continuous, because the funnel solutions bifurcate from the tube solutions. In order to
check whether there exist asymmetric opening-up dumbbell shapes with two holes and the similar bifurcation behavior,
a thorough search is made in the parameter space. So far no asymmetric dumbbell shape with two holes is found.

Keywords: area-difference-elasticity model, relaxation method, opening-up vesicles, numerical calcula-
tions
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