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广义Birkhoff系统的两类广义梯度表示∗
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( 2015年 12月 11日收到; 2016年 1月 6日收到修改稿 )

提出了两类广义梯度系统, 即广义斜梯度系统以及具有对称负定矩阵的广义梯度系统. 分别讨论了这两
类梯度系统与动力学系统稳定性的关系. 研究了广义Brikhoff系统的两类广义梯度表示, 分别给出条件和表
达式. 给出了广义Brikhoff系统稳定性的梯度判别法, 利用广义梯度系统的性质来研究广义Birkhoff系统的
稳定性. 并举例说明了方法的应用.

关键词: 广义Birkhoff系统, 广义梯度系统, Lyapunov函数, 稳定性
PACS: 02.30.Jr, 45.20.Jj, 11.30.–j DOI: 10.7498/aps.65.080201

1 引 言

Brikhoff系统是一类重要的基础动力学系统,
Brikhoff系统动力学的理论与方法已经被应用于强
子物理、量子物理、生物物理学、非线性动力学及

工程、相对论和转动相对论系统等领域 [1,2]. 动力
学方程的梯度性质不但对于揭示动力学系统的内

在结构具有重要作用, 而且有助于探索系统的动
力学行为, 在热力学、光学、经典与量子场论等诸
多领域扮演着重要角色 [3,4]. 梯度系统特别适合用
Lyapunov函数来研究 [3]. 文献 [4]指出, 除文献 [3]
给出的通常梯度系统外, 还有斜梯度系统, 具有对
称负定矩阵和具有半负定矩阵系统. 有关约束力学
系统的梯度表示研究已有一些结果 [5−21]. 但以上
研究中梯度系统的矩阵和函数都不含时间 t, 这就
限制了非定常约束力学系统的梯度表示. 如果梯度
系统中的矩阵和函数都包含时间 t, 则称为广义梯
度系统. 在诸多广义梯度系统中, 有两类对研究系
统稳定性特别有用. 一类是广义斜梯度系统, 另一
类是具有对称负定矩阵的广义梯度系统. 本文将广

义Birkhoff系统在一定条件下化成这两类广义梯
度系统, 并利用广义梯度系统的性质来研究这类力
学系统的稳定性.

2 两类广义梯度系统

2.1 广义斜梯度系统

广义斜梯度系统的微分方程为

ẋi =bij(t,x)
∂V (t,x)

∂xj

(i, j = 1, 2, · · · ,m), (1)

其中x = (x1, x2, · · · , xm), bij(t,x) = −bji(t,x),
此处及以后相同指标表示求和. 如果 bij和V 都不

依赖于 t, 则 (1)式给出文献 [4]的斜梯度系统. 按方
程 (1)求 V̇ , 得

V̇ =
∂V

∂t
+

∂V

∂xi
bij

∂V

∂xj
=

∂V

∂t
. (2)

因此, 如果V 可以成为Lyapunov函数, 例如
是正定的, 且有 ∂V

∂t
< 0, 那么由Lyapunov定理知,
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解是稳定的. 这个重要性质可用来研究可化成广义
斜梯度系统的力学系统的稳定性.

2.2 具有对称负定矩阵的广义梯度系统

这类系统的微分方程有形式

ẋi =Sij(t,x)
∂V (t,x)

∂xj

(i, j = 1, 2, · · · ,m), (3)

其中矩阵Sij(t,x)为对称负定的. 如果Sij和V 都

不含 t, 则 (3)式成为文献 [4]给出的梯度系统. 按方
程 (3)求 V̇ , 得

V̇ =
∂V

∂t
+

∂V

∂xi
Sij

∂V

∂xj
, (4)

其中右端第二项小于零. 如果V 正定, 而 V̇ 负定,
则解是渐进稳定的. 这个性质可用来研究化成广义
梯度方程 (3)的力学系统稳定性.

3 广义Birkhoff系统的广义梯度表示

广义Birkhoff系统的微分方程有形式 [22]

ȧµ =Ωµν

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t
− Λν

)
(µ, ν = 1, 2, · · · , 2n), (5)

其中B = B(t,a)为Birkhoff函数, Rν = Rν(t,a)

为Birkhoff函数组, Λν = Λν(t,a)为附加项, 且

ΩµνΩνρ = δµρ ,

Ωνρ =
∂Rρ

∂aν
− ∂Rν

∂aρ
,

det(Ωνρ) ̸= 0. (6)

方程 (5)一般不是广义梯度系统. 对方程 (5), 如果
存在反对称矩阵 (bµρ(t,a))和函数V (t,a)使得

Ωµν

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t
− Λν

)
= bµρ

∂V

∂aρ

(µ, ν, ρ = 1, 2, · · · , 2n), (7)

则它可成为广义斜梯度系统 (1). 如果存在对称负
定矩阵 (Sµρ(t,a))和函数V (t,a)使得

Ωµν

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t
− Λν

)
= Sµρ

∂V

∂aρ

(µ, ν, ρ = 1, 2, · · · , 2n), (8)

则它可成为广义梯度系统 (3).

广义Birkhoff系统化成广义梯度系统 (1)或
(3)后, 便可利用广义梯度系统的性质来研究广
义Birkhoff系统的解的稳定性.

4 应用举例

例1 广义Birkhoff系统为:

R1 = a2, R2 = 0,

B = (a1)2
(
1 +

1

1 + t

)
+ (a2)2(1 + t2),

Λ1 = −2a1
(
1 +

1

1 + t

)
t2, Λ2 = 0. (9)

试将其化成广义梯度系统, 并研究零解的稳定性.
解: 方程 (5)给出

ȧ1 = 2a2(1 + t2),

ȧ2 = −2a1
(
1 +

1

1 + t

)
(1 + t2).

可写成如下形式:ȧ1

ȧ2

 =

 0 (1 + t2)

−(1 + t2) 0




∂V

∂a1

∂V

∂a2

 ,

其中矩阵是反对称的, 而函数V 为

V = (a1)2
(
1 +

1

1 + t

)
+ (a2)2.

这是一个广义斜梯度系统 (1). V 在a1 = a2 = 0的

邻域内正定, 且有
∂V

∂t
= − (a1)2

(1 + t)2
< 0.

因此, 零解a1 = a2 = 0是稳定的.
例2 广义Birkhoff系统为:

R1 =a2(1 + t), R2 = 0,

B =− (a1)2[1 + exp(−t)]

− 2a1a2(1 + t)[1 + exp(−t)] + (a2)2,

Λ1 =a2 − 2a2(1 + t)[1 + exp(−t)]− 2a2(1 + t)2,

Λ2 =0. (10)

试将其化成广义梯度系统, 并研究零解的稳定性.
解: 方程 (5)给出

ȧ1 = −2a1[1 + exp(−t)] +
2a2

1 + t
,

ȧ2 =
2a1

1 + t
[1 + exp(−t)]− 2a2(1 + t).

可写成如下形式:
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ȧ1

ȧ2

 =

 −1
1

1 + t
1

1 + t
−(1 + t)




∂V

∂a1

∂V

∂a2

 ,

其中矩阵是对称负定的, 而函数V 为

V = (a1)2[1 + exp(−t)] + (a2)2.

这是一个广义梯度系统 (3). V 在a1 = a2 = 0的邻

域内正定, 按方程求 V̇ , 得

V̇ =− (a1)2{4[1 + exp(−t)]2 + exp(−t)}

− 4(a2)2(1 + t),

它是负定的,因此,零解a1 = a2 = 0是渐进稳定的.
例3 广义Birkhoff系统为:

R1 = a2, R2 = 0, B = −2a1a2(2 + sin t),

Λ1 = −2a2(3 + t+ sin t)− (a2)2(1 + t),

Λ2 = 0. (11)

试将其化成广义梯度系统, 并研究零解的稳定性.
解: 方程 (5)给出

ȧ1 = −2a1(2 + sin t),

ȧ2 = −[2a2 + (a2)2](1 + t).

可写成如下形式:ȧ1

ȧ2

 =

−1 0

0 −(1 + t)




∂V

∂a1

∂V

∂a2

 ,

其中矩阵为对称负定的. 而函数V 为

V = (a1)2(2 + sin t) + (a2)2 +
1

3
(a2)3.

这是一个广义梯度系统 (3). V 在a1 = a2 = 0的邻

域内正定. 按方程求 V̇ , 得

V̇ =− (a1)
2[4(2 + sin t)2 − cos t]− 4(a2)2(1 + t)

− [4(a2)2 + (a2)4](1 + t),

它是负定的. 因此, 零解a1 = a2 = 0是渐进稳

定的.

5 结 论

非定常力学系统的稳定性问题是一重要而又

困难的问题. 从微分方程出发直接构成Lyapunov
函数往往不易实现. 本文研究了广义Birkhoff系统
的广义梯度表示. 广义Birkhoff系统是一类相当广
泛的约束力学系统, 它的梯度表示较其他力学系统

要容易一些. 力学系统一旦表示为广义梯度系统,
便可利用广义梯度性质来研究力学系统的稳定性.
系统化成广义斜梯度系统 (1), 便于研究稳定性; 系
统化成广义梯度系统 (3), 便于研究渐进稳定性.
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Abstract
Brikhoff system is a kind of basic dynamical system. The theory and method of Brikhoff system dynamics have been

applied to the hadron physics, quantum physics, relativity and rotational relativistic system. The properties of gradient
system not only play an important role in revealing the internal structure of dynamical system, but also help to explore
the dynamical behavior of the system. In this paper, two kinds of generalized gradient representations for generalized
Birkhoff system are studied. First, two kinds of generalized gradient systems, i. e., the generalized skew gradient system
and the generalized gradient system with symmetric negative definite matrix, are proposed and the characteristics of the
systems are studied. Second, the relations of stability between these two kinds of gradient system and the dynamical
system are discussed. Third, the condition under which a generalized Birkhoff system can be considered as one of the
two generalized gradient systems is obtained. Fourth, the gradient discrimination method of stability of the generalized
Brikhoff system is given, and the characteristics of the generalized gradient systems can be used to study the stability of
the generalized Birkhoff system. Finally, some examples are given to illustrate the application of the result. Therefore,
once the mechanical system is expressed as the generalized gradient system, the stability and the asymptotic stability can
be conveniently studied by using the properties of generalized gradient system. The difficulty in constructing Lyapunov
functions is avoided, and a convenient method of analyzing the stability of mechanical system is provided.

Keywords: generalized Birkhoff system, generalized gradient system, Lyapunov function, stability
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