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具有聚电解质层圆柱形纳米通道中的

电动能量转换效率∗

刘勇波 菅永军†

(内蒙古大学数学科学学院, 呼和浩特 010021)

( 2015年 11月 3日收到; 2016年 1月 6日收到修改稿 )

柔性纳米通道是在刚性纳米通道壁面处添加一层带某种电荷的聚电解质层或固定电荷层的纳米通道. 本
文在低Zeta势近似下, 通过解析求解电势满足的线性化Poisson-Boltzmann方程和速度满足的Cauchy动量
方程, 给出了圆柱形柔性纳米通道中电解质溶液的流向势和电动能量转换效率的解析解. 在表面Zeta势取值
相同, 且管径相同 (聚电解质层厚度远小于管径前提下)的情形下, 将圆柱形柔性纳米通道和刚性纳米通道中
电解质溶液的流向势和电动转换效率进行了比较. 结果表明, 柔性纳米通道中的流向势和转换效率明显高于
刚性通道中的流向势和转换效率. 在本文选取的参数范围内, 柔性纳米通道中的电动转换效率比刚性纳米通
道中的转换效率提高 1.5—3倍.

关键词: 圆柱形柔性纳米通道, 转换效率, 流向势
PACS: 47.61.–k, 47.57.jd, 47.10.ad, 02.30.Gp DOI: 10.7498/aps.65.084704

1 引 言

近年来, 微纳米设备在生物、化学、医学等领
域都有着重要的应用. 当微纳米通道中存在电解质
溶液时, 它的固液界面处会形成双电层 [1−6], 在这
一层内, 净电荷不为零 (不妨假设为正的). 在通道
两端给一个压力梯度使电解质溶液沿着通道轴向

运动, 此时, 在双电层内会形成与流动方向相同的
电流, 称为流向电流. 随着电解质溶液的流动, 净
电荷聚集到通道下游, 使得通道下游电势高于通道
上游, 因此会形成一个与原流动方向相反的电场,
称为流向势. 由于这个诱导电场的存在, 溶液中的
离子受到一个反向的电场力, 进而形成与原流动方
向相反的电流, 即电导流. 通过以上过程可以将机
械能转换为电能 [7,8]. 在实际应用中, 电动能量转
换效率的大小尤为重要, 故而该问题成为一个研究

热点.
有关纳米通道中的电动能量转换效率问题已

有较多研究. Davidson和Xuan [9] 研究了滑移边

界条件下的电动能量转换效率问题. 发现与无滑
移边界条件相比, 电动能量转换效率有明显增加.
van der Heyden 等 [10]通过实验研究了矩形纳米通

道中的电动能量转换效率问题. 结果表明, 当双
电层重叠时, 电动能量转换效率最大. Munshi和
Chakraborty [11]在平行板纳米通道中研究了外加

磁场和压力梯度共同作用下的电动能量转换效率

问题, 分析了不同磁场大小和压力梯度大小作用下
的转换效率. Bandopadhyay和Chakraborty [12]在

平行板纳米通道中研究了黏弹性流体的电动能量

转换效率问题, 发现与牛顿流体相比, 黏弹性流体
的转换效率有明显的提高.

一般的纳米通道被称之为刚性纳米通道, 而柔
性纳米通道则是指在刚性纳米通道壁面处添加一
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层聚电解质层的纳米通道 [13]. 该聚电解质层是由
一些带有某种离子的固定大分子构成, 它对纳米通
道中的电解质溶液流动有如下两个影响. 首先, 固
定大分子所带的离子会影响电解质溶液中的双电

层分布, 从而影响其中的静电势分布. 第二, 当电
解质溶液流经聚电解质层区域内时, 会受到一个阻
力, 这种情形类似于电解质溶液流过多孔介质的
过程. 在计算时, 它的大小可由Darcy 定理给出.
Donath和Voigt [14]最早提出了柔性微纳米通道中

的电动理论模型. 他们的模型忽略了通道中流体电
渗传输的贡献. Ohshima和Kondo [15]考虑了电渗

传输, 进一步完善了Donath和Voigt [14] 提出的模

型. Keh和Liu [16]在柔性圆形通道中研究了流向势

问题. Matin和Ohshima [13]在平行板柔性纳米通

道中研究了电场力和压力梯度共同驱动下的电渗

流动.
最近, 柔性纳米通道中的电动能量转换效率问

题引起了许多学者的重视. Chanda等 [17]在平行板

柔性纳米通道中研究了低Zeta势的电解质溶液的
流向势及电动能量转换效率问题, 给出了电动转换
效率的解析表达式. 计算结果表明在相同的条件
下, 柔性纳米通道的电动转换效率较大. Chen和
Das [18]推广了Chanda等 [17]的结果到高Zeta势的
情形. 他们发现当Zeta势进一步增加时, 柔性纳米
通道的电动转换效率反而减小. Bentien 等 [19]通

过实验发现在纳米通道中添加一层可穿透性的聚

电解质薄膜可以提高电动转换效率.
尽管国内外对纳米通道中的电动能量转换效

率问题已有较多研究, 但有关柔性纳米通道中的电
动能量转换效率问题仍相对较少, 尤其是圆柱形柔
性纳米通道. 本文在低Zeta势情况下, 研究了圆柱
形柔性纳米通道中电动能量转换效率问题. 在表面
Zeta势取值相同, 且管径相同 (聚电解质层厚度远
小于管径前提下)的情形下, 将圆柱形柔性纳米通
道和刚性纳米通道中的流向势和电动转换效率进

行了比较. 揭示圆柱形柔性纳米通道中电动能量转
换效率的规律, 为提高微纳流动产生的这种新能源
的转换效率提供理论依据.

2 模 型

如图 1所示, 考虑半径为R(R > 20 nm) 的圆
柱形柔性纳米通道 (材料为SIO2)中的电解质溶液

(稀溶液)受通道轴向方向的压力梯度 −dp/dx 驱
动的流动问题. 该柔性纳米通道的构成是在圆柱形
纳米通道的内壁面处添加了厚度为d∗(d∗ < R) 的
带有正电荷的聚电解质层. 以圆通道半径方向为
r∗, 圆的顺时针方向为 θ, 通道轴向方向为x建立柱

坐标系. 假设流动关于 θ是对称的, 流动方向仅沿
着x轴正方向. 表面聚电解质层的存在使该问题的
电势分布和速度分布划分为不同的两层来讨论, 即
聚电解质层和聚电解质层外的电解质溶液层.

R

O     x    

r*               

d*

֓dp⊳dx

图 1 圆柱形柔性纳米通道示意图

Fig. 1. Schematic of the cylindrical soft nanotube.

2.1 电势分布

由双电层理论, 柔性通道中的电势分布 ψ∗满

足Poisson-Boltzmann方程 [13]:
d2ψ∗

dr∗2 +
1

r∗
dψ∗

dr∗ = −ez(n+ − n−)

ε0εr
,

(0 6 r∗ 6 R− d∗), (1a)
d2ψ∗

dr∗2 +
1

r∗
dψ∗

dr∗ = −ez(n+ − n−) + ZeN

ε0εr
,

(R− d∗ 6 r∗ 6 R), (1b)

其中, R − d∗ 6 r∗ 6 R 表示聚电解质层区域,
0 6 r∗ 6 R − d∗表示聚电解质层外的电解质溶液

区域; ε0为真空介电常数, εr为溶液的相对介电常

数 (假设聚电解质层内外的相对介电常数相同); e
为电子电荷; ±z和 ±n分别代表电解质溶液中阴
阳离子的化合价和数密度, Z和 N分别表示聚电

解质层中固定离子的化合价和数密度. Poisson-
Boltzmann方程对应的边界条件为(

dψ∗

dr∗

)
r∗=0

= 0,

(ψ∗)r∗=(R−d∗)+ = (ψ∗)r∗=(R−d∗)− , (2a)(
dψ∗

dr∗

)
r∗=(R−d∗)+

=

(
dψ∗

dr∗

)
r∗=(R−d∗)−

,
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dψ∗

dr∗

)
r∗=R

= − σ

ε0εr
. (2b)

在物理上, 方程 (2)中的边界条件分别表示电势关
于中心轴对称, 电势及电场在聚电解质层和电解质
溶液的界面处连续 [15,17,18], 以及在壁面处满足高
斯定理 [13,16,20]. σ 表示表面电荷密度. 在柔性纳
米通道中, 表面 Zeta 势的大小由通道表面电荷密
度和聚电解质层中固定离子共同决定. 由文献 [13]
可知 σ 可取正值、负值、零. 其中电解质离子满足
Boltzmann分布 [12]:

n± = n∞ exp
(
∓ ezψ∗

kBT

)
, (3)

其中, kB为 Boltzmann常数, T为绝对温度, n∞是

静电势为零处的阴阳离子的数密度. 当表面 Zeta
势的绝对值小于 1时, 满足 Debye-Hückel 线性化
公式 [17]

exp
(
∓ ezψ∗

kBT

)
≈ 1∓ ezψ∗

kBT
. (4)

此时, 方程 (1a)和 (1b)可改写为
d2ψ∗

dr∗2 +
1

r∗
dψ∗

dr∗ =
ψ∗

λ∗2
, (0 6 r∗ 6 R− d∗), (5a)

d2ψ∗

dr∗2 +
1

r

dψ∗

dr∗ =
ψ∗

λ∗2
− ψs
λ2FCL

,

(R− d∗ 6 r∗ 6 R), (5b)

其中, λ∗为双电层厚度, λFCL为聚电解质层中的

等效双电层厚度, ψs为电势的特征值, 它们的表
达式为

λ∗ =

√
ε0εrkBT

2n∞ e2z2 , λFCL =

√
ε0εrkBT

Ne2zZ
,

ψs =
kBT

ez
. (6)

引入一组无量纲参数

ψ =
ezψ∗

kBT
, r =

r∗

R
, Kλ =

λFCL
λ∗

,

λ =
λ∗

R
, d =

d∗

R
,Ω =

σezR

ε0εrkBT
. (7)

方程 (5a), (5b)和边界条件 (2a), (2b)可化为如下
无量纲形式:

d2ψ

dr2 +
1

r

dψ
dr =

ψ

λ2
, (0 6 r 6 1− d), (8a)

d2ψ

dr2 +
1

r

dψ
dr =

1

λ2

(
ψ − 1

K2
λ

)
,

(1− d 6 r 6 1), (8b)

(
dψ
dr

)
r=0

= 0, (ψ)r=(1−d)+ = (ψ)r=(1−d)− ,

(9a)(
dψ
dr

)
r=(1−d)+

=

(
dψ
dr

)
r=(1−d)−

,(
dψ
dr

)
r=1

= −Ω. (9b)

应用贝塞尔函数求解上述问题 (8)和 (9)式, 最
终可得

ψ =

(
− 1

K2
λ

)
I1(D)

I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)

×
[

K1(1/λ)

I1(1/λ)
− K1(D)

I1(D)

]
I0(r/λ)

− λΩ

I1(1/λ)
I0
(
r

λ

)
, [0 6 r 6 1− d], (10a)

ψ =

(
1

K2
λ

){
1− I1(D)

I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)

×
[

K1(1/λ)

I1(1/λ)
I0(r/λ) + K0(r/λ)

]}
− λΩ

I1(1/λ)
I0
(
r

λ

)
, [1− d 6 r 6 1]. (10b)

其中 D = 1/λ− d/λ, I0和 I1分别是 0 阶和 1 阶修
正的第一类贝塞尔函数, K0和K1分别是 0 阶和 1
阶修正的第二类贝塞尔函数.

2.2 速度分布

在圆柱形柔性纳米通道中, 考虑沿着 x轴的

定常流动. 在聚电解质层内电解质溶液受到一个
额外的阻力 [13]. 由 Darcy 定理, 这个阻力的大小
为 µcu

∗, 方向与流动方向相反, 其中 µc是阻力系

数, u∗是电解质溶液的速度大小. 在压力梯度驱动
下, 同时受到流向势的影响, Cauchy 动量方程可以
表达为

η

(
d2u∗

dr∗2 +
1

r∗
du∗
dr∗

)
− dp

dx + ez(n+ − n−)E
∗
s = 0,

(0 6 r∗ 6 R− d∗), (11a)

η

(
d2u∗

dr∗2 +
1

r∗
du∗
dr∗

)
− dp

dx − µcu
∗

+ ez(n+ − n−)E
∗
s = 0, (R− d∗ 6 r∗ 6 R),

(11b)

其中 η 为溶液的动态黏性系数, E∗
s 是流向势. 方

程 (11)满足的边界条件为(
du∗
dr∗

)
r∗=0

= 0,
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(u∗)r∗=(R−d∗)+ = (u∗)r∗=(R−d∗)− , (12a)(
du∗
dr∗

)
r∗=(R−d∗)+

=

(
du∗
dr∗

)
r∗=(R−d∗)−

,

(u∗)r∗=R = 0. (12b)

边界条件 (12)的物理意义分别是在速度关于通道
中心轴对称, 速度在界面处连续, 切应力在界面
处连续以及在壁面处满足无滑移条件 [17]. 由文
献 [21]可知, 纳米通道中的电解质溶液的速度满足
的边界条件包括: 无滑移条件、滑移条件和有效滑
移条件. 该边界条件的选取受到通道的材料、尺度
及通道中溶液的浓度影响. 在本文研究的条件下
(纳米通道材料为SiO2, 通道尺度R > 20 nm, 电解
质溶液为稀溶液), 速度满足的边界条件为无滑移
条件 [22−25].

定义如下无量纲量

u =
u∗

up,0
, up,0 =

R2

η

dp
dx, u e,0 =

kBT

ez

ε0εrE0

η
,

ur =
u e,0

up,0
, Es =

E∗
s

E0
, α = R

√
µc
η
, (13)

其中 up,0是纯压力驱动的速度, u e,0是纯电渗速

度, ur是二者的速度比, α 表示无量纲阻力参数.
则无量纲形式方程和边界条件可表示为

d2u

dr2 +
1

r

du
dr − 1− urEs

λ2
ψ = 0,

(0 6 r 6 1− d), (14a)
d2u

dr2 +
1

r

du
dr − 1− α2u− urEs

λ2
ψ = 0,

(1− d 6 r 6 1); (14b)(
du
dr

)
r=0

= 0, (u)r=(1−d)+ = (u)r=(1−d)− ,(
du
dr

)
r=(1−d)+

=

(
du
dr

)
r=(1−d)−

, (u)r=1 = 0.

(15)

方程 (14)和边界条件 (15)的解可由下面的贝塞尔
函数给出:

u =
1

4
r2 + urEsC1I0(r/λ) + C2,

(0 6 r 6 1− d), (16a)

u = C3I0(αr) + C4K0(αr) + C5I0(r/λ)

+ C6K0(r/λ)−
urEs

α2λ2K2
λ

− 1

α2
,

(1− d 6 r 6 1). (16b)

其中

C1 =

(
− 1

K2
λ

)
I1(D)

I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)

×
[

K1(1/λ)

I1(1/λ)
− K1(D)

I1(D)

]
− λΩ

I1(1/λ)
, (17a)

C2 = C3I0(E) + C4K0(E) + C5I0(D) + C6K0(D)

− urEs
α2λ2K2

λ

− 1

α2
− 1

4
(1− d)2

− urEsC1I0(D), (17b)

C3 =
αK1(E)N + K0(α)M

α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]
,

C4 =
αI1(E)N − I0(α)M

α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]
, (17c)

C5 =
urEs

I1(1/λ)(α2λ2 − 1)

×
{

I1(D)K1(1/λ)

K2
λ[I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)]

+ λΩ

}
,

(17d)

C6 =
urEsI1(D)

K2
λ[I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)](α2λ2 − 1)

,

(17e)

M =
1

2
(1− d) +

urEs
λ

C1I1(D)− 1

λ
C5I1(D)

+
1

λ
C6K1(D), (17f)

N =
urEs

α2λ2K2
λ

+
1

α2
− C5I0(1/λ)

− C6K0(1/λ). (17g)

在上述表达式中 E = α(1− d).

2.3 流向势

根据流向势的形成理论可知, 当微通道中的电
解质溶液受压力驱动而流动时, 会形成一个正向的
流动电流和一个反向的电导流. 当流动保持恒定
时, 溶液中的净离子电流为零. 即

i = 2πez

∫ R

0

(n+u+ − n−u−)r
∗dr∗ = 0, (18)

其中 u±代表阴阳离子的速度, 表达式为

u± = u∗ ± ezE∗
s

f
, (19)

其中 f为离子摩擦系数. 把方程 (3)和 (19)代入方
程 (18), 对它无量纲化可得∫ 1

0

uψrdr = urEs
2

K, (20)
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将方程 (10)和 (16)代入方程 (20), 应用数值积分,
得到无量纲的流向势 Es,

Es =
T1

ur(K/2− T2)
, (21)

其中无量纲量 K = e2z2η/(kBTfε0εr), 且

T1 =

∫ 1−d

0

C1I0(r/λ)
{
1

4
r2

+
K1(E)/α+ 1/2(1− d)K0(α)

α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]
I0(E)

+
I1(E)/α− 1/2(1− d)I0(α)
α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]

K0(E)

− 1

α2
− 1

4
(1− d)2

}
rdr

+

∫ 1

1−d

{
K1(E)/α+ 1/2(1− d)K0(α)

α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]
I0(αr)

+ K0(αr)×
I1(E)/α− 1/2(1− d)I0(α)
α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]

− 1

α2

}
×
{

1

K2
λ

− 1

K2
λ

× I1(D)

I0(D)K1(D) + I1(D)K0(D)

×
[

K1(1/λ)

I1(1/λ)
I0(r/λ) + K0(r/λ)

]
− λΩ

I1(1/λ)
I0
(
r

λ

)}
rdr, (22a)

T2 =

∫ 1−d

0

C1I0(r/λ)
[
C1I0(r/λ) + C̄3I0(E)

+ C̄4K0(E) +

(
1

urEs

)
C5I0(D)

+

(
1

urEs

)
C6K0(D)− 1

α2λ2K2
λ

− C1I0(D)

]
rdr

+

∫ 1

1−d

[
C̄3I0(αr) + C̄4K0(αr)

+

(
1

urEs

)
C5I0(r/λ) +

(
1

urEs

)
C6K0(r/λ)

− 1

α2λ2K2
λ

]
×
{

1

K2
λ

− 1

K2
λ

I1(D)

I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)

×
[

K1(1/λ)

I1(1/λ)
I0(r/λ) + K0(r/λ)

]
− λΩ

I1(1/λ)
I0
(
r

λ

)}
rdr, (22b)

C̄3 =

(
1

urEs

){
C3

− K1(E)/α+ 1/2(1− d)K0(α)

α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]

}
, (22c)

C̄4 =

(
1

urEs

){
C4

− I1(E)/α− 1/2(1− d)I0(α)
α[I1(E)K0(α) + I0(α)K1(E)]

}
. (22d)

2.4 电动能量转换效率

流体在纳米通道中的流动会形成流向电流和

流向势, 利用这一原理可以把机械能和化学能转换
为电能. 它的转换效率 ξ 可以表达为

ξ =
Pout
Pin

, (23)

式中 Pin和 Pout分别代表输入和输出能量的功率,
表达式为 [26]

Pin =
∣∣∣− dp

dxQin

∣∣∣, Pout = (is/2)(E
∗
s /2), (24)

Qin = 2π

∫ R

0

− 1

4η

dp
dx(R

2 − r∗2)r∗dr∗, (25)

Qin代表纯压力驱动情形下输入的体积流率
[27], is

表示流动电流, 它的表达式为

is = 2πez

∫ R

0

u∗(n+ − n−)r
∗dr∗. (26)

把方程 (19)代入方程 (18)可得

i = 2πez

∫ R

0

u∗(n+ − n−)r
∗dr∗

+
2π e2z2E∗

s
f

∫ R

0

(n+ + n−)r
∗dr∗

= is + ic = 0, (27)

其中 ic是电导流. 通过方程 (24)—(27)可以得电动
能量转换效率:

ξ = 2
E2

s u
2
rK

λ2
. (28)

3 结果与讨论

在本文的计算中, d的取值范围是d 6 λ [13,17],
为了满足电势分布的线性化近似, Kλ的取值范围

是Kλ > 1 [13,17]. 当Ω取正值、负值以及零三种不

同的情形时, 电势分布、流向势分布、电动能量转换
效率都有类似的趋势. 因此, 在以下的讨论中, 我
们只讨论 Ω为零的情形 [17,18,28].

圆柱形刚性纳米通道中无量纲形式的电势

分布为

ψ = ψ0
I0(r/λ)
I0(1/λ)

(0 6 r 6 1), (29)
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其中 ψ0为它的表面 Zeta 势.
柔性纳米通道中的表面Zeta势ψ1可由方程

(10b)给出:

ψ1 =

(
1

K2
λ

){
1− I1(D)

I0(D)K1(D) + K0(D)I1(D)

×
[

K1(1/λ)

I1(1/λ)
I0(1/λ) + K0(1/λ)

]}
− λΩ

I1(1/λ)
I0
(
1

λ

)
. (30)

将刚性和柔性纳米通道的表面 Zeta 势取为同
一个值, 即 ψ0 = ψ1. 由方程 (30)知, 它们的表面
Zeta 势的大小由 d, Kλ和 λ 决定, 因此在以下的
讨论中通过给定 d, Kλ和 λ 的值来确定它们的表

面 Zeta 势.
图 2 (a)和图 2 (b)分别描述了当 d和 Kλ取不

同值时, 圆柱形柔性纳米通道 (用符号 S表示)和圆
柱形刚性纳米通道 (用符号 H表示)中的电解质溶
液的无量纲静电势分布. 图 2 (a) 中刚性纳米通道
对应的 d 是指其他参数固定时, 柔性和刚性纳米通
道的表面 Zeta 势取同一值时对应的柔性纳米通道
中的 d值. 类似地, 图 2 (b) 中刚性纳米通道对应
的 Kλ是指其他参数固定时, 柔性和刚性纳米通道
的表面Zeta 势取同一值时对应的柔性通道对应的
Kλ值.

从图 2 (a) 中可以看出, 对同一个聚电解质层
厚度d来说, 柔性纳米通道中的电势比刚性纳米通
道中的大, 原因是圆柱形柔性纳米通道中额外添
加的聚电解质层中的正电荷影响了圆柱形纳米通

道中电解质溶液的双电层分布. 此外, 随着聚电解
质层厚度d增加, 柔性和刚性纳米通道的电势都增
加, 原因是当聚电解质层越大, 壁面处的电势 (表面
Zeta势)越大. 从图 2 (b) 中得到, 无论是柔性还是
刚性纳米通道,静电势都随Kλ的增大而减小,原因
是对柔性通道的电势分布方程 (10) 和刚性通道的
电势分布方程 (29) 和 (30) 都与Kλ的平方成反比.

从图 2 (a)和图 2 (b)中可以得到, 柔性纳米通
道中电势在壁面处的一阶导数为零, 然而刚性纳米
通道却不具有该特点. 原因是柔性纳米通道中的表
面Zeta势由聚电解质层中的固定离子和通道表面
电荷密度共同决定, 计算中我们取表面电荷密度为
零, 故壁面处的电场为零, 即壁面处电势的一阶导
数为零. 对于刚性纳米通道, 它的表面Zeta势只由
表面电荷密度决定. 当它与柔性纳米通道表面Zeta

势取同一值时, 刚性纳米通道的表面电荷密度不为
零. 因此由高斯定理可知, 刚性纳米通道壁面处的
电场不为零, 即壁面处电势的一阶导数不为零.
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图 2 (网刊彩色) 静电势分布 (a) Kλ = 1, λ = 0.1;
(b) d = 0.1, λ = 0.1
Fig. 2. (color online) Distribution of the electrostatic
potential: (a) Kλ = 1, λ = 0.1; (b) d = 0.1, λ = 0.1.

此外, 为了比较圆柱形刚性纳米通道中流向势
分布, 我们计算了圆柱形刚性纳米通道中的无量纲
流向势, 其分布为

Es =
T1,H

ur(K/2− T2,H)
, (31)

其中

T1,H =

∫ 1

0

(
1

4
r2 − 1

4

)
ψ0

I0(r/λ)
I0(1/λ)

rdr,

T2,H =

∫ 1

0

ψ2
0

[
I0(r/λ)
I0(1/λ)

− 1

]
I0(r/λ)
I0(1/λ)

rdr. (32)

图 3给出了当 Kλ取不同值时, 圆柱形柔性和
刚性纳米通道中电解质溶液的无量纲流向势随 d

的变化规律. 从图 3 可以看出, 对同一个 Kλ来讲,
圆柱形柔性纳米通道中电解质溶液的流向势比刚

性纳米通道中的大. 在物理上, 其原因是对同一个
表面 Zeta 势值来说, 柔性纳米通道中的电势总是
比刚性通道中的大, 导致柔性通道内离子浓度较
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大, 从而获得较大的流向势. 图 3 还表明, 随着 d

的增大, 无论是柔性还是刚性通道, 电解质溶液的
流向势单调递增, 且柔性纳米通道中流向势的增加
趋势更明显. 此外还看出, 随着 Kλ的增大, 无论
是刚性还是柔性纳米通道, 电解质溶液的流向势都
减小. 这是由于 Kλ的增大会使纳米通道中电解质

溶液的静电势减小, 进而导致电解质溶液的流向势
减小.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
-100

-10-1

-10-2

-10-3

-10-4

-10-5

d

E
s

Kλ/⊲֒ S

Kλ/⊲֒ H

Kλ/֒ S

Kλ/֒ H

图 3 (网刊彩色) 流向势分布 (λ = 0.1, K = 1, α = 1,
ur = 0.1)
Fig. 3. (color online) Distribution of the streaming
potential (λ = 0.1, K = 1, α = 1, ur = 0.1).

图 4 (a)和图 4 (b)给出了在不同聚电解质层厚
度d, 不同无量纲参数K条件下, 圆柱形刚性和柔
性纳米通道中的电动能量转换效率随Kλ的变化规

律, 图 4 (c)描述了它们中的电动能量转换效率的比
值随Kλ的变化. 从图 4 (a)和图 4 (b)可看出, 圆柱
形刚性和柔性纳米通道中的电动能量转换效率都

随d的增加而增加, 随Kλ的增大而减小. 原因是较
大的d或较小的Kλ都将导致较大的流向势, 从而
得到较大的电动转换效率. 另外, 图 4 (a)和图 4 (b)
还表明无论是刚性还是柔性纳米通道, 电动能量转
换效率随K的增加而减小. 合理的解释是当K增

大时, 从方程 (21)知流向势与K成反比, 再由电动
转换效率表达式 (28) 知电动能量转换效率与K成

反比. 最后, 由图 4 (c)发现, 在本文选取的参数范
围内, 圆柱形柔性纳米通道中的电动能量转换效率
比刚性纳米通道中的效率提高了1.5到3倍.

4 结 论

本文研究了圆柱形柔性纳米通道中的电动能

量转换效率问题, 给出了纳米通道中流向势和电动
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图 4 (网刊彩色) 电动能量转换效率变化规律 (α = 1,
u = 1, λ = 0.1) (a)刚性纳米通道; (b)柔性纳米通道;
(c)柔性和刚性通道中电动能量转换效率比值
Fig. 4. (color online) Variation of the electrokinetic
energy conversion efficiency (α = 1, u = 1, λ = 0.1):
(a) Rigid nanotube; (b) soft nanotube; (c) the ratio of
the efficiencies for these two cases.

能量转换效率的解析解, 并与圆柱形刚性纳米通道
的结果进行了比较. 通过数值计算发现, 圆柱形柔
性纳米通道中的电动能量转换效率比圆柱形刚性

纳米通道中的电动能量转换效率大. 这是由于在
圆柱形柔性纳米通道中, 额外添加的聚电解质层中
的正离子影响了电解质溶液的双电层分布, 使得溶
液的电势分布增加. 同时构成聚电解质层的大分
子影响了电解质溶液的速度分布, 进而使得圆柱形
柔性纳米通道中的流向势比圆柱形刚性纳米通道
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中的大, 最终导致柔性通道中的电动能量转换效率
变大.
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Abstract
Analytical investigations are performed for pressure driven flow of an electrically conducting, incompressible and

viscous fluid in a polyelectrolyte-grafted nanotube by using Bessel functions. Nanofluidic tubes whose walls are covered
by polyelectrolyte materials, named the fixed charge layer (FCL), are identified as soft nanotubes. The flow relies on an
externally imposed pressure gradient and an induced reverse electroosmotic force produced by the streaming potential
field which is spontaneously developed due to the ionic charge migration with the fluid flow. Many parametrical ranges
are determined to ensure the validity of Debye-Hückel approximation. The analysis is based on the solutions of the
linearized Poissson-Boltzmann equation and modified Navier-Stokes equation. To obtain the streaming potential, we use
a numerical treatment to solve an integral equation governing the streaming potential. Finally, the electrokinetic energy
conversion efficiency is studied. The result shows that both the streaming potential and energy conversion efficiency
monotonically increase with the FCL thickness d increasing. However, they present a monotonic decrease trend with the
increase of Kλ, which is the ratio of the characteristic scale of the mobile charges to the fixed charge within the FCL.
We compare the results in a soft nanotube with those in a rigid one, whose zeta potential is equal to the electrostatic
potential at the solid-polyelectrolyte interface of the soft nanotube. We find that the electric potential in a soft nanotube
is higher than that in the corresponding rigid nanotube, which results in a larger streaming potential in the soft nanotue.
Moreover, for the parameter ranges considered in this work, our results show that the electrokinetic energy conversion
efficiency in a soft nanotube is 1.5–3 times higher than that in a rigid nanotube. These findings are important for
investigating the streaming potential and electrokinetic energy conversion efficiency in soft nanotubes. They can be used
as a kind of new method to enhance the energy conversion efficiency of the electrokinetic transport in nanotube.
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