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基于双树复小波变换的非平稳时间序列去趋势
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多重分形去趋势波动分析是研究非平稳时间序列非均匀性和奇异性的有效工具, 针对该方法中趋势项难
以确定的问题, 提出一种基于双树复小波变换的方法, 实现了非平稳信号的多重分形自适应去趋势波动分析.
利用双树复小波变换提取信号的多尺度趋势和波动信息, 通过小波系数的希尔伯特变换确定每个时间尺度不
重叠子区间的长度, 使多重分形分析具有信号自适应性及较高的计算效率. 以具有解析形式分形特征的倍增
级联信号和分数布朗运动时间序列为例验证本文方法的有效性, 所得结果与解析解相吻合. 与传统的多项式
去趋势多重分形方法相比, 本文方法根据信号自身特点自适应地确定信号的趋势和不重叠等长度子区间长
度, 所得结果更加精确. 对倍增级联信号时间序列取不同的长度, 验证了算法的稳定性. 分别与基于极大重叠
离散小波变换和离散小波变换多重分形方法进行比较, 表明本文方法具有更精确的结果和更快的运算速度.

关键词: 非平稳时间序列, 多重分形, 去趋势波动分析, 双树复小波变换
PACS: 05.45.Df, 05.10.–a, 64.60.al, 05.45.Tp DOI: 10.7498/aps.65.090502

1 引 言

在紊流、心电、脑电、机械振动等信号分析领

域, 所处理的对象多为非平稳时间序列, 在多个时
间尺度上存在自相似性. 对此类信号, 传统统计分
布模型不能反映信号的非稳定随机特性和多尺度

特性, 无法实现信号动态特性的准确描述. 多重分
形分析能够从不同层次反映分形结构全面精细的

信息, 并借助统计物理学的方法, 通过多重分形谱
来描述特征参量概率测度的分布规律, 刻画系统内
部所包含的非线性动态特性 [1]. 通常, 多重分形谱
函数计算复杂, 只有少数信号具有解析解, 对于一
般信号, 只能借助数值方法进行求解, 包括结构函
数方法、小波模极大方法 [2]以及各种盒子计数方法

等 [3]. 许多学者致力于多重分形分析数值方法的实

现. 去趋势波动分析方法 (multifractal detrended
fluctuation analysis, MFDFA)因其便于实现, 成为
近来广泛采用的多重分形分析方法, 该方法及其变
体已成功用于股票交易数据 [4]、机械振动信号 [5,6]、

交通流 [7]、海杂波数据 [8,9]、太阳黑子时间序列 [10]、

地震波 [11,12]、人体心电信号 [13]等动态特性的分析.
MFDFA的一个关键步骤是在不同的时间尺

度移除信号的局部趋势, 得到该尺度对应的波动序
列. 传统的方法是利用一阶、二阶甚至更高阶多项
式来对局部趋势进行拟合 [9]. Telesca等 [12]在研究

地震波时间序列时, 将多项式的阶数取 1和 5之间
的整数; 而在一些研究中 [6,14], 直接凭经验将多项
式的阶数设置为 1. 正如Lin等 [5]所指出的, 多项
式阶数的选取直接关系到时间序列动态性能的分

析, 而多项式的阶数选择是个难题. 奚彩萍等 [15]

利用移动平均方法代替多项式拟合提取信号的趋
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势, 并与基于不同多项式阶数的MFDFA方法进行
性能比较. 然而, 上述处理得到的趋势对信号均
缺乏自适应性. 有学者将经验模式分解 (empirical
mode decomposition, EMD)方法结合进MFDFA
方法中 [16,17]; 郭通等 [18]进一步提出基于改进的

整体经验模式分解 (modified ensemble empirical
mode decomposition, MEEMD)去趋势波动分析
方法, 对给定的时间序列, 用EMD方法或EEMD
方法将信号分解为一系列内禀函数和残差项的组

合, 从分解结果中得到各时间尺度的趋势. 基于经
验模式分解的方法虽然是一种信号自适应的分析

方法, 但是在分解过程往往会出现一些无关的模
式 [19], 这些虚假模式直接影响到趋势的提取. 与
傅里叶分析技术相比, 小波分析技术在时域和频域
具有良好的局部化性质及多分辨率特性, 因而更适
合处理非平稳信号. 基于连续小波变换的小波模
极大方法是多重分形分析的经典方法 [20], 但是连
续小波变换计算复杂. Manimaran等 [21]利用离散

小波变换 (discrete wavelet transform, DWT) 提取
非平稳时间序列的波动并分析离子电流在不同情

况下的多分形行为; Liang等 [22]利用极大重叠离散

小波 (maximal overlap discrete wavelet transform,
MODWT)提取脑电信号的Hurst指数. 双树复小
波变换最早由Kingsbury等 [23]于 1998年提出, 由
于其良好的抗频带混叠能力和平移不变性, Nelson
和Kingsbury [24]用双树复小波分解系数进行分数

布朗表面Hurst指数的估计; Nafornita等 [25]进一

步利用双树复小波变换对具有变化Hurst指数的图
像进行分析. 但基于双树复小波变换进行非平稳信
号的多重分形去趋势波动分析, 尚未见相关报道.

本文提出一个基于双树复小波变换的多重分

形去趋势波动分析方法 (dual-tree complex wavelet
transform based multifractal detrended fluctuation
analysis, DTCWT-MFDFA),即利用双树复小波变
换的抗混叠和平移不变性, 对非平稳时间序列进行
分解, 提取各时间尺度的趋势, 同时利用小波系数
对各尺度下不重叠子区间分段长度进行估计, 进而
完成信号的多重分形分析. 利用具有多重分形解析
表达式的倍增级联信号和分数布朗运动验证本文

方法的有效性, 并讨论了选择其他离散小波变换形
式和信号长度对结果的影响.

2 基于双数复小波变换的MFDFA
算法

2.1 双树复小波变换

双树复小波变换具有近似平移不变性、有限的

数据冗余性、完全重构性和计算效率高等良好特

性 [23]. 双树复小波变换采用两个具有不同低通和
高通滤波器的实小波变换实现对信号的并行分解

和重构, 两个实小波变换采用两组不同的滤波器,
分别称为实部树和虚部树. 每组滤波器都分别满足
完美重构条件, 并构成Hilbert变换对, 这使得整个
变换是近似解析的. 在信号的分解与重构过程中始
终保持虚部树的采样位置位于实部树的中间, 从而
使实部树和虚部树的信息互补, 实现了近似平移不
变性. 双树复小波变换在各层的分解过程中, 利用
金字塔快速算法, 因而具有较高的分解效率. 对时
间序列x(t), 利用双树复小波分解和重构示意图见
图 1 .
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图 1 双树复小波分解与重构示意图

Fig. 1. Decomposition and reconstruction process of dual-tree complex wavelet transform.
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设ψh(t), ψg(t) 分别为双树复小波变换采用的

实值小波函数, ϕh(t), ϕg(t)分别为对应的尺度函
数, 这两组滤波器构成Hilbert变换对. 因为双树复
小波变换由两个并行的小波变换组成, 根据小波理
论, 上面实部树小波变换的小波系数dRe

l (k) 和尺

度系数 cRe
J (k)可由 (1)和 (2)式计算:

dRe
l (k) = 2l/2

∫ +∞

−∞
x(t)ψh(2

lt− k)dt

l = 1, . . . , J, (1)

cRe
J (k) = 2J/2

∫ +∞

−∞
x(t)φh(2

J t− k)dt, (2)

同理, 可以得到虚部树小波变换的小波系数dIm
l (k)

和尺度系数 cIm
J (k). 因此, 合并双树的输出可得到

双树复小波变换的小波系数和尺度系数, 如 (3)和
(4)式所示:

dCl (k) = dRe
l (k) + jdIm

l (k)

l = 1, . . . , J, (3)

cCJ (k) = cRe
J (k) + jcIm

J (k). (4)

另外, 利用上述小波变换系数可以实现单支重
构, 如 (5)和 (6)式所示:

dl(t) = 2
l−1
2

[ ∞∑
n=−∞

dRe
l (k)ψh(2

jt− n)

+

∞∑
m=−∞

dIm
l (k)ψg(2

jt−m)
]

l = 1, . . . , J, (5)

cJ(t) = 2
J−1
2

[ ∞∑
n=−∞

cRe
J (k)ϕh(2

J t− n)

+

∞∑
m=−∞

cIm
J (k)ϕg(2

J t−m)
]
. (6)

2.2 DTCWT-MFDFA详细步骤

双树复小波变换的近似平移不变性, 为
MFDFA方法中准确获得非平稳时间序列多尺度
下趋势进而提取局部奇异特征提供了保证. 利用
双树复小波变换对信号进行M层分解, 得到信号
各尺度下的复数形式小波系数和尺度系数, 利用第
i + 1到M层小波系数和第M层尺度系数的单支

重构信号叠加, 得到第 i尺度对应的趋势项, 进而
得到该尺度的波动项. 同时, 利用第 i尺度的小波

系数, 经过希尔伯特变换得到对应尺度下不重叠子
区间长度的估计. 然后对该尺度的信号波动进行

分段, 取不同的阶 q计算信号在该尺度下的波动函

数. 波动函数与 q的对数最小二乘拟合斜率对应信

号的广义Hurst指数, 进一步可以得到信号的尺度
指数. 通过Legendre变换, 可以得到信号的多分形
奇异谱. 如图 2所示, 详细步骤如下.

步骤1 对待分析的非平稳信号进行集成处理

以突出信号的分形特性, 如 (7)式所示:

y(t) =
t∑

k=1

[x(k)− ⟨x⟩] t = 1, . . . , N, (7)

其中, x(k)是原始信号k = 1, . . . , t; ⟨x⟩为信号的均
值; N为信号的数据点数.

步骤 2 选择双树复小波滤波器, 其中
ψh(t), ψg(t)分别表示双树复小波变换采用的实

值小波函数, φh(t), φg(t)分别为对应的尺度函

数, 这两组滤波器构成Hilbert变换对. 利用这
两个小波滤波器对信号进行M层分解, 分别得到
小波系数dRe

l (i), dIm
l (i), 和尺度系数 cRe

l (i), cIm
l (i),

其中 1 6 l 6 M , 构成信号在 1 6 l 6 M

尺度下的复小波系数 dC
l (i) = dRe

l (i) + jdIm
l (i),

cC
l (i) = cRe

l (i) + jcIm
l (i); 对第 1 6 l 6 M尺度,

分别进行小波系数单支重构, 得到重构信号dl(t);
对第M尺度, 同时进行尺度系数的单支重构, 得到
重构信号 cM (t); 对每个尺度 l(1 6 l 6 M), 该尺度

的趋势表示为Trl(t) = cM (t) +
M∑

i=l+1

di(t); 对应的

波动成分表示为Fll(t) = y(t)− Trl(t).

, 

, 

, 

, 

图 2 多重分形分析流程图

Fig. 2. Flowchart of multifractal analysis.

步骤3 对第 l尺度 (1 6 l 6 M)小波系数重
构信号dl(t)进行希尔伯特变换,得到该尺度下的解
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析信号, 即 zl(t) = dl(t) + jd̂l(t), 其中, d̂l(t)为dl(t)

的希尔伯特变换; 由解析信号 zl(t), 可以得到信号
的相位角φl(z), 利用相位角的微分, 得到瞬时频率
ωl(k), k = 1, . . . , N/2l; 继之得到对应时间尺度的
大小 sl = ⌊1/⟨ωl(k)⟩⌋作为该尺度不重叠子区间的
长度, 其中, ⟨ωl(k)⟩ 为ωl(k)在该尺度的均值.

步骤4 对第 l尺度, 沿信号的正反两个方向,
利用 sl对该尺度波动信号进行无覆盖的分段, 共
得到 2Ns段连续的不重叠子区间, 每段记为 εv(i),
i = 1, · · · , sl, 并对每段计算局部波动函数

F 2(v, sl) =
1

sl

sl∑
i=1

[εv(i)]
2. (8)

步骤5 取 q ∈ [−qlim,+qlim], 利用下式计算
q = 0之外的各阶波动函数:

Fq(sl) =

{
1

2Ns

2Ns∑
ν=1

[F 2(ν, sl)]
q/2

}1/q

, (9)

对 q = 0, 波动函数为

F0(sl) = exp
{

1

4Ns

2Ns∑
ν=1

ln[F 2(ν, sl)]

}
. (10)

步骤6 对各个 q分析波动函数和时间尺度之

间的幂率关系, 即

Fq(s) ∼ sh(q), (11)

这里h(q)为广义Hurst指数. 通常对 logFq(sl)和

log sl进行最小二乘拟合, 所得斜率即为h(q); 对每
个 q, 可以得到尺度指数 τ(q)

τ(q) = qh(q)− 1. (12)

利用Legendre变换, 信号的奇异指数α和多分

形奇异谱 f(α)可分别由 (13)和 (14)计算:

α = h(q) + qh′(q), (13)

f(α) = qα− τ(q). (14)

3 算例分析

3.1 倍增级联过程

倍增级联过程广泛用于复杂系统的多分形建

模, Macek和Wawrzaszek [26]利用该模型实现了太

阳风湍流数据的数值仿真建模, 描述不同尺度动能
量流的不均匀分布; Cheng [27]利用该模型进行信

息集成, 实现对矿产资源潜力预测和环境影响评
估; Sezer [28]利用该模型对地震历史数据进行建模,

研究地震发生的概率. 倍增级联模型中p-模型是最
简单的一种, 我们这里用 p-模型倍增级联过程来评
估所提出的基于双树复小波去趋势多重分形方法

的性能, 并与其他去趋势波动方法进行比较.
p-模型倍增级联过程通过对单位间隔进行二

等分, 每份具有不同的测度 (p1和 p2). 然后对每份
进行二等分迭代, 测度也按乘法方式分配到每一部
分. 这个二项式形式级联过程第m层的测度包含

N = 2m个等长的间隔, L = 2(−m)测度具有概率

为Pi(L) = p
(m−k)
1 pk2 , (k = 0, . . . ,m). 本例中, 设

p1 = 0.3, p2 = 0.7, m = 16, 获得一个数据长度为
65536的倍增级联序列.

如果倍增级联按照二等分迭代形式无限延续

下去, 其尺度指数 τ(q)具有如下显式表达式:

τ(q) = −ln(pq1 + pq2)/ln 2. (15)

通过Legendre变换, 其奇异性指数α(q)和多

分形谱 f(α)可以通过 (16)和 (17)式获得:

α(q) = − (pq1 ln p1+pq2 ln p2)
(ln 2(pq1 + pq2))

, (16)

f(α) = qα− τ(q) = −qp
q
1 ln p1 + qpq2 ln p2
(pq1 + pq2) ln 2

+ ln(pq1 + pq2)/ ln 2. (17)

利用所提出的DTCWT-MFDFA方法对上述
p-模型倍增级联信号进行分析, 作为对比, 分别取
多项式阶数 l = 1, 2, 3, 也用基于多项式拟合的去
趋势波动多重分形方法对上述信号进行分析. 以
上方法所得的h(q)和 τ(q)与解析解列于表 1 , 可以
看到, 基于双树复小波利用变换的去趋势波动分
析方法得到的结果比基于多项式拟合去趋势波动

分析方法结果更精确。对h(q), 基于多项式的方法
所得结果偏离解析解最大超过 0.05, 而基于双树复
小波方法偏离的最大值只有 0.02; 对 τ(q), 三种基
于多项式拟合去趋势波动分析方法结果偏离解析

解最大值超过 0.38, 而基于双树复小波变换方法偏
离的最大值只有 0.07. DTCWT-MFDFA与多项式
拟合MFDFA方法的h(q), τ(q), f(α)图形如图 3所
示. 从图 3中可以更直观地看到, 对h(q), 无论对正
的 q或者负的 q, DTCWT-MFDFA方法均能获得
比较精确的结果, 但是多项式拟合的MFDFA方法
对于正的 q会出现较大的偏差. 对 τ(q), DTCWT-
MFDFA与多项式拟合的MFDFA 方法对于负的 q

均能获得比较好的结果, 但是对于正的 q, 基于多项
式拟合去趋势波动分析与解析解偏离较大, 这种情
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况下, DTCWT-MFDFA方法得到的曲线仍几乎和
理论曲线重合. 对 f(α), 当 q < 0时, 多项式拟合的
MFDFA方法所得结果与解析解比较接近, 当 q > 0

时, 无论阶数取1, 2或3, 所得结果与解析解均偏离
较大, 而DTCWT-MFDFA方法, 在 q的取值范围

内均获得比较精确的结果. 另外, 就多项式拟合的
MFDFA方法, 用不同的多项式阶数 l对趋势进行

拟合, 所得到的多分形特征差别明显.
为了进一步调查所提方法对不同长度时间

序列的分析效果, 对上述 p-模型倍增级联过程分
别取包含 211, 212, 213, 214, 215, 和 216个点. 利
用DTCWT-MFDFA方法分别得到各时间序列的
τ(q) 和 f(α), 结果如图 4所示. 从图 4中可以看出,
即使对较小的数据长度, 如211, 所提方法仍能获得

较准确的尺度指数和多分形奇异谱, 算法对不同长
度的时间序列具有较好的稳定性.

双树复小波变换能够成功提取信号不同时间

尺度的趋势波动,其中一个重要原因是DTCWT具
有平移不变性, 使得小波系数在信号任何奇异处
保持稳定和较大的值, 信号分解的结果能够反映
不同尺度趋势的变化情况. 文献 [29, 30]分别利用
MODWT获取信号的趋势波动, 进而得到信号的
多重分形特征, 与DTCWT分解相比, MODWT分
解是冗余分解, 其计算复杂度为O(N × log2N), 而
DTCWT金字塔快速算法计算复杂度为O(2×N).
和上两种分解方法相比, DWT 的计算复杂度为
O(N), 但是其不具有平移不变性, 各尺度的分
解结果不能稳定反映信号趋势随尺度的变化情况.

表 1 分别利用解析方法 (MCSa)、基于多项式的MFDFA方法 (1-MFDFA, 2-MFDFA和 3-MFDFA分别表示 1
阶、2阶、3阶多项式MFDFA)和基于双树复小波变换的MFDFA方法 (DTCWT-MFDFA)对倍增级联信号得到
的 h(q)和 τ(q)值

Table 1. h(q) and τ(q) values of the multiplicative cascading series (MCS) computed analytically
(MCSa), through polynomial MFDFA (1-MFDFA, 2-MFDFA, and 3-MFDFA3) and DTCWT based MFDFA
(DTCWT-MFDFA) approach.

q MCSa 1-MFDFA 2-MFDFA 3-MFDFA DTCWT-MFDFA

h(q) τ(q) h(q) τ(q) h(q) τ(q) h(q) τ(q) h(q) τ(q)

−10 1.64 −17.37 1.64 −17.38 1.61 −17.11 1.61 −17.12 1.64 −17.38

−9 1.63 −15.63 1.63 −15.64 1.60 −15.40 1.60 −15.41 1.63 −15.64

−8 1.61 −13.90 1.61 −13.90 1.59 −13.69 1.59 −13.70 1.61 −13.91

−7 1.59 −12.16 .59 −12.16 1.57 −11.98 1.57 −11.99 1.60 −12.18

−6 1.57 −10.43 1.57 10.43 1.55 −10.27 1.55 −10.28 1.57 −10.45

−5 1.54 −8.71 1.54 −8.70 1.51 −8.57 1.51 −8.57 1.54 −8.72

−4 1.50 −7.00 1.49 −6.98 1.47 −6.88 1.47 −6.88 1.50 −7.01

−3 1.44 −5.32 1.43 −5.29 1.40 −5.21 1.40 −5.21 1.44 −5.32

−2 1.36 −3.72 1.34 −3.69 1.32 −3.64 1.32 −3.64 1.35 −3.71

−1 1.25 −2.25 1.23 −2.23 1.22 −2.22 1.22 −2.22 1.25 −2.25

0 1.13 −1 1.10 −1 1.10 −1 1.10 −1 1.13 −1

1 1 0 0.96 −0.04 0.96 −0.04 0.96 −0.04 1.02 0.02

2 0.89 0.79 0.84 0.68 0.84 0.68 0.84 0.69 0.90 0.81

3 0.81 1.43 0.75 1.26 0.76 1.27 0.76 1.27 0.81 1.44

4 0.75 2.01 0.70 1.79 0.70 1.80 0.70 1.80 0.74 1.99

5 0.71 2.55 0.66 2.29 0.66 2.30 0.66 2.31 0.70 2.51

6 0.68 3.08 0.63 2.78 0.63 2.79 0.64 2.81 0.67 3.03

7 0.66 3.60 0.61 3.27 0.61 3.28 0.62 3.31 0.65 3.54

8 0.64 4.11 0.59 3.75 0.60 3.76 0.60 3.80 0.63 4.05

9 0.63 4.63 0.58 4.23 0.58 4.24 0.59 4.29 0.62 4.57

10 0.61 5.15 0.57 4.71 0.57 4.72 0.58 4.77 0.61 5.08
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图 3 (网刊彩色)对倍增级联信号利用DTCWT-
MFDFA与基于多项式的MFDFA得到的图 (a) h(q)

图; (b) τ(q)图; (c) f(α)图

Fig. 3. (color online) Curves of the multiplica-
tive cascading series computed analytically, through
polynomial MFDFA and DTCWT-MFDFA approach:
(a) h(q) curves; (b) τ(q) curves; (c) f(α) curves.

图 5是基于这几种不同离散小波变换的
MFDFA方法所得到的结果, 可以看出, 利用基
于DWT的去趋势波动方法所得结果完全偏离解析
解; 基于MODWT和DTCWT方法的去趋势波动
方法所得结果与解析解比较接近, 但对 q < 0, 基

于MODWT方法所得多分形特征与解析解偏差较
大, 而基于DTCWT的方法所得结果更为精确. 对
于本例, 在CPU为 2.6 GHz, 内存为 4 G, 32位操
作系统的计算机配置下, 分别利用基于DTCWT,
MODWT方法进行多重分形分析, 运算所需时间
分别为 3.679 s和 9.088 s, 基于DWCWT的多重分
形算法比基于MODWT的算法速度提高1倍以上.
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图 4 (网刊彩色)对倍增级联信号取不同样本长度利用
DTCWT-MFDFA得到的 τ(q) (a) 和 f(α) (b)
Fig. 4. (color online) Curves of the multiplicative cas-
cading series with different length through DTCWT-
MFDFA approach: (a) τ(q) curves; (b) f(α) curves.
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图 5 (网刊彩色)对倍增级联信号基于不同离散小波变换
MFDFA得到的 τ(q) (a) 和 f(α) (b)
Fig. 5. (color online) Curves of the multiplicative cas-
cading series with different discrete wavelet transform
based MFDFA approaches: (a) τ(q) curves; (b) f(α)

curves.

3.2 分数布朗运动

本节利用DTCWT-MFDFA方法对典型的单
分形信号——分数布朗运动数据序列进行分析.
分数布朗运动同样在分形建模中应用广泛, 孙康
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等 [31]利用该模型对扫描模式下海杂波数据进行

分形建模, 计算了海杂波时间序列随时间变化的
Holder函数; Lin等 [32]利用该模型进行CT图像建
模, 提取分形特征实现良性和恶性肿瘤的区分. 由
Matlab 软件FracLab2.0工具箱生成具有Hurst指
数为 0.4, 0.5, 0.6的分数布朗运动时间序列, 每个
序列的数据长度为 8192个点, 分别代表长程反相
关、不相关、长程相关时间序列.

利用DTCWT-MFDFA方法对上述信号进行
分析, 可以求得Hurst指数的数值解. 同样, 作为
对比, 分别取多项式阶数 l = 1, 2, 3, 利用基于多
项式拟合的去趋势波动多重分形方法进行Hurst指
数求解. 以上方法所得结果列于表 2 . 从表中可
以看到, 对Hurst指数为 0.4的情形, 多项式阶数为

1时结果偏离解析解最大, 达到 0.02; 阶数为 2和 3
时, 结果偏离解析解 0.01, 此时, DTCWT-MFDFA
方法得到的结果与解析解符合; 对Hurst指数为0.5
的情形, 几种方法均对解析解有所偏离, 但是基于
DTCWT-MFDFA方法得到的结果偏离解析解最
小, 另三种方法最大偏离达 0.04; 对Hurst指数为
0.6的情形, 多项式阶数为 2和 3时, 结果与解析解
吻合, 基于DTCWT-MFDFA方法得到的结果与解
析解偏离 0.01, 而多项式阶数为 1时, 与解析解偏
离0.02. 此例说明, 基于DTCWT-MFDFA 方法对
具有这三种不同Hurst指数的分数布朗运动数据序
列表现稳定, 而基于多项式拟合的去趋势波动分析
方法受多项式阶数的选取影响较大, 选取不同的多
项式阶数, 所得结果表现出较大的波动.

表 2 分别利用基于多项式的MFDFA方法 (1-MFDFA, 2-MFDFA和 3-MFDFA分别表示 1阶、2阶、3阶多项式
MFDFA)和基于双树复小波变换的MFDFA方法 (DTCWT-MFDFA)对具有不同Hurst指数的分数布朗运动时
间序列得到的Hurst指数数值解
Table 2. Estimated Hurst index values of the fractional Brownian motions with different analytical Hurst
index through polynomial MFDFA (1-MFDFA, 2-MFDFA, and 3-MFDFA3) and DTCWT based MFDFA
(DTCWT-MFDFA) approach.

Hurst index 1-MFDFA 2-MFDFA 3-MFDFA DTCWT-MFDFA

0.4 0.42 0.41 0.39 0.40

0.5 0.47 0.46 0.47 0.48

0.6 0.62 0.60 0.60 0.59

4 结 论

本文基于双树复小波变换, 建立了一种新的去
趋势波动多重分形分析方法DTCWT-MFDFA, 该
方法能有效获得非平稳时间序列的尺度指数、广义

Hurst指数和多重分形谱等多重分形特征.
以典型的分形信号——倍增级联信号和分数

布朗运动为例, 检验本文方法的有效性和优越性.
通过算例分析可知: 本方法利用双树复小波变换
能够对信号进行自适应分解, 根据信号本身的特征
提取信号的多尺度趋势, 有效克服传统多项式去趋
势波动分析方法中多项式阶数难以确定的问题; 与
普通离散小波变换相比, 双树复小波变换具有信号
分解的平移不变性, 保证了多重分形特征提取的准
确性; 对不同信号长度的分析表明, 所提算法具有
较好的稳定性; 双树复小波分解利用金字塔快速
算法, 比传统的基于极大重叠离散小波变换效率
更高.
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Abstract

Multifractal detrended fluctuation analysis is an effective tool for dealing with the non-uniformity and singularity of
nonstationary time series. For the serious issues of the trend extraction and the inefficient computation in the traditional
polynomial fitting based multifractal detrended fluctuation analysis, based on the dual-tree complex wavelet transform,
a novel multifractal analysis is proposed. To begin with, as the dual-tree complex wavelet transform has the anti-aliasing
and nearly shift-invariance, it is first utilized to decompose the signal through the pyramid algorithm, and the scale-
dependent trends and the fluctuations are extracted from the wavelet coefficients. Then, using the wavelet coefficients,
the length of the non-overlapping segment on a corresponding time scale is computed through the Hilbert transform, and
each of the extracted fluctuations is divided into a series of non-overlapping segments whose sizes are identical. Next,
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on each scale, the detrended fluctuation function for each segment is calculated, and the overall fluctuation function can

be obtained by averaging all segments with different orders. Finally, the generalized Hurst index and scaling exponent

spectrum are determined from the logarithmic relations between the overall detrended fluctuation function and the time

scale and the standard partition function, respectively, and then the multifractal singularity spectrum is calculated with

the help of Legendre transform. We assess the performance of the dual-tree-complex wavelet transform based multifractal

detrended fluctuation analysis (MFDFA) procedure through the classic multiplicative cascading process and the fractional

Brownian motions, which have the theoretical fractal measures. For the multiplicative cascading process, compared with

the traditional polynomial fitting based MFDFA methods, the proposed multifractal approach defines the trends and

the length of non-overlapping segments adaptively and obtains a more precise result, while for the traditional MFDFA

method, for the negative orders, no matter the generalized Hurst index, scaling exponents spectrum, or the multifractal

singularity spectrum, the acquired results each have a significant deviation from the theoretical one. For the time series

with different sizes, the proposed method can also give a stable result. Compared with the other adaptive method such

as maximal overlap discrete wavelet transform based MFDFA and the discrete wavelet transfrom based MFDFA, the

proposed approach obtains a very accurate result and has a fast calculation speed. For another time series of fractional

Brownian motions with different Hurst indexes of 0.4, 0.5 and 0.6, which represent the anticorrelated, uncorrelated,

correlated process, respectively, the results of the proposed method are consistent with those analytical results, while the

results of the polynomial fitting based MFDFA methods are most greatly affected by the order of the fitting polynomial.

The method in this article provides a valuable reference for how to use the dual-tree complex wavelet transform to realize

the multifractal detrended fluctuation analysis, and we can benefit from the signal self-adaptive trend extraction and the

high computation efficiency.

Keywords: nonstationary time series, multifractal, detrended fluctuation analysis, dual-tree complex
wavelet transform
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