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复杂网络是现实中大量节点和边的抽象拓扑, 如何揭示网络内部拓扑对网络连通性、脆弱性等特征的影
响是当前研究的热点. 本文在确定度分布的条件下, 根据Newman提出的同配系数的定义分析其影响因素.
首先在可变同配系数下分别提出了基于度分布的确定算法和基于概率分布的不确定算法, 并分别在三种不同
类型的网络 (Erdös-Rényi网络, Barabási-Albert网络, Email真实网络)中验证. 实验结果表明: 当网络规模
达到一定程度时, 确定算法优于贪婪算法. 以此为基础, 分析了同配系数改变时聚类系数的变化, 发现两者之
间存在关联性, 并从网络的微观结构变化中揭示了聚类系数变化的原因.

关键词: 同配系数, 度分布, 构造算法, 聚类系数
PACS: 45.70.Vn, 42.65.Sf DOI: 10.7498/aps.65.094503

1 引 言

复杂网络是对现实世界的抽象, 其应用范围横
跨生物、物理、通信等各个学科, 通过刻画网络内部
的拓扑有助于理解网络的整体特性. 目前对于复杂
网络结构的研究有两个重要的方面. 一方面是对度
分布的研究, 是网络中每个节点邻接节点数目的统
计概率分布. 有关度分布条件下网络连通性、脆弱
性、传播特性的研究已广泛展开 [1−4]: 如Schwarte
等 [5]分析了出度、入度对渗流过程的影响, 并得到
了在幂律分布下分布参数λin, λout是不同的; 在不
同网络中的表现也是不同的; Dorogovtsev等 [6]将

对度分布的研究扩展到有向网络, 并给出网络中巨
分支的计算方法用以体现网络的连通性; Newman
等 [7]在给定度分布的条件下分析了网络巨分支的

大小, 通过比较计算机网络、科学文献引用网络以

及其他经验网络, 得出仅通过度分布不能准确地认
识网络的内在属性. 因此必须提出其他指标来衡量
网络中的其他属性, 从而开始了对网络同配系数 [8]

的研究. 同配系数是衡量网络内在连通性的重要
指标, 是网络中度值大的节点趋向于彼此相连的特
性. 如同在社交网络中, 具有相同年龄、地位、财富
和教育背景的人倾向于彼此连接. 单独地研究一个
节点或者一条边的同配性是无意义的, 因为一个同
配网络仍然会存在部分边的连接是异配的.

为了理解同配系数对网络的影响, 应当保持度
分布不变. Winterbach等 [9]提出了一种贪婪算法,
在给定度分布的条件下来提高网络的同配系数, 通
过随机选择节点和边互换来增加同配系数, 并在不
同的网络中测试算法的性能. 但是这种算法并不
高效, 并且在许多网络中无法大幅度提高同配系
数, 这样也就无法全面了解同配系数对网络的影
响. Zhang等 [10]分析了社交网络的结构, 并将社交
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网络的构造模型分为两种, 一种是个体为中心的模
型, 一种是小组为中心的社团模型, 并在小规模网
络上进行了实验. Yang [11] 提出了一种改变同配系

数的算法, 并在真实网络中进行了实验, 但是通用
性不强. Mussmann等 [12] 通过在相等同配系数条

件下不同度分布对于网络中其他参数的影响. 然而
这些算法都是针对小规模网络, 并没有揭示同配系
数和网络性能之间的理论关系. 因此, 本文主要在
给定度分布的条件下, 从理论和算法两个方面分析
同配系数的影响.

本文余下的部分安排如下: 第 2节主要介绍同
配系数的定义, 并推导出同配系数的理论上限; 第
3 节提出了两种基于度分布的确定性构造算法和
基于概率分布的不确定性构造算法, 并将这三种算
法在三个网络 (Erdös-Rényi (ER)网络、Barabási-
Albert (BA)网络、Email真实网络)上进行仿真分
析, 比较在不同网络中三种算法的性能; 第 4节由
基于概率分布的不确定性算法得到的同配系数增

长图, 计算这一过程中的聚类系数的变化, 通过分
析网络中微观结构的变化, 加深对算法的理解, 并
得到同配系数与聚类系数之间的联系; 第 5节总结
本文的研究成果.

2 同配系数的定义与分析

2.1 同配系数的定义

度分布仅仅度量节点属性, 对于边的属性没
有涉及. 对于一条给定的边, 两个端点的度值并不
总是独立的. 这种度 -度相关性可以通过条件概率
p(j|k)来衡量, 即一个度为k的节点在连接度为 j

时节点的概率.
对于给定度序列D = [d1, d2, · · · , dn]T, 其中

di表示节点 i 邻居节点的数目, 对于给定的 qk, 可
以得到两个端点的额外度值的联合概率分布 ej,k.
对于无向网络, ej,k是对称的, 可以据此给出同配
系数 [13] 的定义:

ρ =
1

σ2
q

[∑
i,j

didjei,j − µ2
q

]

=
E[DiDj ]− µ2

Di

E[D2
i ]− µ2

Di

, (1)

其中σq代表每条边两边端点的度值的方差; di, dj
分别代表一条边两端节点的度值; µq代表单侧节点

度值的均值; 等式第二个式子是第一个式子的向量
表示形式. 该同配系数的定义计算的是随机选择
一条边, 两端节点度值的皮尔逊 (Pearson)相关系
数, 取值范围是 [−1, 1]. 当网络为规则网络时, 有
ρ = 1; 当网络为随机网络时, ρ = −1; 当网络为完
全二分网时, ρ = 0. 此处我们可以用矩阵来表示同
配系数, 有

E(Di, Dj) =
dTAd

2L
, (2)

其中A为网络的邻接矩阵, d为度值向量, L为网
络中边的数量. 为了规范化表达式, 引入

Nk = uTAku (3)

表示网络中长度为k的路径数量 (不是自回避路径,
同一个节点可以在路径中出现多次), 其中u是元

素全为1的向量, 那么有

µDi =
dTd

2L
=

N2

N1
, (4)

其中d为度序列向量, 以及

E(Di, Dj) =
dTAd

2L
=

N3

N1
. (5)

同时有

σ2
Di

=E[D2
i ]− µ2

Di
=

1

2L

∑
i

d3i −
N2

2

N2
1

=
1

N1

∑
i

d3i −
N2

2

N2
1

, (6)

那么可以得到

ρ(Di, Dj) =
N1N3 −N2

2

N1

∑
i

d3i −N2
2

. (7)

(7)式为同配系数的矩阵向量表示形式, 其中
Nk为网络中长度为k的路径数量, 可以分别用邻
接矩阵A和度向量d来表示, di代表节点 i的度值.

2.2 指定度分布条件下的上限分析

谱半径的定义是图G的邻接矩阵A的最大特

征值. 为了深入理解谱半径的意义, 我们找出谱半
径与同配系数间的关系 [14].

为了得到ρ与邻接矩阵最大特征值λ1的关系,
首先有不等式

λ1 >
(
N2k

N

)1/(2k)

>
(
Nk

N

)1/k

. (8)

证明如下.
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因为正交矩阵A是对称矩阵; 那么可以
找到A的一组规范化正交量u1, u2, · · · , uN使得

uk = a1u1 + a2u2 + · · ·+ aNuN(
N2k

N

)1/2k

=

(
λ2k
1 a1 + λ2k

2 a2 + · · ·+ λ2k
N aN

N

)1/(2k)

. (9)

而λ1是A的最大特征值, 且任取 |u| =
∑
i

a2i = N ,

那么 (
λ2k
1 a1 + λ2k

2 a2 + · · ·+ λ2k
N aN

N

)1/(2k)

6
(
Nλ2k

1

N

)1/(2k)

= λ1. (10)

接下来证明(
N2k

N

)1/(2k)

>
(
Nk

N

)1/k

. (11)

等式两边同时取 2k次幂, 两边同时乘以N2, 不等
式即变为

�(a21 + a22 + · · ·+ a2N)

× ((a1λ
k
1)

2 + (a2λ
k
2)

2 + · · ·+ (aNλ
k
N)

2)

6 (λk
1a

2
1 + λk

2a
2
2 + · · ·+ λk

Na
2
N)

2. (12)

利用柯西 -施瓦茨不等式显然得证, 那么利用
λ1与Nk的关系可以得到

λ1 >N1

N
=

2L

N
= E[D], (13)

λ1 >
√

N2

N
=

√√√√√∑
k

d2k

N

=
2L

N

√
1 +

V ar|D|
(E|D|)2

, (14)

λ1 >
(
N3

N

)1/3

=

[
ρD

(∑
i
d3i

N
− N2

2

NN1

)
+

N2
2

NN1

]1/3
ni = ni − 1(nMAX = i). (15)

通过上述公式推导我们得到了同配系数与谱

半径之间的关系, 同时也可以得到同配系数的上
限, 但是这个上限并不能真实地反映网络中的变
化, 并且一个不等式的关系也未能给出精确上限.
因此我们希望找到一种新的方法来在真实网络中

得到较大的同配系数. 目前在给定度分布的条件下

增加同配系数的算法主要是贪婪算法, 如图 1所示.
节点u1的度值为 3, 节点 v1的度值为 3, 节点u2的

度值为3, 节点v2的度值为2. 在重连之前同配系数
的贡献值为3× 3 + 2× 2 = 13; 重连之后同配系数
的贡献值为 3× 2 + 3× 2 = 12, 也就是说重连之后
同配系数下降了. 通过改变边的连接关系可以构造
同配系数不同的网络, 这些网络的度序列、节点数、
边数等都相同. 这里还需要判定互换后的节点之间
不能存在边, 即不允许有重边的存在. 由 (1)和 (2)
式可知, 当如图 1改变节点间连接时, 只有A 发生

了变化, A是网络的邻接矩阵. 因此当给定度序列
时, 可以通过两条边重连的方式, 在不改变度序列
的前提下, 改变同配系数, 这是因为重连改变的只
是 ijei,j .

U1 U2

V1 V2

U1 U2

V1 V2

图 1 边重连过程

Fig. 1. The process of link dynamics.

这一算法可以提高同配系数, 但是离真实上限
仍有一段差距, 因此我们采用新的思路来改进原有
算法. 本文中提出了两种新算法: 一种是基于度
分布的确定性算法, 可以构造出一个确定的同配网
络; 一种是在贪婪算法的基础上基于概率分布的不
确定性构造算法, 构造出一个随机网络并有效提高
同配系数. 下一节中将在三种网络中比较三种算法
的性能.

3 可变同配系数的算法构造

3.1 基于度分布的确定性构造算法

对于同配网络, 网络中有较大度值的节点倾向
于彼此相连, 因此考虑到若给定度分布, 我们选择
网络中度值高的节点与度值高的节点优先连接, 在
这一原则下可以构造出一个确定的网络, 并计算这
个网络的同配系数, 在这一过程中必须避免重边和
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自边的产生. 对于给定度分布的条件下, 结合可图
序列构造无向图的方法, 构造出一个同配网络.

定义1 设Nk = {n1, n2, · · · , nk−1, nk为非负

整数序列, 为了说明方便, 不如设任意 i, j, 若有
i < j, 则ni 6 nj , 那么一个正整数序列若为可图序
列必须首先满足如下条件:

nk 6 k − 1 and
k∑

i=1

ni = 2h, h ∈ N. (16)

定义 2 分配 -减点法, 对序列Nk = {n1,
n2, · · · , nk−1, nk}进行分配减点, 令n1 = 0, nk =

nk − 1, nk−1 = nk−1 − 1, · · · , nk−n1 = nk−n1 −
1, nk−n1+1 = nk−n1+1 − 1, 然后对Nk从大到小重

新排列并记为N1
k = {n′

1, n
′
2, · · · , n′

k}, 则N1
k为Nk

的分配减点序列, 更一般的N i
k为Nk的 i次分配减

点序列.
引理 正整数序列Nk={n1, n2, · · · , nk−1, nk}

与其任意次分配减点序列有相同的可图性质. 则设
N i

k为Nk的k次分配减点序列, 那么Nk为可图序

列的充要条件是N i
k是可图序列.

因此对于确定性构造算法, 一定要保证构造出
的图没有自边和重边. 我们将上面阐述的分配减
点法进行变换即可得到一个新的构造算法. 首先,
计算网络中所有节点的度值并从大到小排序, 将度
值最大的节点的度值k置为 0, 并依次在最大度值
节点之后的k个节点的度值上分别减 1, 这一过程
对应着最大度值节点与其他度值较大的节点分别

相连. 然后再依据现有度值进行重排并重复上述
过程, 最终当节点对应的所有度值均为0即可结束,
即无向图构造完成, 算法表示如表 1 .

表 1 确定构造算法

Table 1. Construction Algorithm.

Input: degree Nk = [n1, n2, n3, · · · , nk]

Output: {G′, N i+1
k = {n′

1, n
′
2, · · · , n′

k}}

1 Input degree Nk = [n1, n2, n3, · · · , nk]

2 sort degree Nk

3 nMAX = 0

4 ni = ni − 1(nMAX = i)

5 go to step 2 until nk == 0

6 calculate ρ

7 return {G′, ρ}

这一构造过程可以避免重边和自边的发生, 因
为我们输入的度分布均为已有的无向图的度分布,

因此均为可图序列, 则必定可以构造出一个同配系
数较高的网络.

3.2 基于贪婪算法的不确定性构造算法

贪婪算法 [9]是在给定度分布的条件下为提高

同配系数而设计的一种算法. 其基本原理如图 1所
示, 在边重连的过程中并不改变网络的度分布. 其
基本过程如表 2 .

表 2 贪婪构造算法

Table 2. Greedy algorithm for generating network.

Input: {G,A}

Output: {ρ(ρ0, ρ1, ρ2, · · · , ρi), G′}

1 Input {G,A}

2 edges(l), nodes (k)

3 randomly choose nodes a, c

4 randomly choose b, d linked with a, c

5 if (a− d)(c− b) > 0 exchange edges

6 calculate ρi

7 obtainand ρi go to 6 for i times

8 return {G′, ρ(ρ0, ρ1, ρ2, · · · , ρi)}

贪婪算法的特点就在于分别随机选择节点并

在节点的邻接节点中也随机选取构成边, 这一过程
中构成出的网络必然是随机的, 但是这也是贪婪算
法无法得到较大的同配系数的原因, 因为算法的随
机性较大, 当互换过一定数量的边时, 选择出可互
换边的概率变得极低, 导致同配系数收敛, 这一现
象在本节中的仿真分析中呈现. 这里可以给出一些
公式上的证明: 在每一个重连过程中, 我们选择边
u1 ∼ v1 和u2 ∼ v2. 对于这四个点u1, v1, u2, v2, ρ
在数值上的改变为

∆ρ =[d(u1)d(v1) + d(u2)d(v2)− d(u1)d(v2)

− d(u2)d(v1)]× {E[D2
i ]− µ2

Di
}−1

=
[d(u1)− d(u2)][d(v1)− d(v2)]

l
, (17)

其中d(ui)或d(vi)代表ui或 vi节点的度值, E[D2
i ]

为节点度值平方的均值, µDi为节点的度值总和.
E[D2

i ]− µ2
Di
没有改变, 我们用 l来表示. 忽略两条

边的顺序, 如果d(u1) > d(u2)和d(v1) > d(v2), 那
么同配系数就会增加. 我们可以构建网络来测试贪
婪算法. 目前有两种主要的构建模型, 一个是ER
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随机网络其中节点以独立的概率P 相互连接, 以此
我们可以计算选中的两条边满足互换条件的概率:

P(∆ρ > 0)

=2

( ∞∑
i=0

i∑
j=0

qiqjp

)2

=2

( ∞∑
i=0

i∑
j=0

(n− 2i)(n− 2j)pi+j+1

× (1− p)2n−4−(i+j)

)2

, (18)

其中

n− 2

i

代表排列组合即Ci
n−2. 另一种是

BA网络生成模型, 其度分布为 pk = k−a/ζ(a),
qk = k−a+1/ζ(a− 1), 因此选中可互换边的概率为

P(∆ρ > 0)

=

( ∞∑
i=0

i∑
j=0

qiqj
ij

2m

)2

=

(
1

lζ(a− 1)

∞∑
i=0

i∑
j=0

(ij)−a+2

)2

, (19)

其中 ζ是Riemann zeta函数.
从 (18)和 (19)式可以看出, 当我们使用贪婪

算法来实现同配系数增加时, 得到可互换边即
∆ρ > 0的概率十分小, 特别是在完成了部分边互
换以后. 由此我们可以得出ρ会收敛更快并且拥有

更短的跨度. 这是因为更多的边互换以后, 我们通
过随机选边可能无法选中正确的可互换边. 这一过
程表现为同配系数保持不变, 我们将会在之后的仿
真中展现这一过程.

由此, 我们将设计随机构造算法, 它必须比贪
婪算法拥有更大的同配系数跨度, 并且产生的图必
须保证随机性. 也就是说我们可以通过同样的度分
布和同样的同配系数得到一系列不同的图, 我们可
以利用这些图进行深入的研究.

3.3 基于概率分布的不确定性构造算法

对于一个同配网络, 拥有较高度值的节点倾向
于彼此连接. 因此如果我们想提高同配系数, 就应
当选择有较高度值的节点与其他有较高度值的节

点彼此相连.
首先计算每个节点的度值Nk = [n1, n2,

n3, · · · , nk]. 我们可以利用 pi = ni/
∑

Nk来计

算每个节点的概率分布密度. 在基于概率分布的随
机构造算法中依据概率Pk 来选择节点a, c, 因此有

较高度值的节点被选择的概率较大. 然后在选中节
点的邻接节点中随机选择两个节点 b, d来组成两条

边. 我们将两条边a-b, c-d, 改变为a-c, b-d, 这会有
更大概率满足∆ρ > 0. 在这一过程中应该避免重
边和自边. 我们选择有较大度值的节点a, c彼此连

接, 原因在于这可以明显得出只有E(Di, Dj)发生

了变化, 通过边重连在 (1)式中, 希望通过将两个度
值较大的节点彼此相连得到较大的E(Di, Dj), 这
一算法有较大的概率选中可以使得同配系数增加

的两条边.
对于任何给定的概率分布函数, 其累计分布函

数满足均匀分布. 由此我们设计算法如表 3 .

表 3 随机构造算法

Table 3. Random algorithm for generating network.

Input: {G,A}

Output: {ρ(ρ0, ρ1, ρ2, · · · , ρi), G′}

1 Input {G,A}

2 edges(l), nodes (k)

3 degree Nk = [n1, n2, n3, · · · , nk]

4 pk = [p1, p2, p3, · · · , pk]

5 calculate ρ0

6 use distr. rvs choose a, c refer to pk

7 obtain b, d linked with a, c

8 if (a− d)(c− b) > 0 exchange edges

9 obtainand ρ0 go to 6 for i times

10 return {G′, ρ(ρ0, ρ1, ρ2, · · · , ρi)}

3.4 仿真验证与分析

本文仿真采用的软件是基于python语言下
的Spyder平台, Spyder具有较快的计算速度. 我
们主要用python中的Networkx模块来生成并计
算网络中的参量, 并使用Origin绘制图表. 对
于ER网络, 我们采用Networkx模块中的生成函
数nx.random_graphs. erdos_renyi_graph(n, p),
并设定参量 (包括节点数和节点间连接概率),
可以直接生成ER网络. BA网络也采用Net-
workx模块中自带的生成函数nx.random_graphs.
barabasi_albert_graph(n,m), 设定参量 (节点数
和参量P ), 生成网络. Email网络通过网络爬虫得
到真实通信网络的拓扑信息.
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对于上面提到的三种算法, 分别用python实
现其对网络中节点以及边的操作, 利用Networkx
模块中的网络参数函数计算每一步的同配系数变

化, 因此我们只需要导入已经生成好的网络即可对
网络进行操作.

对于贪婪算法, 我们实现的是随机选取边, 判
断是否满足互换条件 (同配系数是否增加), 若满足
然后在对网络中的边进行互换. 对于基于概率分
布的不确定性构造算法, 我们在选择边的时候是依
据度分布的概率密度, 然后再判断同配系数是否增
加, 若增加对网络中的边进行交换. 而确定性构造
算法, 是先计算整个网络的度分布, 然后重新构造
出一个确定的网络, 最终计算网络的同配系数.

我们发现对于贪婪算法和基于概率分布的不

确定性构造算法, 当网络规模较大时, 每次计算同
配系数将会十分繁琐. 为了提高计算速度, 使其在
大规模节点下可以观测同配系数, 在实验方法上从
两个方面进行设计:

1)在数据结构的存储中, 对于每个生成的网络
只保存其邻接列表, 因为网络为无向图, 因而每条
边只保存一次, 当需要进行仿真时, 直接读取列表
文件即可;

2)通过分析 (1)式可以发现, 在算法改变网络
的过程中只有di, dj 是变化的, 而µ2

q, σ2
q只和度序

列相关, 在互换过程中是不变的, 因此在每次互换
完成后, 只需要计算表达式中

∑
i,j

ijei,j变化量即

可, 同配系数的变化也只与此变化量有关.
我们分别在ER网络、BA网络和真实Email网

络上测试三种算法的性能, ER网络中有 30000个
节点, 每个节点间相互连接的概率是 0.0005, 并且
有 230000条边在ER网络中. BA网络有 50000个
节点, BA 网络的参数P为 1. 对于真实Email网
络, 有 265214个节点和 364481条边. 我们选择真
实网络来测试所提算法是为了证明我们的算法可

以处理大型网络中的大规模数据. 图 2 —图 4 中的
X轴代表迭代次数, Y 轴代表同配系数. 这意味着
如果指数在相同的迭代次数下上升得越高, 算法的
性能越好. 图中GA代表贪婪算法, SSA 代表基于
概率分布的不确定性构造算法, SA代表确定性构
造算法.

为了保证实验的可靠性, 在三个网络中测试
三种算法时, 每组均进行 50次实验, 然后取各次实

验的平均值再进行绘图, 以防止单次实验造成的
误差.
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图 2 真实网络同配系数算法仿真

Fig. 2. Simulation with the assortativity coefficient in
the real network.
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图 3 ER网络同配系数算法仿真
Fig. 3. Simulation with the assortativity coefficient in
ER network.
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图 4 BA网络同配系数算法仿真
Fig. 4. Simulation with the assortativity coefficient in
BA network.

从图 2真实网络中可以看到确定性构造算法
取得最大的同配系数, 概率分布的不确定算法在
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经过 4000000次迭代之后逐渐上升到−0.097. 由
此可以看出Email网络是一个异配网络, 因为经常
给别人写邮件的人也会给一些不爱给别人写邮件

的人发邮件. Email网络拥有大量的度值很小的
节点, 可以看作一个稀疏网络, 这会表现出稀疏
网络的特性. 而贪婪算法上升缓慢并且最终的同
配系数要小于另外两种算法, 其对应的同配系数
的跨度也相对较小. 因此确定性算法和基于概率
分布的不确定性构造算法在真实网络中有一定的

价值.
图 3为在ER网络中进行的测试. 两种不确定

性算法均在4000000次迭代以后提升同配系数到接
近于 1, 因为ER网络中的每个节点的地位相同并
且有相同的概率彼此连接. 通过边重连以后它会变
得规则而又同配, 发现增加同配系数的算法使得网
络变得更加规律. 在ER网络使用概率选点的方法
比贪婪算法性能要优越, 但是确定性算法由于构造
过程中导致的节点连边的冲突使其同配系数只能

达到 0.34, 具有一定的局限性. 因此对于ER网络
确定性算法只是提供了一种构造同配网络的一种

方法. 贪婪算法和概率分布算法都可以实现同配系
数的大幅度变化增长.

图 4为三种算法在BA网络中的性能测试结
果. 对于BA网络, 概率分布构造算法明显优越于
贪婪算法. 概率分布构造算法最终到达 0.34而贪
婪算法只达到 0.21, 并且概率分布构造算法上升
得更快. 在BA网络中不能如同ER网络一样使得
同配系数上升至 1的原因在于BA 网络中的节点
不是等同的. 我们无法通过边重连的形式使得网
络完全规则, 它拥有上限并且从 (13), (14), (15)式
可以得到证明. 但是使用构造算法能够达到更高
的同配系数, 在BA网络中, 确定性构造算法依然
可以达到很高的同配系数, 结果显示优于贪婪算
法, 这是因为分配减点的策略更加适合度分布比
较差的网络, 能够有效地降低边重新分配带来的
冲突.

通过上面的仿真图可以发现, 概率分布的不确
定性算法明显要优于贪婪算法, 并且概率分布算法
同时拥有随机性可以保证结果的实用性. 而确定性
算法在某些网络中比如Email网络拥有其他两种
算法所没有的优势, 可以达到更高的同配系数, 同
时其在BA网络中的表现依然优于贪婪算法.

4 可变同配系数下的网络拓扑参数变
化分析

Thedchanamoorthy等 [15]定义并分析了无向

图中节点的同配性的计算, 发现所有的真实网络都
表现出一定的异配性, 他们强调中心的同配性与网
络的鲁棒性之间的联系. Xin等 [16]提出了一个数

学模型, 可以使用不同的函数来衡量同配系数的影
响, 他们扩展了同配系数并利用网络中其他参数来
发现隐藏的社团. Dwivedi [17]研究了遗传算法导

致的网络中异配结构的改变, 并找到真实网络中存
在大量的异配结构的原因, 通过分析证实, 在一些
特定情况下无标度网络比相应的随机网络更加稳

定. 因此本节对聚类系数和微观结构 (巨分支等)的
影响进行分析.

4.1 聚类系数的变化

聚类系数是度量某顶点的两个邻居顶点也互

为邻居的平均概率. 实际上, 该参量度量的是网络
中三角形结构的密度. 大多数数值的数量级都是
10%, 即一个顶点的两个邻居顶点相互之间也是邻
居顶点的概率在 10%—60%之间. 可以将聚类系数
的计算式表示如下:

C =
1

n

[⟨k2⟩ − ⟨k⟩]2

⟨k⟩3
, (20)

其中n为网络中节点数, ⟨k⟩代表网络中的平均度,
⟨k2⟩代表网络中节点度值平方的均值. 网络中 ⟨k2⟩
和 ⟨k⟩都有固定的有限值, 当n趋于无穷时, 上式中
的值变小, 因此可以推断对于大规模网络, 聚类系
数会很小.

我们可以推导同配系数的公式来得到同配系

数与聚类系数之间的联系.

ρ =
⟨k|A|k⟩ − 1

2m
(⟨1|E|1⟩)2

⟨1|E2|1⟩ − ⟨k|A|k⟩ − 1

2m
(⟨1|E|1⟩)2

=
|P2|(|P3/2|+ C − |P2/1|)
3|S1,3| − |P2|(|P2/1| − 1)

, (21)

其中k为全1向量, E = ∇T∇, 为n×m的矩阵; n
为网络中节点数m为边数, E代表边与边之间的相
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连矩阵, 即若边 i 和边 j相连那么对应1否则为0;

|P1| =
1

2

n∑
i=1

ki, |P2| =
n∑

i=1

ki

2

 , |C3| =
1

6
tr(A3),

|P3| =
∑
i,j∈E

(ki − 1)(kj − 1)− 3|C3|,

和 |S1,3| =

n∑
i=1

ki

3

, 其中的表示法 |Pr/s| =

|Pr|/|Ps|.
因此在公式上同配系数与聚类系数有一定联

系, 但在不同网络中, 它们并不成一定的比例联系,
需要通过仿真来发现其中内在的变化.

通过上一节的仿真结果, 我们得到了一系列具
有相同度分布但不同同配系数的网络. 可以观察在
同配系数变化时网络中其他参数的变化, 以此来分
析同配系数对网络的影响, 同时也可以得到概率分
布构造算法对网络中微观结构的影响. 我们可以计
算在Email网络中当同配系数增加时聚类系数的
变化. 均匀选择十个节点, 当同配系数增加时输出
10个图, 然后计算10个图的聚类系数. 为了防止出
现误差, 重复上一步骤 5次, 发现每次的变化都十
分相似, 并取平均值.
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图 5 同配系数的变化

Fig. 5. Variation of the assortativity coefficient.

整体上, 聚类系数随着同配系数的增加而减
少. 现在, 我们研究同配系数增加时聚类系数减小
的原因. 聚类系数是衡量网络中形成一个环形结构
的概率, 有较高的同配系数意味着有相同度的节点
相互连接的概率较大. 在真实网络中, 有许多的节
点度值十分小, 通过重连以后这些节点彼此相连从
而形成环形结构的概率变低. 聚类系数是网络的统
计特性, 仅仅分析聚类系数的走向, 并不能很好地

分析同配系数对网络性能的影响机理, 因此我们需
要选定微观结构来得到更加准确的结论.

4.2 微观影响分析

为了了解不确定性构造算法对于网络内部微

观结构的影响, 我们计算了网络中的巨分支的节点
数变化以及网络中分支的数目随着同配系数的变

化, 如图 6和图 7所示.
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图 6 分支数目变化

Fig. 6. The hanges in the number of branches.
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图 7 巨分支中节点数变化

Fig. 7. Variation of the number of nodes in the giant
branch.

从图 6和图 7中可以得到随着网络中的同配系
数不断增加, 网络中的分支数不断增加, 巨分支中
的节点数不断减小. 这说明网络在同配系数增加的
过程中逐渐变得破碎, 我们得到除去巨分支外的小
分支中的节点数一般为两个, 这意味着那些原来的
度值为 1的节点经过概率分布算法之后彼此相连.
巨分支中的节点数逐渐减小, 这一过程是将巨分支
中度值较低的节点 (一般为 1)逐渐分离破碎为小分
支, 而巨分支不断变得聚合并且十分紧密. 还有一
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个值得注意的现象是巨分支中减少的节点数大约

是小分支增加的数目的 2倍, 这也印证了其破碎为
两个度值为 1的节点彼此相连成为小分支这一过
程. 因此这一微观过程也说明了图 5中聚类系数整
体趋向于变小的原因, 因为网络逐渐破碎成线形节
点连接, 因此形成环状结构的概率就变低了, 聚类
系数因此变小. 我们也注意到在图 5中有两步聚类
系数有小范围上升, 这也对应于相应步骤的巨分支
分离可能形成了一定数量的三角环状结构, 注意到
每一步的巨分支节点减少数目并不正好是小分支

增加数目的两倍, 因此聚类系数有小范围上升.
通过这一节的仿真实验, 我们更加清楚了不确

定性构造算法对于网络的微观影响, 这也让我们全
面认识网络以及同配系数的特性, 同时也了解到不
确定性构造算法可以使巨分支不断聚合, 这也是一
种构造密集同配网络的方法.

5 总 结

本文主要研究给定度分布条件下同配系数变

化的影响. 在贪婪算法的基础上, 提出两种新的同
配系数构造算法, 一种是确定性算法, 仿真验证了
其在BA网络和Email网络中的有效性, 另一种是
基于概率分布的不确定性构造算法, 并仿真验证了
其性能优于贪婪算法. 在同配系数变化的同时, 观
察网络中其他参数的变化, 从宏观角度分析了聚类
系数的变化, 并以此从微观角度了解了网络中巨分

支以及小分支的变化, 在微观变化中理解了宏观上
聚类系数变化的原因, 也加深了对不确定性构造算
法对网络微观结构影响的理解.
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Abstract
Complex network is the abstract topology of a large number of nodes and edges in reality. How to reveal the

influences of internal network topology on network connectivity and vulnerability characteristics is a hotspot of current
research. In this paper, we analyze the influence of assortativity according to Newman’s definition of assortativity
in a given degree distribution. To fully understand the influence of assortativity we should change the assortativity
to see how the topology of network changes. But we find the existing greedy algorithm cannot improve assortativity
effectively. First we put forward a deterministic algorithm based on degree distribution and an uncertain algorithm based
on probability distribution to increase assortativity. The deterministic algorithm can create a certain network which has
a large assortativity without changing node degree. The uncertain algorithm can increase the assortativity continuously
by changing the connection of edges. And the uncertain algorithm creates different graphs each time, so the result of the
algorithm is uncertain. Then we test our algorithms on three networks (ER network, BA network, Email network) and
compare with greedy algorithm, and the experimental results show that the uncertain algorithm performs better than
greedy algorithm in three networks which have a large span of assortativity. And our deterministic algorithm performs
well in a real world network. We find that we can increase assortativity coefficient up to 1 in ER network. This is because
nodes in the ER network are peer to peer. We can also show that that the assortativity cannot increase up to 1 in some
networks because nodes in these networks are not in the same status. Because we obtain a large span of assortativity,
we can fully understand the change of network topology. On this basis, we analyze the changes of clustering coefficient
when using the uncertain algorithm based on a probability distribution to increase the assortativity. We find that there
is a certain correlation between assortativity and clustering. And we study the micro influence of uncertain algorithm
on network, by which the reason of the change of clustering coefficient is explained. We calculate the changes of giant
branches and small branches. The changes of the number of nodes in giant branches and the number of small branches
show that the scale of giant branches becomes smaller, which means that the connection between nodes in giant branches
becomes closer. The increase of the number of small branches means that the network as a whole becomes more fragile.
So we can show how the uncertain algorithm changes the topology of the network without changing the degree of nodes
in the network. Then we can use this algorithm to change the network to obtain a larger span of assortativity for further
study.

Keywords: assortativity, degree distribution, structural algorithm, clustering

PACS: 45.70.Vn, 42.65.Sf DOI: 10.7498/aps.65.094503

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant Nos. 61571063, 61472357, 61501100,
61571059).

† Corresponding author. E-mail: wj2718@163.com

094503-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.094503

	1引 言
	2同配系数的定义与分析
	2.1 同配系数的定义
	2.2 指定度分布条件下的上限分析
	Fig 1


	3可变同配系数的算法构造
	3.1 基于度分布的确定性构造算法
	Table 1

	3.2 基于贪婪算法的不确定性构造算法
	Table 2

	3.3 基于概率分布的不确定性构造算法
	Table 3

	3.4 仿真验证与分析
	Fig 2
	Fig 3
	Fig 4


	4可变同配系数下的网络拓扑参数变化分析
	4.1 聚类系数的变化
	Fig 5

	4.2 微观影响分析
	Fig 6
	Fig 7


	5总 结
	References
	Abstract

