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反馈控制棘轮的定向输运效率研究∗
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( 2016年 6月 7日收到; 2016年 9月 30日收到修改稿 )

研究了反馈耦合布朗棘轮中粒子处于负载力、时变外力及噪声作用下的定向输运问题. 详细讨论了外力
作用时间的不对称性、外势空间的不对称性及外力周期等对反馈耦合棘轮中粒子输运效率的影响. 研究发现,
外力的时间不对称度能促进反馈棘轮中粒子的定向输运, 随时间不对称度的增大, 反馈棘轮中粒子能获得较
大的效率. 然而, 外势空间的不对称度能有效抑制耦合棘轮中粒子的扩散, 达到增强耦合粒子定向输运的效
果. 同时还发现, 存在最优的噪声强度能使耦合粒子的输运效率达到最大.

关键词: 反馈控制, 时空不对称性, 定向输运, 能量转化效率
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1 引 言

从热运动环境中获取能量一直是人类的梦想.
根据热力学第二定律, 当系统处于热力学平衡态
时, 定向输运是不可能产生的. 由此可知若系统的
时空对称性破缺 (非对称周期势 [1,2]、非对称周期

力 [3]、噪声作用 [4−7]等)才会产生定向输运. 棘轮
系统正是这样一种处于非平衡态并能产生定向输

运的系统 [8−10]. 为了研究系统的定向输运, 人们提
出了各种布朗棘轮模型 [11−13]. 通过分析布朗粒子
的运动情况, 可清晰地了解棘轮系统中粒子的定向
输运特性 [14]. 所得理论结果在实验上还可应用于
提高纳米量级分子马达的性能 [15−18].

目前, 有关棘轮中粒子的输运性能已得到广泛
研究. 如Ai等 [19]研究了外力频率对定向输运的影

响, 发现外力频率能影响布朗马达的运动方向. 除
了外力作用, 负载力不仅会降低分子马达的输运能
力, 而且还会使肌球蛋白VI 在接触位点的平均驻
留时间呈指数增长 [20]. 更为有趣的是耦合作用也

会促进粒子的定向输运, 当单个布朗粒子陷于势阱
底部并处于大阻尼时, 不能形成定向输运. 然而当
考虑多粒子耦合时, 粒子可跨越势垒并能产生输运
现象 [21]. 在生物体内部的定向输运过程中, 正是这
种耦合作用促进了分子马达的输运性能 [22]. 因此,
研究耦合作用能够帮助我们获得马达系统的定向

输运能力 [23]. 此外, 棘轮系统的优化控制也是研究
粒子间合作定向输运的重要方面. 通过不断对开环
控制策略进行改进, 文献 [24—28]提出了依赖于系
统状态的闭环控制方法. 实验上这种控制方式的实
现是通过监测溶液中胶体粒子任一时刻的状态来

决定外势的打开或关闭 [29]. 这种控制方式不仅可
为分子马达的步进机理及效率做出解释 [30−32], 而
且还可优化棘轮技术 [33]. 因此我们将结合实验上
的这种控制方法进一步研究反馈耦合布朗棘轮中

粒子的定向输运性能.
近年来, 关于布朗棘轮中粒子定向输运性能的

研究虽已取得很多突破性的进展 [34,35], 但是反馈
耦合棘轮中粒子的能量转化效率了解得并不是十

分清楚. 因此分析耦合粒子的能量转化效率对深入
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了解耦合作用下的反馈控制棘轮中粒子的输运特

性也是非常必要的. 研究效率问题不仅帮助我们从
能量角度了解棘轮系统中粒子的输运性能, 还可清
晰地获得棘轮系统中粒子对输入能量的利用率 [36].
目前实验上已发现分子马达的能量转化效率很高,
有的甚至接近百分之百, 而现有理论计算得到的结
果与马达实际的效率相比还有很大差距 [37]. 因此,
理论上找到影响效率的关键因素, 并对此进行优化
来提高棘轮系统中粒子对输入能量的有效利用率

至关重要. 棘轮系统中粒子的能量转化效率越高,
说明定向输运的性能越理想.

为全面了解反馈棘轮中粒子的定向输运性能,
本文采用含负载力、时变外力的反馈耦合布朗棘

轮模型, 研究外势的空间不对称性、外力的时间不
对称性及外力作用周期等对耦合布朗粒子的平均

速度、扩散及能量转化效率的影响. 结果发现: 随
外力的时间不对称度的增加, 反馈棘轮中粒子的速
度、扩散及效率的最优值均随之增大; 为提高系统
中粒子的输运性能, 本文还详细讨论了反馈耦合棘
轮中粒子的效率, 同时所得结论可为纳米机器动力
系统效率的提高起到理论指导作用 [38]. 需要指出
的是, 在某一外力作用周期下, 存在合适的外势空
间不对称度能使反馈棘轮中粒子的输运性能达到

最大.

2 模 型

本文主要研究过阻尼下的耦合布朗粒子. 受非
对称周期势U(xi)、非对称周期外力F (t)、反馈控制

ε(t)、负载力λ及噪声的作用, 其动力学行为可由过
阻尼朗之万方程描述 [39,40]:

γẋ1(t) = ε(t)G(x1(t))− k(x1 − x2 − l)− λ

+ F (t) + ξ1(t), (1)

γẋ2(t) = ε(t)G(x2(t)) + k(x1 − x2 − l)− λ

+ F (t) + ξ2(t), (2)

其中, 两个耦合布朗粒子在 t时刻的位置分别表示

为x1(t)和x2(t); γ为介质的阻尼系数; 考虑粒子间
的相互作用为弹性耦合, 且弹性系数为k, 自然长
度为 l; λ为布朗粒子受到的负载力; F (t)为 t时刻

耦合布朗粒子受到的非对称周期外力, 如图 1所示.
图 1中A表示周期外力的振幅, τ为外力作用

时间的周期. 一个周期内, A的作用时间为 τ1, −A

的作用时间为 τ2, 当 τ1 = τ2时, 正、负外力会相
互抵消, 当 τ1 ̸= τ2时, 总的外力效果会产生一个
净力 [3]. 用σt (σt = τ1/τ2)表示外力作用时间的
不对称度. 由此可知外力作用时间的不对称度越
大, 说明一个周期内A的作用时间就越长, 相同
时间内向耦合棘轮中粒子输入的能量也越多. 此
外, ξ1(t)与 ξ2(t)为高斯白噪声, 且满足 ⟨ξi(t)⟩ = 0,
⟨ξi(t)ξj(t)⟩ = 2Dδijδ(t − t′), 其中D为噪声强度.
方程中G(xi(t))表示粒子受到棘轮势的作用, 具有
如下关系:

G(xi(t)) = − d

dxi
U(xi). (3)

U(xi)为周期外势, 其表述如下,

U(xi) =


dxi

c
, xi 6 c,

d(1− xi)

1− c
, c < xi 6 L,

(4)

其中d表示势垒高度, 如图 (2)所示. 本文采用棘
轮势的周期L = 1. 外势的不对称系数可表示为
σs = c/(L− c) (0 < c < L), 反映棘轮势空间的不
对称程度. 因此σs可决定棘轮势的结构.

 ⊲τ ⊲τ τ ⊲ττ  

֓A

A



F↼t↽

t

τ

τ

 

  

 

图 1 非对称周期外力示意图

Fig. 1. The schematic diagram of asymmetric periodic
external force.

U↼x↽

x

d

c L L L

图 2 耦合布朗棘轮结构示意图

Fig. 2. The schematic diagram of coupled Brownian
ratchets.
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方程 (1), (2)中 ε(t)为控制棘轮势打开或关闭

的开关. 如果布朗粒子受到外势的平均作用大于
零, 那么耦合棘轮处于打开的状态 (ε(t) = 1), 如果
受到外势的平均作用小于或等于零, 耦合棘轮处于
关闭的状态 (ε(t) = 0),所以控制开关 ε(t)可表示为

ε(t) = Θ(g(t)) =

0, g(t) 6 0,

1, g(t) > 0,
(5)

其中Θ为亥维赛函数, g(t)表示耦合布朗粒子在棘
轮势中受到的平均作用力, 即

g(t) =
1

2
(G(x1(t)) +G(x2(t))). (6)

因此方程 (1)和 (2)表示为受反馈控制的耦合布朗
粒子运动方程.

为了研究耦合布朗粒子的定向输运, 本文计
算了耦合布朗粒子质心的平均速度. 其表达式如
下 [36,41]:

⟨V ⟩ = lim
T→∞

⟨x(t)⟩ − ⟨x(0)⟩
t

, (7)

其中, ⟨·⟩表示系综平均. 由于耦合布朗粒子会发生
扩散现象, 因此引入平均有效扩散系数Deff来描述

粒子质心位移的涨落, 其表达式如下 [34]:

Deff = lim
T→∞

2∑
i=1

⟨xi(t)
2⟩ − ⟨xi(t)⟩2

2 · 2T
, (8)

式中, T为耦合粒子的演化时间. 对于反馈耦合棘
轮来说, 仅知道耦合粒子质心的平均速度和扩散还
不足以对反馈棘轮中粒子的定向输运性能进行全

面了解, 因此本文还将重点讨论耦合棘轮中粒子的
能量转化效率η, 其表达式如下 [23]:

η =

2∑
i=1

λ · ⟨Vi⟩

2∑
i=1

1

τ

∫ xi((n+1)τ)

xi(nτ)

F (t)dxi(t)

, (9)

其中, ⟨Vi⟩为粒子的平均速度. 该效率表示为一定
时间内耦合棘轮中粒子克服负载所做的有用功与

外力输入到系统的总能量之比. 需要注意的是, 采
用 (9)式计算效率时, 如果外力F (t)很小, 分母中
由外力输入到系统的总能量也会很小, 此时数值计
算的结果会有一定波动.

本文采用随机龙格 -库塔算法对方程 (1)和 (2)
进行数值计算. 为了获得稳定的系综平均值, 计算
时模拟5× 103条轨道, 每个轨道演化50个周期, 其

中时间步长h = 10−3. 文中所有物理量均采用无
量纲化处理, 无特殊说明参量取γ = 1.0, l = 0.4,
L = 1.0, d = 2.5.

3 结果与讨论

3.1 外力振幅的影响

图 3 (a)为不同外力作用时间的不对称度σt下

耦合布朗棘轮中粒子质心的平均速度随外力振幅

A的变化关系曲线. 从图中可发现存在一个最优振
幅强度能使耦合粒子的定向输运达到最大. 当时
间不对称度σt逐渐增大时, 耦合棘轮中粒子质心平
均速度的最大值也会随之增大, 且粒子质心达到最
大速度时所需的最优振幅逐渐减小. 这是因为随
着σt的增大, 每个周期内施加在耦合棘轮中粒子正
向力的作用时间增加, 这样即使在较小的外力振幅
作用下由外力输入到耦合棘轮中粒子的总能量也

会增大, 这样耦合粒子越过势垒形成定向运动的概
率增加, 促使耦合布朗棘轮中粒子质心的平均速度
变大.

图 3 (b)给出了改变外力作用时间的不对称度
σt时, 外力振幅A对耦合棘轮中粒子质心的平均有

效扩散系数的影响. 研究发现, 当振幅达到某一合
适值时, 耦合粒子质心的平均有效扩散系数会达到
一个最大值. 然而, 随着时间不对称度σt的增加,
平均有效扩散系数的最大值也会随之增大, 且最大
值对应的最优振幅强度会随之减小. 说明外力作用
时间的不对称度对耦合粒子质心的扩散同样能起

促进作用.
为了更好地研究反馈棘轮中粒子定向输运的

性能, 本文还探讨了外力作用时间的不对称度σt对

棘轮中粒子能量转化效率的影响, 结果如图 3 (c)所
示. 需要说明的是, 采用 (9)式计算效率, 当外力振
幅很小时, 分母所示的由外力输入到系统中粒子的
总能量将趋于零. 此时数值计算的效率会很大, 结
果会导致图像有一定的波动, 所以在不影响分析反
馈棘轮中粒子输运性能的前提下我们的振幅取值

如图 3 (c)所示. 可以发现棘轮中粒子效率不是外
力振幅A的单调函数, 且存在振幅的最优值能使耦
合棘轮中粒子的效率达到最大. 因为当外力输入的
能量足以驱动粒子跨越势垒形成定向运动后, 如果
再继续增大振幅输入更多的能量, 此时耦合粒子并
不能对输入的全部能量进行有效利用, 从而导致能
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量转化效率降低. 总体来看, 当外力作用时间的不
对称度σt增大时, 反馈棘轮中粒子的能量转化效率
也会随之增大, 且效率最大值所对应的最优振幅强
度逐渐减小. 如当σt = 9.0时, 可利用较小的外力
振幅就能使反馈棘轮中粒子获得较大的输运效率.
说明外力作用时间的不对称度能促进反馈控制棘

轮中粒子的能量转化.
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图 3 (网刊彩色) (a)平均速度 ⟨V ⟩, (b)平均有效扩散系
数Deff和 (c)能量转化效率 η随外力振幅A的变化曲线,
其中D = 0.01, k = 1.0, λ = 5.0, σs = 0.96, τ = 10

Fig. 3. (color online) The curves of (a) the center-
of-mass velocity ⟨V ⟩, (b) the average effective diffu-
sion coefficient Deff and (c) the energy conversion ef-
ficiency η varying with the amplitude of external force
A, where D = 0.01, k = 1.0, λ = 5.0, σs = 0.96,
τ = 10.

3.2 外力作用周期的影响

图 4 (a)给出了不同外势不对称系数σs下, 耦
合棘轮中粒子质心的平均速度随外力作用周期 τ

的变化关系. 从图中可发现, 在外力作用周期不太
大时, 耦合布朗粒子质心的平均速度呈准周期变
化, 且当外力周期较小时速度的波动很大, 这是因
为当外力作用周期较小时, 外力振幅A方向变化的

频率较快, 因此会导致耦合粒子受力不稳定, 所以
速度图像振荡较明显; 然而当外力作用周期较大
时, 外力振幅A方向变化的频率较慢, 因此粒子受
力趋于稳定且平均速度波动较小. 研究还发现, 随
着外力周期的变化, 外势的不对称度对反馈棘轮中
粒子定向输运的影响也发生改变. 如在较小的外力
周期下, 当σs = 0.7 时耦合棘轮中粒子的定向输运

最强. 而当外力周期增大时, 如 τ > 1.0, 最优的外
势不对称度变为 0.65. 因此可通过选取合适的外势
空间不对称度和外力周期来共同促进反馈棘轮中

粒子的定向输运.
图 4 (b)给出了在不同的外势不对称系数σs下

耦合粒子质心的平均有效扩散系数随外力作用周

期 τ的变化关系曲线. 研究发现, 耦合布朗粒子质
心的平均有效扩散系数随外力作用周期 τ也呈准

周期变化, 随着外力周期 τ的增加, 耦合粒子质心
有效扩散系数变化的幅度逐渐变小, 说明此时耦合
棘轮中粒子的定向输运逐渐增强; 然而随着外势不
对称度σs的增加, 我们发现耦合棘轮中粒子质心扩
散的幅度随之降低, 说明利用较大的空间不对称度
能够有效地抑制反馈棘轮中粒子质心的扩散, 达到
增强耦合系统中粒子定向输运的效果.

为了更清晰地了解反馈耦合棘轮中粒子的输

运性能, 本文还进一步讨论了外力作用周期 τ对

系统中粒子能量转化效率的影响, 得到的结果如
图 4 (c)所示. 研究发现, 耦合棘轮中粒子效率的变
化同粒子平均速度的变化趋势一样不会随着外力

周期 τ呈单调变化. 当外力作用周期较小时, 方向
变化频率较为频繁, 大部分能量都消耗在F (t)方向

的频繁转变上, 因此用来跨越势垒的能量较少; 当
外力作用周期较大时, F (t) 方向变化的频率降低,
此时耦合粒子会利用更多的能量来跨越势垒并形

成定向输运. 此外, 研究还发现, 当外势空间的不
对称度σs等于 0.4或 0.7时, 随着周期 τ的增加, 棘
轮系统中粒子能量转化效率逐渐趋于稳定; 然而
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当外势空间的不对称度相对较小如σs等于 0.55或
0.65时, 随着外力作用周期的增加, 耦合棘轮中粒
子的效率仍在增大. 说明较小的外势空间不对称度
对反馈控制棘轮中粒子效率的提高具有促进作用.
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图 4 (网刊彩色) (a)平均速度 ⟨V ⟩, (b)平均有效扩散系
数Deff和 (c)能量转化效率 η随外力周期 τ 的变化曲线,
其中D = 0.01, k = 0.1, A = 3.75, λ = 2.0, σt = 0.8

Fig. 4. (color online) The curves of (a) the center-of-
mass velocity ⟨V ⟩, (b) the average effective diffusion
coefficient Deff and (c) the energy conversion efficiency
η varying with the period of external force τ , where
D = 0.01, k = 0.1, A = 3.75, λ = 2.0, σt = 0.8.

3.3 噪声的影响

图 5 (a)给出了不同弹簧劲度系数k下耦合布

朗棘轮中粒子质心的平均速度随噪声强度D的变

化关系. 可以发现, 在不同的弹簧劲度系数k下, 都
会存在一个最优的噪声强度D使反馈棘轮中粒子

质心的平均速度达到最大. 此外, 随着弹簧劲度系
数k的增大, 耦合棘轮中粒子质心达到最大速度时
的最优噪声强度也随之增加. 这是因为随着耦合粒
子相互作用的增强, 粒子不容易越过势垒形成定向
运动. 因此随着k的增加, 耦合棘轮中粒子需要较
大的噪声强度来促进耦合粒子越过势垒, 从而形成
定向输运. 这也说明噪声在耦合棘轮中的作用并不
总是阻碍系统中粒子的定向输运. 此外, 当噪声强
度D很大时, 不同弹簧劲度系数下的棘轮中粒子质
心速度趋于一致. 说明当系统的噪声很强时粒子完
全在做自由扩散运动, 粒子间的相互作用对耦合系
统中粒子的定向输运不再起作用.

图 5 (b)为不同弹簧劲度系数k下反馈棘轮中

粒子质心的平均有效扩散系数与噪声强度D的关

系曲线. 研究发现, 同样存在合适的噪声强度D使

反馈棘轮中粒子质心的平均有效扩散系数达到最

大. 说明在耦合棘轮中, 噪声并不总是促进耦合布
朗粒子的自由扩散. 此外, 随着弹簧劲度系数k的

增大, Deff的最大值也随之增大, 说明对于耦合布
朗粒子, 在一定条件下耦合强度也能促进反馈控
制棘轮中粒子的扩散. 然而, 当噪声强度D很大

时, 不同劲度系数k下的有效扩散趋于一致, 说明
此时噪声占据主导作用, 耦合粒子在做自由扩散
运动.

为了更详细地研究耦合棘轮中粒子的定向输

运性能, 图 5 (c)进一步研究了不同弹簧劲度系数k

下反馈棘轮中粒子能量转化效率随噪声强度D的

变化关系. 研究发现, 同样存在最优的噪声强度D

能使反馈棘轮中粒子的效率达到最大. 因为当噪声
很弱时, 棘轮中粒子热运动不明显, 因此粒子很难
越过势垒形成定向输运; 然而在较大噪声强度下,
粒子完全在做自由扩散, 同样不利于形成定向输
运. 同时还发现, 当噪声强度D非常弱时, 利用较
小的劲度系数能使棘轮系统中粒子获得较大的效

率; 而当噪声强度D很大时, 不同劲度系数下反馈
棘轮中粒子的能量转化效率趋于一致. 说明当耦合
粒子完全在做自由扩散运动时, 劲度系数对耦合棘
轮中粒子能量转化的影响不再明显. 也就是说, 利
用合适的热涨落和粒子间的相互作用同样可提高

反馈控制棘轮中粒子的能量转化效率.
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图 5 (网刊彩色) (a)平均速度 ⟨V ⟩, (b)平均有效扩散
系数Deff和 (c)能量转化效率 η随噪声强度D的变化

A = 3.75, λ = 2.0, σt = 0.8, σs = 0.96, τ = 10

Fig. 5. (color online) The curves of (a) the center-
of-mass velocity ⟨V ⟩, (b) the average effective dif-
fusion coefficient Deff and (c) the energy conversion
efficiencyηvarying with the noise intensity D, where
A = 3.75, λ = 2.0, σt = 0.8, σs = 0.96, τ = 10.

4 结 论

本文研究了处于负载力、时变外力及噪声作用

下反馈耦合布朗棘轮中粒子的定向输运性能. 详
细分析了外势的空间不对称性、外力的时间不对称

性、外力周期及噪声强度对耦合布朗粒子质心的

平均速度、扩散及棘轮系统中粒子能量转化效率

的影响. 研究发现, 外力的时间不对称度能促进反

馈棘轮中粒子的定向输运, 且在不同的时间不对称
度下, 耦合布朗粒子质心的平均速度、平均有效扩
散系数及能量转化效率均能达到最优值. 同时, 在
不同的空间不对称度下, 棘轮中粒子质心的平均速
度、扩散及系统中粒子能量转化效率随着外力周期

的增加呈准周期变化. 此外, 合适的噪声强度也能
促进反馈棘轮中粒子的输运效率. 上述结论可应用
于渗透、粒子分离与提高分子马达的效率等方面,
对微观尺度下生物纳米器件的研制具有一定的理

论指导作用.
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Abstract
Brownian motion in the environment of the thermal fluctuations is a long-study issue in nonequilibrium statistical

physics. In recent years, the directed transport properties of Brownian ratchets attract the widespread attention of
scholars. When a ratchet system possesses the spatio-temporal symmetry-breaking feature, the directed transport can
be produced. Although the breakthrough progress in the directed transport of the Brownian ratchet has been made, the
energy conversion efficiency of feedback ratchet is not clear. Therefore, the center-of-mass mean velocity and the energy
conversion efficiency of coupled ratchet under the influences of the time asymmetry of external force and the spatial
asymmetry of external potential are discussed in detail.

The overdamped coupled Brownian particles are investigated. Nevertheless, the optimized control of the coupled
ratchet is the important for directed transport. Therefore, the closed-loop control which depends on the state of the
system is adopted. The dynamic behavior of coupled particles can be described by the overdamped Langevin equation,
and the equation is numerically solved by using the stochastic Runge-Kutta algorithm. Some properties of the directed
transport can be obtained through this method, such as the center-of-mass mean velocity, the energy conversion efficiency,
etc.

It is interesting to find that the center-of-mass mean velocity can reach a maximum as the amplitude of external force
increases. However, the mean velocity can show the quasi-periodic oscillations with the increase of the period of external
force for different values of the spatial asymmetry of external potential. In addition, it can be found that the feedback
ratchet needs strong noise to make the directed transport of the ratchet reach the maximum as the coupled strength
increases. On the other hand, the energy conversion efficiencies of the feedback ratchet can achieve their corresponding
maximum values with the increase of the amplitude of external force for different values of the time asymmetry, and the
maximum increases as the time asymmetry increases. However, the efficiency can also show the quasi-periodic oscillations
with the increase of the period of the external force for different values of the spatial asymmetry of external potential.
Moreover, the energy conversion efficiency can achieve the maximum as the noise strength increases, but the maximum
of the efficiency will decrease with the increase of coupling strength. From the discussion above, the optimal values of the
time asymmetry, the spatial asymmetry, the period of the external force and the noise strength can promote the directed
transport of the feedback coupled Brownian ratchet. These conclusions can provide some guidance in the enhancement
of the energy conversion efficiency of a nanomachine.
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