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根据Rytov近似以及泰勒湍流冻结假设, 推导出以不同距离的前向散射光为信标的水平路径上梯度倾斜
角的相关表达式. 基于该表达式, 在理论上提出了计算湍流强度与横向风速的新方法, 并通过数值仿真对该
方法进行了初步验证. 结果表明, 在 5%高斯误差情况下, 大气折射结构常数和风速的计算结果与理论真值在
整体变化上具有较好的一致性, 线性相关系数分别能达到 0.8与 0.9. 该方法能够得到不同湍流与风速条件下
的湍流强度廓线以及风速廓线, 为反演大气湍流强度以及风速提供了一种新思路.

关键词: 梯度倾斜, 相关, 大气湍流, 风速
PACS: 42.68.–w, 42.68.Bz, 42.25.Dd DOI: 10.7498/aps.66.104207

1 引 言

光在大气中传播会由于大气湍流的影响而产

生随机相位抖动和光强起伏, 严重影响了天文观
测以及激光工程的应用. 而湍流折射率结构常数
C2

n(h)以及风速 v(h)则是与大气湍流相关的重要

参数. 自适应光学系统能够实时校正大气湍流的
影响, 但是其校正能力受湍流的时间特征频率的影
响, 实时获取湍流特征频率需要知道大气风场和湍
流强度廓线. 因此, 实时获取大气湍流廓线以及风
速廓线对光在大气中传播具有重要意义.

目前, 测量大气湍流廓线的方法有探空气球
法 [1]、星光法 [2,3]和激光雷达法 [4−7]. 探空气球
法操作简单, 但容易受到风的影响, 实时性不高.
星光法, 如SCIDAR (SCIntillation Detection And
Ranging), PML (Profiler of Moon Limb)等, 有较
好的实时性和精度, 但容易受天气的影响. 激光雷

达法能够测量各种不同路径上的湍流廓线, 其测量
结果的空间分辨率与仪器自身的空间分辨率相关.
测量风速廓线的方法有探空气球、微波测风雷达、

基于多普勒效应的风廓线雷达、基于抖动和闪烁的

激光雷达 [8,9]. 探空气球测量简单, 成本低, 但测量
周期长, 实时性不高. 微波测风雷达技术成熟, 受
天气影响较小, 但回波信号在大气干燥时偏弱. 利
用多普勒效应测风精度高, 一般采用法布里标准
具, 受温度影响较大, 且其成本高. 基于抖动和闪
烁的激光雷达方法大多都是测量路径上的平均风

速, 想要获取风速廓线通常需要模型假设.
本文采用激光雷达的方法, 通过质心偏移得到

梯度 (G)倾斜角相关特性, 并利用矩阵变换与近似
的方法获取水平湍流强度廓线和风速廓线. 该方法
是对现有激光雷达方法对C2

n测量的补充, 以及对
风速随路径分布测量的改进. 该方法具有较好的实
时性, 且可以实现不同路径上的测量.

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 41405014)资助的课题.
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2 理论推导

如图 1所示, 以图中 z轴所示方向为正方向, O
为坐标原点. 将S(source z = L0)处的激光器产

生的激光在不同距离上的前向散射光作为信标光

(图中F处), 并在O处用双孔望远镜采用傍轴方
式接收该激光的前向散射, 通过在两孔前安装有
一定楔角的楔镜和在焦平面倾斜安装电荷耦合器

(CCD), 激光信号就能在倾斜的焦平面成像为两条
光柱 [5,10].

对光柱上对应F(forwad scattering z = L)处

的前向散射有

f1
A(L, t) = f1

0 (L, t) + f1
1 (L, t), (1a)

f2
A(L, t) = f2

0 (L, t) + f2
1 (L, t), (1b)

其中 t表示测量时刻, f1
A(L, t)表示孔径 1接收到的

总的质心抖动, f2
A(L, t)表示孔径 2接收到的总的

质心抖动, f1
0 (L, t)与 f2

0 (L, t)分别表示对于孔径 1
和孔径 2激光光源本身以及激光传输从S到F所产
生的质心抖动, f1

1 (L, t)表示激光前向散射从F到
孔径 1产生的质心抖动, f2

1 (L, t)表示激光前向散

射从F到孔径 2产生的质心抖动. 由于湍流具有随
机性, 因而可以认为从S到F与从F到O的湍流是
统计无关的 [9], 同时激光自身引起的质心抖动与湍
流引起的质心抖动也是统计无关的, 故 f1

0 (L, t)及

f2
0 (L, t)与f1

1 (L, t)及f2
1 (L, t)的相关统计为0,两孔

径在不同时刻接收到的抖动信息的互相关与自相

关可以表示为

R1,2(t1, t2, L) = ⟨f1
A(L, t1)f

2
A(L, t2)⟩

= ⟨f1
0 (L, t1)f

2
0 (L, t2)⟩+ ⟨f1

1 (L, t1)f
2
1 (L, t2)⟩,

(2a)

R1,1(t1, t2, L) = ⟨f1
A(L, t1)f

1
A(L, t2)⟩

= ⟨f1
0 (L, t1)f

1
0 (L, t2)⟩+ ⟨f1

1 (L, t1)f
1
1 (L, t2)⟩,

(2b)

R2,2(t1, t2, L) = ⟨f2
A(L, t1)f

2
A(L, t2)⟩

= ⟨f2
0 (L, t1)f

2
0 (L, t2)⟩+ ⟨f2

1 (L, t1)f
2
1 (L, t2)⟩,

(2c)

其中Ri,j(t1, t2, L)表示孔径 i(i = 1, 2)在 t1时刻与

孔径 j(j = 1, 2)在 t2时刻接收到的质心抖动相关.
从S到F段, 同一时刻, 激光自身的质心抖动以及
传输路径上的质心抖动对两个孔径而言都是一样

的, 故有 f1
0 (L, t) = f2

0 (L, t).
梯度倾斜 (G倾斜)即平均光线方向, 与孔径的

平均相位梯度相关 [11]. 实际测量中, G倾斜角可
由质心在CCD靶面上的偏移与成像焦距之比求得.
故质心抖动相关与G倾斜角相关呈正比关系, 比
值与焦距有关. 由Rytov近似以及泰勒湍流冻结理
论, 有 [9−13]

⟨f1
1 (L, t1)f

2
1 (L, t2)⟩

∝(2πk0)
2

∫ L

0

Φ(κ, z) cos2
(

γz

2k0
κ2

)
dz

×
∫ ∞

0

J0(κ(γρ− v(z)τ))F (γκ)κdκ, (3a)

⟨f1
1 (L, t1)f

1
1 (L, t2)⟩

= ⟨f2
1 (L, t1)f

2
1 (L, t2)⟩ ∝ (2πk0)

2

×
∫ L

0

Φ(κ, z) cos2
(

γz

2k0
κ2

)
dz

×
∫ ∞

0

J0(−κv(z)τ)F (γκ)κdκ, (3b)

1

2

L0

L

Z 

D

ρ CCD

S O

F

图 1 测量原理图

Fig. 1. Sketch map of measurement.
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其中k0为波数, z表示到望远镜的距离, κ表示空

间波数, Φ(κ, z)表示湍流谱分布, γ = 1− z/L表示

传播因子, 余弦函数对应相位抖动的衍射因子, J0

表示第一类零阶贝塞尔函数, τ表示 t1与 t2的时间

差, F (γκ)表示滤波函数. 相对于探测孔径, 光源扩
展度远小于衍射极限, 因而可不考虑光源的滤波函
数, 即F (γκ)仅包含孔径滤波函数. 对应的孔径滤
波函数 [11,13]可表示为

F (γκ) =

(
4

k0D

)2

[J1(κγD/2)]2, (4)

其中D表示孔径直径, J1为第一类一阶贝塞尔

函数.
而对于Kolmogorov湍流, 有

Φ(κ, z) = 0.033C2
n(z)κ

−11/3, (5)

C2
n(z)即所要求解的湍流折射率结构常数

[14−16].
将 (2b)与 (2a)式做差, 并将 (3a)和 (3b)式代入其
中, 通过焦距将其转换为G 倾斜角相关, 即可得到
如下差分相关量的表达式:

B(L, τ)

= 0.033(2πk0)
2

∫ L

0

C2
n(z)WC(z, L, τ)dz, (6a)

WC (z, L, τ)

=

∫ ∞

0

[J0(−κv(z)τ)− J0(κ(γρ− v(z)τ))]

× cos2
(

γz

2k0
κ2

)
F (γκ)κ−8/3dκ, (6b)

其中B(L, τ)即为求解湍流折射率结构常数以及风

速所需相关量, 它对应于单个孔径G倾斜角的自相
关与两个孔径G倾斜角的互相关之差; WC(z, L, τ)

表示对应的湍流折射率结构常数的权重. 由 (6a)式
以及 (2a)和 (2b)式可知, B(L, τ)不受光源自身质

心抖动以及S到F段质心抖动影响. 根据B(L, 0)

以及WC(z, L, 0)即可通过合适的算法求解得到湍

流强度沿路径的分布. 为了得到风速, 可以通过求
解B(L, τ) 在 τ = 0时刻的导数. 求导可得

G(L) =
∂B(L, τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= 0.033(2πk0)
2

∫ L

0

C2
n(z)v(z)WCv(z, L)dz, (7a)

WCv(z, L)

=

∫ ∞

0

−J1(κγρ)× cos2
(

γz

2k0
κ2

)
F (γκ)κ−5/3dκ,

(7b)

其中, G(L)为B(L, τ)在 τ = 0时刻的导数,
WCv(z, L)为湍流折射率结构常数与风速乘积的

权重. 通过联立 (6a)和 (6b)以及 (7a)和 (7b)式, 可
求解得到风速随路径的分布. 而事实上对时间求导
通常需要较高的时间分辨率, 对于一个 200 Hz的
CCD, 在不考虑外来误差影响的情况下, 通过泰勒
展开求取导数, 其相对误差不会超过1.5%.

若以后向散射作为信标光, 则后向散射光 (从
信标光到望远镜)和原始激光 (从激光器到信标光)
会存在一定的相关性, 并不能认为是零. 若要计算
风速与C2

n则需要消除该相关性所带来的影响. 可
以通过差分的手段消除原始激光带来的影响, 进而
进行相关与求导运算得到C2

n与风速的相关表达式

及权重函数.

3 算法原理

在不考虑盲区影响的情况下, 我们将O(z = 0

处)到S(z = L0处)看作n段, 即 l1l2 · · · ln, 第一段
为 l0 → l1, 第n段为 ln−1 → ln, 其中 l0 = 0. 并认
为每一段的风速与C2

n都保持不变, 即v1v2 · · · vn与
C2

n,1C
2
n,2 · · ·C2

n,n. vi表示第 i段的风速, C2
n,i表示

第 i段的湍流折射率结构常数. 令

b(li, lj) = 0.033(2πk0)
2

∫ lj

lj−1

WC(z, li, 0)dz, (8a)

g(li, lj) = 0.033(2πk0)
2

∫ lj

lj−1

WCv(z, li)dz, (8b)

其中 i > j (i = 1, 2, · · · , nj = 1, 2, · · · , i), li表示
信标光位置, 对应图 1中F处, lj对应分段中的第

j段. 令 bi,j = b(li, lj), 它表示将 li处的前向散射

光作为信标光时, 第 j段对应的C2
n的总权重. 令

gi,j = g(li, lj), 它表示将 li处的前向散射光作为信

标光时, 第 j段对应的风速与C2
n之积的总权重. 则

有
b1,1 0 · · · 0

b2,1 b2,2 0
...

... · · · . . . 0

bn,1 · · · bn,n−1 bn,n




C2

n,1

C2
n,2

...

C2
n,n

 ≈


B(l1, 0)

B(l2, 0)
...

B(ln, 0)

 ,

(9a)
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g1,1 0 · · · 0

g2,1 g2,2 0
...

... · · · . . . 0

gn,1 · · · gn,n−1 gn,n




v1C

2
n,1

v2C
2
n,2

...

vnC
2
n,n

 ≈


G(l1)

G(l2)
...

G(ln)

 ,

(9b)

其中B(li, 0)表示将 li处的前向散射光作为信标光

且时间差为时的差分相关量, G(li)对应B(li, τ)在

τ = 0时的导数. 当孔径间距、孔径直径以及激光波
长已知, 即可计算得到 bi,j与 gi,j . 对于 (9a)与 (9b)
式, 直接通过最小二乘法求解会导致很大误差. 因
为矩阵本身是病态的, 同时误差的存在会导致最优
解并不是我们想要的结果, 往往要加以约束.

取接收孔径间距 ρ = 0.235 m, 孔径直径
D = 0.12 m, 激光波长λ = 532 nm, 对于不同
的L, 两权重函数的曲线如图 2所示

z/m

z/m

0 1000 2000 3000 4000
-101

-100

-10-1

-10-2

-10-3

-10-4

-10-5

(b)
L=1000 m
L=2000 m
L=3000 m
L=4000 m

0 1000 2000 3000 4000

W
C

W
C
v

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

102

(a)

L=1000 m
L=2000 m
L=3000 m
L=4000 m

图 2 (网刊彩色)权重随距离 z的变化曲线 (a) WC 的

变化曲线; (b) WCv的变化曲线

Fig. 2. (color online) The variation of weight function
with z(a) variation of WC; (b) variation of WCv .

从图 2可以看出, 当 z接近L时, 即γ接近0时,
权重在量级上快速减小. 权重的这种快速下降正是

导致矩阵病态的原因. 由于这部分权重在量级上远
小于其他部分, 因而可以近似认为其值为 0. 基于
这一点, 并根据每个分段内权重曲线变化特性对上
述矩阵进行近似变换可以得到

b̃1,1 0 · · · 0

0 b̃2,2 0
...

... · · · . . . 0

0 · · · 0 b̃n,n




C2

n,1

C2
n,2

...

C2
n,n

 ≈


B̃(l1, 0)

B̃(l2, 0)
...

B̃(ln, 0)

 , (10a)


g̃1,1 0 · · · 0

0 g̃2,2 0
...

... · · · . . . 0

0 · · · 0 g̃n,n




v1C

2
n,1

v2C
2
n,2

...

vnC
2
n,n

 ≈


G̃(l1)

G̃(l2)
...

G̃(ln)

 ,

(10b)

其中 b̃, g̃, B̃, G̃分别表示对应的 b, g, B, G经过矩
阵变换后的对应量. 且满足

b̃1,1 = b1,1 g̃1,1 = g1,1, (11a)

b̃i,i = bi,i −
i−1∑
j=1

(bi,j − αj b̃j,j), (11b)

g̃i,i = gi,i −
i−1∑
j=1

(gi,j − βj g̃j,j), (11c)

α和β为与每一段上曲线变化相关的量.
根据 (10a)式便可直接求解得到C2

n, 而通过将
(10a)和 (10b)两式相除便可直接得到风速的方程.

g̃1,1/b̃1,1 0 · · · 0

0 g̃2,2/b̃2,2 0
...

... · · · . . . 0

0 · · · 0 g̃n,n/b̃n,n




v1

v2
...

vn



≈


G̃(l1)/B̃(l1, 0)

G̃(l2)/B̃(l2, 0)
...

G̃(ln)/B̃(ln, 0)

 . (12)

4 数值仿真结果与分析

为便于计算, 我们将距离间隔设置为固定值
50 m. 而实际测量时, 空间分辨率会随着传播距离
的增加逐渐降低, 要得到 50 m间隔的相关量, 可先
对实际观测结果进行降噪拟合, 然后对所得曲线进
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行间隔为 50 m的采样. 同时由于上述各种近似都
会引入误差, 随着误差传递, 当累积到一定程度时,
则需要增大分段间距以降低该误差带来的影响. 我
们取L0 = 4000 m, 此时, 在 50 m的分段间距下,
近似误差给计算带来的影响很小.

在不考虑测量误差影响的情况下, C2
n与风速

的计算结果与理论真值的对比如图 3所示.
从图 3可以看出计算得到的C2

n与风速都能与

所设参数很好地契合, 但是风速在 0—1000 m误差
相对较大. 这是由于两权重曲线本身性质不同而导
致近似误差不同, WC曲线最后量级平滑下降, 而
WCv存在些许起伏与跳变. 在不考虑误差的情况
下, C2

n计算结果最大相对误差不超过 28%, 平均相
对误差不超过 18%, 风速计算结果最大绝对误差不
超过1.42 m/s, 平均绝对误差不超过0.27 m/s.

而实际上误差总是存在的. 若每一帧的光柱抖

动都含有方差 5%的高斯噪声, 则对计算得到的B

以及通过泰勒展开得到的G进行多帧平均, 并对其
进行小波降噪和多项式拟合, 得到结果如图 4所示.

从图 4可以看出计算得到的结果与设定值有
着相同的变化趋势, 但C2

n在细节变化上有所丢失,
这是降噪以及拟合的平滑效果所致, 同时也是由于
抖动对C2

n的不敏感性. C2
n的最大对数相对误差不

超过3.4%, 平均对数相对误差不超过 0.9%, 风速的
最大绝对误差不超过 1.82 m/s, 平均绝对误差不超
过 0.47 m/s. 当湍流与风速条件发生变化时, 依然
有类似的结果, 如图 5所示.

图 5 (b)给出的风速结果误差较大, 是由于当
风速存在方向变化且变化较快时, 多项式拟合误差
相对较大. 两组计算结果一定程度上验证了该方法
在理论上的可行性, 更深入的研究需要进一步的实
验验证.
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图 3 (网刊彩色)不考虑误差的情况下设定值与计算值的对比 (a) C2
n的对比; (b)风速的对比

Fig. 3. (color online) Comparison between the set value and the calculated value regardless of errors (a) com-
parison of C2

n, (b) comparison of wind velocity.
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图 4 (网刊彩色)考虑误差的情况下设定值与计算值的对比 (a) C2
n的对比; (b)风速的对比

Fig. 4. (color online) Comparison between the set value and the calculated value considering errors (a) com-
parison of C2

n, (b) comparison of wind velocity.
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图 5 (网刊彩色)湍流与风速条件发生变化时设定值与计算值的对比 (a) C2
n的对比; (b)风速的对比

Fig. 5. (color online) Comparison between the set value and the calculated value within change of turbulence
and wind (a) comparison of C2

n, (b) comparison of wind velocity.

5 结论与讨论

本文基于数值仿真提出了一种基于G倾斜角
相关测量水平横向风速和湍流强度的方法. 由于以
后向散射光作为信标光测量风速系统较为复杂, 因
而采用前向散射光作为信标光, 并根据统计与相关
理论, 推导出了相关抖动与湍流强度以及风速之间
的表达式, 最终通过矩阵变换与近似来实现湍流强
度与风速的计算.

仿真结果表明, 对于水平测量, 在不考虑盲区
或盲区较小且不考虑光束扩展的情况下, 该方法能
有效地反演出横向风速与湍流强度随路径的变化,
而不仅仅只是路径上的一个平均量, 且不依赖于模
型假设. 该方法仍需要通过实验来进行验证, 并通
过改进扩展以实现垂直方向的反演.
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Abstract
In this article, a theoretical method based on the fluctuation of gradient tilt (G-tilt) of active light source is proposed

to estimate the horizontal profiles of atmospheric optical turbulence (C2
n) and transverse wind. The G-tilt, related to the

average phase gradient, is in the same direction as the average ray direction. And G-tilt angle is considered to be equal
to the ratio between the centroid position offset and the focal length. In this method, a theoretical model based on lidar
system is set up, in which forward scatter light beams at different distances are taken as beacons. These beacons are
detected by a two-aperture telescope. And two light columns, from which we can obtain the information about G-tilt
angle, are imaged by these beacons. In order to obtain the turbulence intensity and wind velocity from G-tilt angle
with our theoretical model, the differential cross-correlation expressions of G-tilt angle and its derivative are derived in
detail. These two expressions are based on the spatial cross-correlation function obtained from Rytov approximation and
Taylor’s frozen-flow hypothesis for Kolmogorov turbulence. Simultaneously, path weighting functions of C2

n and wind
velocity are derived, and the effects of path weighting functions on the calculation of our method are analyzed. Based on
such an analysis, to realize the inversion of turbulence intensity and transverse wind, the matrix transformation algorithm
is proposed. We ignore some minimal values of the path weighting functions in our algorithm so that the ill-conditioned
matrix is avoided. Besides, numerical simulation is used for preliminarily validating this method. In our simulation,
C2

n varies randomly between 10−15 m−2/3 and 10−14 m−2/3 while wind velocity ranges from −5 m/s to 10 m/s. The
sign of the wind velocity represents the direction of wind. According to the simulation results, the horizontal profiles
of atmospheric optical turbulence and transverse wind calculated are consistent with their theoretical values no matter
whether there exists Gaussian noise. When the ratio between the standard deviation of Gaussian noise we added and the
original signal is 0.2, the maximum relative error of logarithmic C2

n is 3.4%, and the correlation coefficient between the
calculated results and theoretical values for C2

n is 0.8. Besides, the maximum absolute error of wind velocity is 1.82 m/s,
and the correlation coefficient between the calculated results and theoretical values for wind velocity is 0.9. Even if
the horizontal profiles of atmospheric optical turbulence and transverse wind vary largely, the calculation results of our
method remain stable. Therefore, a new idea is provided for measuring atmospheric turbulence and wind.

Keywords: gradient-tilt, correlation, atmospheric turbulence, wind velocity
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