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从离散Wigner函数的角度探讨量子相干性度量∗
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( 2016年 11月 29日收到; 2017年 3月 1日收到修改稿 )

量子相干性是量子信息处理的基本要素, 在量子计算中扮演着重要的角色. 为了便于讨论量子相干性在
量子计算中的作用, 本文从离散Wigner函数角度对量子相干性进行了探讨. 首先对奇素数维量子系统的离散
Wigner函数进行了分析, 分离出表征相干性的部分, 提出了一种可能的基于离散Wigner函数的量子相干性
度量方法, 并对其进行了量子相干性度量规范的分析; 同时也比较了该度量与 l1范数相干性度量之间的关系.
重要的是, 这种度量方法能够明确给出量子相干性程度与衡量量子态量子计算加速能力的负性和之间不等式
关系, 由此可以解析地解释量子相干性仅是量子计算加速的必要条件.

关键词: 量子相干性度量, 量子计算加速, 离散Wigner函数
PACS: 03.65.Aa, 03.65.Ta, 03.65.Yz, 03.67.Ac DOI: 10.7498/aps.66.110301

1 引 言

量子相干性作为量子力学的重要性质之一, 在
量子计算和量子信息等领域扮演着重要的角色, 因
此如何在理论上度量量子相干性程度一直是一个

热点问题. 通常, 人们定性地认为相干效应是由选
定基矢下量子态密度矩阵的非对角元引起的. 近
期, 类比纠缠度量, 文献 [1, 2]提出一个严格的量子
相干性度量的资源理论框架, 并验证相对熵相干性
度量及 l1范数相干性度量满足该框架要求. 在此框
架下, 对合适的相干度量方法, 非相干态的度量值
为零, 而且通过非相干信道后量子态的相干性度量
值不会增加. 在此框架的基础上, 一系列相干性度
量方案被提出和验证, 例如文献 [3]中提出用可观
测量度量相干性并设计了实验方案; 文献 [4]提出
通过纠缠度量相干性的方案; 文献 [5]提出利用内
在随机度量相干性, 以及文献 [6]中讨论了用保真
度和迹距离度量量子相干性. 同时, 文献 [7, 8]讨论
了量子相干性和其他量子关联形式 (量子失谐, 量

子纠缠)之间的关系.
Wigner函数是研究连续变量量子系统的非经

典性质的一个重要的工具. 近年来人们将其推广
到有限维Hilbert空间来研究离散量子系统的非经
典性质, 称作离散Wigner函数 [9−16]. 离散Wigner
函数可用于判定对稳定子量子计算提供量子计算

加速的资源, 如不能够提供稳定子量子计算加速的
量子态的Wigner函数取值非负 [17−19]; 具有非负
离散Wigner函数的量子操作或量子计算线路都可
以通过经典有效模拟实现 [20,21]. 如果能够在离散
Wigner函数的基础上探讨量子相干性, 将可能在
量子相干性及量子计算之间建立解析的联系.

本文的结构如下: 第二部分简单介绍量子相干
性度量的资源理论框架和离散Wigner函数; 第三
部分分析量子态对角项在相空间的表现, 从而建议
新的量子相干性度量方法, 并对其进行量子相干性
度量规范的分析, 同时探讨其与 l1范数度量之间的

联系, 最后基于我们的度量方法分析量子相干性在
通用稳定子量子计算中的作用; 第四部分对全文进
行简短的总结.
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2 量子相干性度量与离散Wigner函数

2.1 量子相干性度量

在给定基矢 {|i⟩}i=0···d−1下的 d维Hilbert空
间中, 非相干态定义为

δ =
d−1∑
i=0

pi|i⟩⟨i|, (1)

这里 pi为布居概率. 我们把非相干态的集合记
为I, δ ∈ I. 除此之外的量子态都为相干态, 如

|ψd⟩ =
1√
d

d−1∑
i=0

|i⟩为最大相干态. 由非相干态的定

义可知量子相干性度量值大小是由基矢选择决定

的, 在不同的参考基矢下同一个量子态的相干性大
小不同, 也即相干性的大小由所研究的物理问题
决定.

类似于纠缠度量理论 [23−25]中的局域操作与

经典通信, 引入非相干操作研究量子相干性度量的
单调性. 非相干操作定义为作用于非相干态不产生
相干性的操作, 设有满足ΣnKnK

†
n = I的Kraus

算子集合 {Kn}, 若KnIK†
n ∈ I, 该Kraus算子为

非相干操作. 非相干操作可分为两种情况: 第一种
为没有后选择的非相干的正定保迹映射 (ICPTP),
输出的量子态为ΦICPTP(ρ) = ΣnKnρK

†
n; 第二种

考虑后选择测量, 测量后的结果可以保留, 那么
对应第n个Kraus操作后的输出态可以相应地写
为ρn = KnρK

†
n/pn, 相应概率pn = Tr(KnρK

†
n).

上述的非相干操作定义保证了其作用于非相干输

入态不会产生相干性.
有了以上关于非相干态、相干态以及非相干操

作的定义, Baumgratz等 [2]根据量子资源理论提议

下面 3个条件作为量子相干性度量的准则. 一个合
适的量子相干性度量C是从量子态 ρ到一个非负

实数的映射, 并遵循以下准则:
(C1)对于所有的非相干态相干性度量值为 0,

即C(ρ) = 0, 当且仅当ρ ∈ I;
(C2)量子相干性度量的凸性, 即∑

n

pnC(ρn) > C

(∑
n

pnρn

)
;

pn为混合概率, pn > 0且
∑
n

pn = 1;

(C3)量子相干性度量的单调性, 经过非相干操
作后量子态的相干性不会增加. 考虑是否有后选择

测量, 可分为弱单调性
C(ρ) > C(ΦICPTP(ρ))(C3a),

和强单调性

C(ρ) >
∑
n

pnC(ρn)(C3b).

其中由 (C3b)和 (C2)可得到 (C3a) [2].

2.2 离散Wigner函数

Wigner函数是研究连续变量系统量子态非
经典性的重要工具 [22]. 为了进一步研究有限维
Hilbert空间量子态在相空间的分布, 人们提出和
研究了离散Wigner函数的概念, 由于定义离散
Wigner函数的出发点不同, 其定义众多. 其中较为
主流的有两种: 一种是由Wootters [9]提出, 后来
由Gibbons等 [10], Cormick等 [11]和Galvao [12] 发

展而来的基于共同无偏基的广义Wigner函数. 另
一种是由Buot [13]提出, Cross [14]和Baron [15]加以

发展的基于Weyl-Heisenberg算子的Wigner 函数,
该定义适用于奇素数维量子系统. 最近文献 [16]
证明上述两种定义方法在Clifford变换下是等价
的. 下面我们介绍基于Weyl-Heisenberg算子的离
散Wigner函数的定义方式.

对于一个奇素数d维的Hilbert 空间, 选择集
合{|n⟩}d−1

n=0作为其标准正交基矢. 定义广义泡利矩
阵X和Z:

X =

d−1∑
n=0

|n+ 1 mod d⟩⟨n|,

Z =
d−1∑
n=0

ωn|n⟩⟨n|,

这里 ω ≡ e2πi/d. 通过算符 X 和 Z 定义 d2个

Weyl-Heisenberg算子:
D(a, b) ≡ ω−ab(d+1)/2XaZb, (2)

其中, (a, b) ∈ Zd × Zd. 我们定义相空间点算子为
A(a,b) = D(a, b)A(0,0)D

†(a, b), (3)

其中A(0,0) =

d∑
n=0

| − n⟩⟨n|.

对一个密度矩阵为 ρ =

d−1∑
i,j=0

ki,j |i⟩⟨j| 的量子

系统, 它的离散Wigner函数是一个在空间Zd × Zd

上的准概率分布表示, 这个相空间则可以看作为
d× d的格子, 每个格子的值由下式给出:

Wρ(a, b) =
1

d
Tr(ρA(a,b)). (4)
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由于相空间点算子厄米, Wigner函数为实数. 对相

空间中每列值求和, 即
d−1∑
a=0

Wρ(a, b) = pb, 则 pb表

示将系统投影到基矢 |b⟩ 上的概率.

3 利用离散Wigner函数分析量子
相干性

3.1 基于离散Wigner函数的量子相干性
度量

在连续变量领域中, 利用Wigner函数来度量
量子相干叠加性的思想已经被提出和研究, 如文
献 [26]利用连续变量Wigner函数有效地度量宏观
量子叠加态. 在连续变量Wigner函数表示的相空
间中, 宏观量子叠加态会呈现出两个或多个可区分
的峰并且在它们之间会有一定的振荡模式, 这就类
似于经典相干现象中的干涉条纹. 文献 [26]中通过
相应频率下相干条纹的复振幅, 即特征函数模方来
度量宏观量子叠加性. 也有文献试图在离散相空间
讨论量子干涉, 如文献 [27]研究了干涉现象在离散
相空间中的表示, 对于两个稳定子态构成的相干叠
加态, 其干涉条纹分布在整个相空间中.

量子态 ρ =

d−1∑
i,j

ki,j |i⟩⟨j|的离散特征函数

定义为

χ(a, b) =
1

d
Tr(D†(a, b)ρ)

=
1

d
ω−ab(d+1)/2

d−1∑
n=0

ωbn Tr(|n⟩⟨n− a|ρ). (5)

当a = 0时, 特征函数的值只与密度矩阵的对角元
有关, 与非对角元无关. 我们知道量子相干性是由
密度矩阵的非对角元产生的. 为了不使密度矩阵
对角元对度量造成影响, 我们令a = 0 的离散特

征函数值为 0, 把这样处理后的离散特征函数记为
χ′(a, b), 对其做离散傅里叶变换:

W ′
ρ(a, b) =

1

d

d−1∑
a′=0,b′=0

exp
(
− 2πi

d
(ab′ − ba′)

)
× χ′(a′, b′), (6)

这里 (a, b)是离散Wigner函数的相空间, (a′, b′)

是特征函数的相空间. 我们发现上式可以直

接通过离散Wigner函数得到. 对密度矩阵ρ 我

们分离出其对角部分, 定义正定厄米矩阵为

ρdiag =

d−1∑
i=0

ki,i|i⟩⟨i|, 表示对应于量子态 ρ的非相

干态, 相应的离散Wigenr函数记为Wρdiag(a, b), 则

W ′
ρ(a, b) =Wρ(a, b)−Wρdiag(a, b)

=
1

d
Tr((ρ− ρdiag)A(a,b)). (7)

从 (7)式我们可以看到, W ′
ρ(a, b)是密度矩阵非对

角项在相空间上的准概率分布, 反映了量子态

ρ =

d−1∑
i,j

ki,j |i⟩⟨j|中相干叠加性. 参考 l1范数度

量 [1]我们可以用

CW(ρ) =
d−1∑
a,b=0

|Wρ(a, b)−Wρdiag(a, b)|

=
1

d

d−1∑
a,b=0

|Tr((ρ− ρdiag)A(a,b))| (8)

度量量子态ρ在标准基中的量子相干性大小.

3.2 离散Wigner函数相干性度量的度量
规范分析

基于离散Wigner函数量子相干性度量能很
好地符合Baumgratz标准 (C1)和 (C2). 从定义中
显然可以看出这种度量满足 (C1), 对于凸性条件
(C2), 量子态处于混合态ρ =

∑
n

pnρn, 我们有

CW

(∑
n

pnρn

)
=

∑
a,b

1

d

∣∣∣∣Tr
(
A(a,b)

(∑
n

pnρn

)
−
∑
n

pnρ
diag
n

)∣∣∣∣
6

∑
n

pn
∑
a,b

1

d
|Tr(A(a,b)(ρn − ρdiag

n ))|

=
∑
n

pnCW(ρn).

从而CW(ρ)的凸性得证.
量子相干性度量CW(ρ)在计算基测量下符合

相干性度量准则 (C3). 我们对单体系统和多体
系统分别进行讨论. 首先看单体系统, 初始量子
态 ρ =

∑
u

Wρ(u)Au 经过计算基测量后形式为∑
i

|i⟩⟨i|ρ|i⟩⟨i| =
∑
i

∑
u

Wρ(u)⟨i|Au|i⟩ · |i⟩⟨i|, 明

显只有对角元素, 是非相干态, 所以满足准则 (C3).
再看多体系统的情况, 整个系统在Hilbert空间可
分为u, v两个部分, 我们对最后一个粒子进行计算
基测量, 则第 i 个测量算子Mi = I ⊗ |i⟩⟨i|, 测量前
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的状态为ρ =
∑
u,v

Wρ(u ⊕ v)Au ⊗ Av, 则测量后

情况为

(I ⊗ |i⟩⟨i|)ρ(I ⊗ |i⟩⟨i|)

=
∑
u,v

Wρ(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩ ·Au ⊗ |i⟩⟨i|

=
∑
u

(∑
v

Wρ(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩
)
Au

⊗
∑
w

(
1

d
⟨i|Aw|i⟩

)
Aw,

经过测量后第 i个输出态的概率为

pi = Tr((I ⊗ |i⟩⟨i|)ρ(I ⊗ |i⟩⟨i|)).

经过测量后第 i个输出态为

ρi = (I ⊗ |i⟩⟨i|)ρ(I ⊗ |i⟩⟨i|)/pi.

相应的离散Wigner函数可表示为

Wρi(u⊕w) =
1

pi

(∑
v

Wρ(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩
)

×
(
1

d
⟨i|Aw|i⟩

)
.

同理可得

Wρdiag
i

(u⊕w)

=
1

pi

(∑
v

Wρdiag(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩
)(

1

d
⟨i|Aw|i⟩

)
.

下面证明条件 (C3b).∑
i

piCW(ρi)

=
∑
i

pi
∑
u,w

∣∣∣∣ 1pi
(∑

v

Wρ(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩
)

×
(
1

d
⟨i|Aw|i⟩

)
− 1

pi

(∑
v

Wρdiag(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩
)

×
(
1

d
⟨i|Aw|i⟩

)∣∣∣∣
=

∑
i

∑
u

(
1

d
⟨i|Aw|i⟩

)∣∣∣∣∑
v

Wρ(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩

−
∑
v

Wρdiag(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩
∣∣∣∣

6
∑
i

∑
u

∑
v

|Wρ(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩

−Wρdiag(u⊕ v)⟨i|Av|i⟩|

=
∑
u,v

(∑
i

⟨i|Av|i⟩
)

× |Wρ(u⊕ v)−Wρdiag(u⊕ v)|

=
∑
u,v

|Wρ(u⊕ v)−Wρdiag(u⊕ v)|

= CW(ρ).

由以上证明结果可得CW相干性度量在计算基测

量情况下满足强单调性, 即准则 (C3b).
由于 ρ − ρdiag非正定, 更严格地证明非相干

操作下CW(ρ)满足相干性度量准则 (C3)存在困难,
但我们可以从数值上给出验证. 下面基于 3维量子
系统, 数值验证CW(ρ) 相干性度量满足准则 (C3)

中不等式CW(ρ) >
3∑

n=1

pnCW(ρn). 三维 qurit量

子系统的密度矩阵可以通过SU(3)生成元表示 [28]

如下:

ρ =
1

3
×

1 +
√
3n3 + n8

√
3n1 − i

√
3n2

√
3n4 − i

√
3n5

√
3n1 + i

√
3n2 1−

√
3n3 + n8

√
3n6 − i

√
3n7

√
3n4 + i

√
3n5

√
3n6 + i

√
3n7 1− 2n8

 ,

(9)
以上的 8个系数ni, i = 1, · · ·, 8是SU(3)群 8个生
成元对应的系数. 基于离散Wigner函数的相干性
度量为

CW =

∣∣∣∣ 2n63
√
3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣19(−√
3n6 + 3n7)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣19(−√
3n6 − 3n7)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 2n43
√
3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣19(−√
3n4 − 3n5)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣19(−√
3n4 + 3n5)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 2n13
√
3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣19(−√
3n1 + 3n2)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣19(−√
3n1 − 3n2)

∣∣∣∣. (10)

考虑三维量子系统的非相干操作为

Kn =

2∑
i=0

ci|i⟩⟨i+ n− 1|, (11)

其中 ci ∈ C, n = 1, 2, 3, 并且满足
2∑

i=0

|ci|2 = 1. ci

是复数, 写成 c0 = t1 + it2, 其他的以此类推. 在有
后选择的情况下, 经过非相干信道后第n个输出态

为ρn = KnρK
†
n/pn, pn = Tr(KnρK

†
n). 根据CW

的定义, 我们可以计算非相干操作后系统的相干性
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度量
3∑

n=1

pnCW(ρn) 的表达式. 下面我们选择两种

的量子态, 通过数值验证相干性度量CW 符合准则

(C3b).
我们选取两种不同的量子态, 分别观察它们

的度量结果. 图 1选取的量子态为最大相干态
ρ = (⟨0| + ⟨1| + ⟨2|)/

√
3, 其中图 1 (a)和图 1 (b)分

别是系统经过不同参数下非相干操作的度量情况,
两种情况下红线始终处于蓝线上方, 表明CW 度量

满足不等式CW(ρ) >
3∑

n=1

pnCW(ρn), 即符合相干

性度量标准 (C3b). 图 2选取的量子态为混合量子
态

ρp =
1− p

3
I +

p

3
(|0⟩+ |1⟩+ |2⟩)(⟨0|+ ⟨1|+ ⟨2|),

p是最大相干态和最大混态所占的比例. 由

于图 2 (a)和图 2 (b)是在不同参数非相干操作下
的度量情况, 从图 2中可以看出绿色曲面始终
处于蓝色曲面上方, 说明CW 度量满足不等式

CW(ρp) >
3∑

n=1

pnCW(ρpn), 即符合相干性度量标

准 (C3b).

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
t t

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

CW CW

0.2-0.2 0.4-0.4 0.6-0.6

1.20

1.25

1.30

(a) (b)

图 1 (网刊彩色)最大相干态经过非相干操作前后的度量情况 (红线为最大相干态的度量值, 蓝线为经过有后选择非相干操作下
3∑

n=1

pnCW(ρn) 的值) (a)非相干操作的参数, t3 = t4 = t5 = t6 = 1/
√
6, t1, t2变化, t2 =

√
1/3− t21; (b)非相干操作的参数,

t2 = t4 = t5 = t6 = 1/
√
6, t3 =

√
1/3− t21

Fig. 1. (color online) The quantum coherence CW of maximally coherent state under the incoherent operations (the red
curve depicts the quantum coherence before incoherent operations, the blue curve represents the quantum coherence after
incoherent operations where post-selection is enabled): (a) Parameters of incoherent operations, t3 = t4 = t5 = t6 = 1/

√
6,

t2 =
√

1/3− t21; (b) parameters of incoherent operations, t2 = t4 = t5 = t6 = 1/
√
6, t3 =

√
1/3− t21.

0
0

0

0.5

0.5

0.5

-0.5

1.0

1.0

p

C
w

t1

0
0

0

0.5

0.5

0.5

-0.5

1.0

1.0

1.0

(b)
(a)

-1.0

p

C
w

t1

图 2 (网刊彩色)量子态 ρp =
1− p

3
I +

p

3
(|0⟩ + |1⟩ + |2⟩)(⟨0| + ⟨1| + ⟨2|) 经过非相干操作前后相干性度量值对比 (绿

色曲面代表未经过非相干操作的度量结果, 蓝色曲面代表经过有后选择下非相干操作的度量结果) (a)非相干操作参数,
t2 = t4 = t5 = t6 = 1/

√
6, t3 =

√
1/3− t21; (b)非相干操作参数, t2 = t4 = t5 = t6 = 0, t3 =

√
1− t21

Fig. 2. (color online) The quantum coherence CW of ρp =
1− p

3
I +

p

3
(|0⟩+ |1⟩+ |2⟩)(⟨0|+ ⟨1|+ ⟨2|) under the incoherent

operations (the green surface shows the quantum coherence before incoherent operations, The blue surface the quantum
coherence after incoherent operations where post-selection is enabled): (a) Parameters of incoherent operations: t2 = t4 =

t5 = t6 = 1/
√
6, t3 =

√
1/3− t21; (b) parameters of incoherent operations: t2 = t4 = t5 = t6 = 0, t3 =

√
1− t21.
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3.3 离散Wigner函数相干性度量与 l1范

数相干性度量

l1范数相干性度量
[1]定义为密度矩阵非对角

元模和:

Cl1 =
∑

i,j,i ̸=j

|ρi,j |. (12)

其中 |ρi,j |为密度矩阵元的模, 在文献 [2]中已经证
明这种方案符合资源理论的相干性度量结构. 离散
Wigner函数相干性度量与 l1范数相干性度量是从

不同的角度对量子系统的相干性进行度量, 它们之
间也存在一定的联系. 这里令量子态的密度矩阵为

ρ =
d−1∑
i,j

ki,j |i⟩⟨j|, 则:

CW =
d−1∑
a,b=0

|Wρ(a, b)−Wρdiag(a, b)|

=
1

d

d−1∑
a,b

∣∣∣∣ d−1∑
i,ji ̸=j

ki,j

d−1∑
n

ω2bn⟨a− n|i⟩⟨j|n+ a⟩
∣∣∣∣

=
1

d

d−1∑
b

d−1∑
a

∣∣∣∣ d−1∑
n=1

∑
a−n,a+n

ω2bnka−n,a+n

∣∣∣∣
6 1

d

d−1∑
b

d−1∑
a

d−1∑
n=1

∑
a−n,a+n

|ω2bnka−n,a+n|

6 1

d

d−1∑
b

( d−1∑
a

d−1∑
n=1

∑
a−n,a+n

|ka−n,a+n|2
) 1

2

×
( d−1∑

a

d−1∑
n=1

∑
a−n,a+n

|ω2bn|2
) 1

2

=
√
d(d− 1)

( d−1∑
a

d−1∑
n=1

∑
a−n,a+n

|ka−n,a+n|2
) 1

2

6
√
d(d− 1)

d−1∑
a

d−1∑
n=1

∑
a−n,a+n

|ka−n,a+n|

=
√
d(d− 1)

d−1∑
i̸=j

|ki,j |

=
√
d(d− 1)Cl1 ,

系数D =
√
d(d− 1)是一个随系统维度变化的值.

上述证明过程中的第二个不等式是基于离散形

式的Hölder不等式, 第三个不等式是基于不等式(∑
i

|ai|2
)1/2

6
∑
i

|ai|. 以上证明过程解析地给

出了奇素数d维情况下量子态的相干性度量CW和

Cl1之间的不等式关系. 下面在三维量子系统中对
二者进行数值比较, 我们在量子态ρp中进行比较.
图 3给出了ρp 分别在CW度量和Cl1度量下的相干

性度量值随参数p的变化情况.
随着 p的增大, 即最大相干态的比例增大,

ρp 的相干性也增加, 所以度量值变大, 满足
√
6Cl1 > CW.

Cl1

CW

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

0.5

1.0

1.5

2.0

p
C

图 3 (网刊彩色)蓝线表示基于离散Wigner函数相干性
度量CW(ρp), 红线表示 l1范数相干性度量Cl1 (ρ

p)

Fig. 3. (color online) The blue curve depicts quantum
coherence CW of ρp, the red curve represents the l1

norm coherence of ρp.

3.4 基于CW分析量子相干性在通用量子

计算中的作用

通过稳定子量子计算模型我们可以将量子计

算加速的资源锁定于量子态的非经典性质 [17−21].
量子态的通用计算能力 (提供稳定子量子计算加速
的能力)可以通过离散Wigner函数负值的绝对值
之和来度量 [18], 我们称为负性和, 记为NW,

NW =
1

2

(∑
a,b

|Wρ(a, b)| − 1

)
. (13)

由负性和的定义可以得到量子相干性度量CW

和NW的不等式关系, 即

NW =
1

2

(∑
a,b

|Wρ(a, b)| −
∑
a,b

|Wρdiag(a, b)|
)

=
1

2

(∑
a,b

(|Wρ(a, b)| − |Wρdiag(a, b)|)
)

6 1

2

∑
a,b

|Wρ(a, b)−Wρdiag(a, b)|

=
1

2
CW 6 CW.
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在稳定子量子计算理论中, 量子变换由Clif-
ford操作实现, 此不等式说明: 如果对于一个量
子态, 存在一组Clifford操作, 使得此操作下的
量子态的量子相干性CW = 0, 则此量子态的
量子相干性不能向稳定子量子计算提供量子加

速. 文献 [14]指出Clifford操作下量子态Wigner
函数的各个格点取值相互换, 即WUρU†(v′) =

Wρ(v), v和v′分别为经过Clifford操作前后的
离散相空间, 因此负性和NW的值不变. 但

经过Clifford操作后量子态对角矩阵发生变化:
UρdiagU† ̸= (UρU†)diag, 从而引起CW的变化,
即CW(ρ) =

∑
v′

|WUρU†(v′) − WUρdiagU†(v′)| ̸=∑
v′

|WUρU†(v′)−W(UρU†)diag(v′)| = CW(UρU†).

由CW和NW的不等式关系说明负性和是Clifford
操作下量子相干性的最小值, 同时也表明量子态的
相干性是其具有量子计算加速能力的必要条件.

4 结 论

本文讨论了奇素数维量子系统的离散Wigner
函数, 在离散相空间中分离出表征量子相干性的部
分, 从而建议了一种可能的量子相干性度量方法.
我们证明了该方法满足资源理论相干性度量框架

中的准则 (C1)和 (C2), 并且证明了在计算基测量
下满足准则 (C3b), 同时通过数值模拟验证了 3维
量子系统在对应非相干操作下也符合准则 (C3b).
另外, 本文还给出了这种度量方法与 l1范数度量之

间的联系. 更重要的是我们明确得到了该度量与衡
量量子态计算加速能力的负性和之间的不等式关

系, 从而解析地解释量子相干性仅是量子计算加速
的必要条件. 本文在讨论强单调性证明时仅考虑一
些特殊情况下的非相干操作及特定维度的量子态,
对于任意奇素数维量子系统在任意非相干操作下

的单调性证明还有待进一步研究.
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Abstract
Quantum coherence is an essential ingredient in quantum information processing and plays an important role in

quantum computation. Therefore, it is a hot issue about how to quantify the coherence of quantum states in theoretical
framework. The coherence effect of a state is usually described by the off-diagonal elements of its density matrix
with respect to a particular reference basis. Recently, based on the established notions from quantitative theory of
entanglement, a resource theory of coherence quantification has been proposed [1,2]. In the theory framework, a proper
measure of coherence should satisfy three criteria: the coherence should be zero for all incoherent state; the coherence
should not increase under mixing quantum states; the coherence should not increase under incoherent operations. Then, a
number of coherence measures have been suggested, such as l1 norm of coherence and the relative entropy of coherence [2].
Wigner function is known as an important tool to study the non-classical property of quantum states for continuous-
variable quantum systems. It has been generalized to finite-dimensional Hilbert spaces, and named as discrete Wigner
function [9−16]. The magic property of quantum states, which promotes stabilizer computation to universal quantum
computation, can be generally measured by the absolute sum of the negative items (negativity sum) in the discrete
Wigner function of the observed quantum states. In this paper we investigate quantum coherence from the view of
discrete Wigner function. From the definition of the discrete Wigner function of the quantum systems with odd prime
dimensions, for a given density matrix we analyze in phase space the performance of its diagonal and off-diagonal items.
We find that, the discrete Wigner function of a quantum state contains two aspects: the true quantum coherence and the
classical mixture, where the part of classical mixture can be excluded by only considering the discrete Wigner function of
the diagonal items of the density matrix. Thus, we propose a possible measure method for quantum coherence from the
discrete Wigner function of the off-diagonal items of the density matrix. We show that the proposed measure method
satisfies the criteria (C1) and (C2) of coherence measure perfectly. For the criteria (C3), we give a numerical proof in
three-dimensional quantum system. Meanwhile, we compare the proposed coherence measure with l1 norm coherence,
and get an inequality relationship between them. Finally, an inequality is obtained to discuss the relation between
quantum coherence and the negativity sum of discrete Wigner function, which shows that the quantum coherence is only
necessary but not sufficient for quantum computation speed-up.

Keywords: quantum coherence measure, quantum computation speed-up, discrete Wigner function
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