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非均匀背景中任意柱状热斗篷的研究与设计∗

夏舸 杨立† 寇蔚 杜永成

(海军工程大学动力工程学院, 武汉 430033)

( 2016年 12月 13日收到; 2017年 2月 21日收到修改稿 )

在变换热力学的基础上, 通过坐标变换的方法严格推导出在层状背景和渐变背景下二维任意形状热斗篷
导热系数的通解表达式, 并在此基础上设计出非均匀背景下二维非共形热斗篷. 全波仿真结果表明: 在不同
背景下, 热流均能绕过保护区域流出, 保护区域的温度保持不变, 而且热斗篷外的温度场并没有破坏, 具有很
好的热保护和热隐身的效果. 这一方法考虑到背景的复杂性, 更加贴近工程实际应用, 为未来灵活控制热流
传递提供了一种可行的方法, 对目标热隐身和热保护具有重要借鉴意义.

关键词: 变换热力学, 非均匀背景, 导热系数, 温度控制
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1 引 言

近年来, 基于波动方程形式的不变性, 许多学
者通过坐标变换方法设计介质的参数来控制波的

传递方向. 2006年, Pendry等 [1]从麦克斯韦方程

的形式不变性出发, 设计出具有各向异性特性参数
的人工超材料, 使得电磁波按照预先设定的路径传
播, 从而达到电磁隐形的目的. 之后, 人们又把这
种方法应用到声波 [2]、物质波 [3]、弹性波 [4] 和热

流 [5,6]的路径传播与控制上.
2012年, Guenneau等 [7]参照电磁斗篷的设计

方法, 通过等效介质理论构建出 20层具有各向异
性参数的热斗篷和热集中器, 并通过数值计算进行
了验证. 2013年, Yang等 [8]设计出二维共形任意

形状热斗篷. 2014年, 毛福春等 [9]在变换热力学的

基础上, 设计出具有非共形任意横截面的柱形热
斗篷热导率的表达式, 并通过Comsol Multiphysics
仿真验证了热斗篷对隐身区域具有热保护的功能.
Li等 [10]推导出二维菱形和三维棱柱体热斗篷的均

匀参数, 并通过四种各向同性材料交替排列实现.
近几年, 一些学者在利用自然材料构造瞬态热斗篷

方面做了大量相关的实验验证 [11−16], 结果表明热
斗篷可以控制热流的传递方向, 具有良好的热隐身
和热保护效果.

虽然在热斗篷的参数推导和实验验证上做了

大量的研究, 但是这些研究几乎都是在单一均匀背
景下讨论得到的, 而实际的背景参数往往不是均匀
单一的. 例如埋设的地雷处于土壤背景中, 不同深
度的土壤温度是不相同的, 而且温度是连续渐变
的, 因此土壤背景的导热系数实际上也是渐变的,
背景则要假定为渐变背景; 如果要使埋设在地下两
层不同土壤间 (如粘土和沙土)的目标达到隐身效
果, 则需要设计两层不同背景下的热斗篷. 因此,
根据导热方程的形式不变性, 本文通过坐标变换的
方法, 推导出层状不均匀背景以及渐变背景下任意
形状热斗篷的导热系数的通解表达式, 并通过有限
元软件Comsol Multiphysics 进行仿真验证.

2 二维热斗篷设计的理论和方法

热传导是一种依靠物体内部的温度梯度从高

温区域向低温区域传输能量的特定方式的传热 [17].
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在无内热源情况下, 稳态热传导方程的一般形
式可以写成 [18]

∇ · (λ∇T ) = 0, (1)

式中, T表示区域温度, λ 表示导热系数, ∇表示梯
度算符.

与基于Maxwell方程的变换光学类似, 根据变
换热力学理论, 由于方程 (1)具有形式不变性, 导热
方程在变换空间可表示为

∇′ · (λ′∇′T ′) = 0, (2)

式中, T ′和λ′分别表示物体在变换空间中的温度

和导热系数, ∇′表示变换空间中的梯度算符. 变换
空间与原空间介质的导热系数的关系为 [19]

λ′ =
AλAT

det  (A)
, (3)

式中, A为雅可比变换空间与原空间之间的雅可比
矩阵, AT是A 的转置矩阵, det(A)为矩阵的行列
式的值. 不同坐标系下的雅可比矩阵是不同的, 在
柱坐标系下的雅可比矩阵为 [20]

A =



∂r′

∂r

1

r

∂r′

∂θ

∂r′

∂z
r′

∂θ′

∂r

r′

r

∂θ′

∂θ
r′
∂θ′

∂z

∂z′

∂r

1

r

∂z′

∂θ

∂z′

∂z

 . (4)

对于任意柱状热斗篷, 假设内外边界分别
为 r′ = R1(θ)和 r′ = R2(θ), 为了实现对保护
区域的完美隐形, 把 0 < r < R2(θ)区域压缩
到R1(θ′) < r′ < R2(θ′)区域, 得到保护区域
r′ < R1(θ′). 区域 r′ > R2(θ) 保持不变. 因此
变换方程如下 [9]:

r′ =
R2(θ)−R1(θ)

R2(θ)
r +R1(θ), (5a)

θ′ = θ, (5b)

z′ = z. (5c)

把 (5)式代入 (3)式和 (4)式, 假设原始空间的
导热系数为λ0, 得到

λ′
rr =

[r′ −R1(θ
′)]2 +M2

[r′ −R1(θ′)]r′
λ0, (6a)

λ′
rθ = λ′

θr =
M

r′ −R1(θ′)
λ0, (6b)

λ′
θθ =

r′

r′ −R1(θ′)
λ0, (6c)

λ′
zz =

r′ −R1(θ
′)

r′

[
R2(θ

′)

R2(θ′)−R1(θ′)

]2
λ0, (6d)

λ′
rz = λ′

zr = λ′
θz = λ′

zθ = 0, (6e)

式中

M =

R1(θ
′)[r′ −R1(θ

′)]
dR2(θ

′)

dθ′ −R2(θ
′)[r′ −R2(θ

′)]
dR1(θ

′)

dθ′
R2(θ′)(R2(θ′)−R1(θ′))

.

将柱坐标系下的材料导热系数转换为材料在笛卡尔坐标系下的导热系数, 具体转换关系如下:

λ′ =


cos θ′ − sin θ′ 0

sin θ′ cos θ′ 0

0 0 1



λ′
rr λ′

rθ λ′
rz

λ′
θr λ′

θθ λ′
θz

λ′
zr λ′

zθ λ′
zz




cos θ′ − sin θ′ 0

sin θ′ cos θ′ 0

0 0 1


T

. (7)

将 (6)式代入 (7)式, 得到

λ′
xx =

{[r′ −R1(θ
′)]2 +M2} cos2 θ′ − 2Mr′ sin θ′ cos θ′ + r

′2 sin2 θ′

[r′ −R1(θ′)]r′
λ0, (8a)

λ′
xy = λ′

yx =
Mr′(cos2 θ′ − sin2 θ′) + [R2

1(θ
′)− 2r′R1(θ

′) +M2] sin θ′ cos θ′
[r′ −R1(θ′)]r′

λ0, (8b)

λ′
yy =

{[r′ −R1(θ
′)]2 +M2} sin2 θ′ + 2Mr′ sin θ′ cos θ′ + r

′2 cos2 θ′
[r′ −R1(θ′)]r′

λ0, (8c)

λ′
zz =

r′ −R1(θ
′)

r′

[
R2(θ

′)

R2(θ′)−R1(θ′)

]2
λ0. (8d)
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3 层状不均匀背景下热斗篷的研究

背景的导热系数λ0不是均匀的, 如图 1所示.
首先, 本文假设整个背景由N层介质组成, 导热系
数分别为λ1, λ2, · · · , λN , 两层介质之间的分界面
分别为x = d1, d2, · · · , dN−1, 则变换前的原空间
的介质导热系数为

λ0(x) = λ1 +

N−1∑
n=1

(λn+1 − λn)sgn(x− dn), (9)

式中函数 sgn定义如下:

sgn(t) =

0, t < 0,

1, t > 0.
(10)

根据 (5)式, 得到

x = r cos θ =
R2(θ

′)[r′ −R1(θ
′)]

R2(θ′)−R1(θ′)

x′

r′
. (11)

综合 (8), (9), (11)式, 得到非均匀层状背景下
任意柱状热斗篷的导热系数为

λ′ =


λ′
xx λ′

xy 0

λ′
yx λ′

yy 0

0 0 λ′
zz


{
λ1 +

N−1∑
n=1

(λn+1 − λn)sgn
[

R2(θ
′)

R2(θ′)−R1(θ′)

r′ −R1(θ
′)

r′
x′ − dn

]}
. (12)

当λ1 = λ2 = · · · = λN时, 背景可以看作均匀
介质, 导热系数简化为文献 [9]的形式.

yϕ
d d dN

λ λ λN

xϕ

O

R
↼θ
∋֒
d

↽

R↼θ∋↽ R↼θ∋↽

R
↼θ
∋֒
d

↽

R
↼θ
∋֒
d
N
↽

图 1 N 层背景下热斗篷设计空间变换示意图

Fig. 1. The schematic of designing space in thermal
cloak with N layers background.

由于背景介质是分层的, 则所设计出的热斗篷
也是分层的, 分界面方程为

R2(θ
′)

R2(θ′)−R1(θ′)

r′ −R1(θ
′)

r′
x′ − dn = 0, (13)

即

dn =
R2(θ

′) cos θ′
R2(θ′)−R1(θ′)

[r′ −R1(θ
′)]. (14)

当dn = 0时, 则 r′ = R1(θ
′)或 θ′ = kπ +

π

2
(k为

整数). 所设计斗篷的参数是位于R1(θ
′) < r′ <

R2(θ
′), 因此取 θ′ = kπ+

π

2
, 即x′ = 0, 实际也是与

原空间背景介质的分界面一致.

当dn ̸= 0时, 则不同层介质之间的分界面的
方程为

r′ =
R2(θ

′)−R1(θ
′)

R2(θ′) cos θ′ dn +R1(θ
′). (15)

为了验证上述分层背景下热斗篷参数设计方

法的正确性, 本文采取有限元软件Comsol Multi-
physics进行仿真验证. 仿真条件如下: 整个区域
是一个大小为 4 m × 4 m的方形区域, 左右边界
分别对应高温区和低温区, 高温保持在 400 K, 低
温保持在 300 K, 上下边界保持绝热. 假设背景为
三层不同材料, 从左到右导热系数的大小分别为
1, 2和 3 W/(m·K), 两层背景之间的交界面分别为
x = 0 m和x = 0.35 m, 目标区域的导热系数为
100 W/(m·K). 对于稳态导热来说, 常压热容 cp和

密度ρ对整体温度场没有影响. 因此, 本文将整个
区域的比热常压热容 cp设置为 500 J/(kg·K), 密度
ρ为2000 kg/m3. 为了验证上述推导参数的普遍适
用性, 区域的目标保护区域以及热斗篷区域的参数
方程设置如下:

R1(θ
′) = (1 + 0.2 sin θ + 0.1 cos(2θ)

+ 0.2 sin(4θ))/3, (16a)

R2(θ
′) = 0.1 + 0.1 sin θ

− sin(2θ) + 2 cos(5θ). (16b)

两层背景之间的分界面x = 0对应于x′ = 0,
另一个分界面x = 0.35 m通过 (15)式计算得到, 热
斗篷的导热系数可以由 (12)式推算得出.
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图 2 (网刊彩色) 三层背景下的热斗篷 (a), (b)温度分布图; (c), (d) 热流传递和等温线图
Fig. 2. (color online) The schematic of thermal cloak with three layers background: (a), (b) Temperature
profile; (c), (d) heat transfer and isotherms.

图 2给出了在三层背景下热斗篷的仿真结果,
图 2 (a)和图 2 (b)表示温度分布, 图 2 (c)和图 2 (d)
表示相对应的热扩散图, 图中彩色粗实线表示等温
线,两条相邻等温线之间的温差都是4 K,红色箭头
表示热流. 图 2 (b)和图 2 (d)中热斗篷区域材料参
数是由 (12)式计算得出, 其余区域材料均为背景介
质, 而图 2 (a)和图 2 (c)中仿真区域所有材料是三
层背景介质. 从图 2 (c)中可见, 热流从左侧高温区
域流向右侧低温区域, 在不同背景层中, 由于导热
系数的差异, 相邻的两条等温线的距离是不同的,
与导热系数成正比; 由图 2 (b)和图 2 (d)可知, 热流
能够绕过目标保护区域流出, 保护区域内并未有热
流通过; 而在热斗篷外的区域的温度场与图 2 (a)
和图 2 (c)中全背景材料时的温度分布一样. 由于
保护区域目标的存在不会破坏斗篷外部的温度场,
同时外部热流无法进入目标的区域, 观察者从左侧
方向上无法发现目标的存在. 因此, 上述所设计的

分层背景下二维任意形状热斗篷具有热保护和热

隐身双重功能.

4 渐变背景下热斗篷的设计

当背景介质不是均匀介质的情况下, 其物性参
数是随着空间位置的变化而逐渐变化的, 此时简单
层状的背景介质不能描述实际情况. 参照层状背景
介质的设计方法, 为了简化计算分析, 本文假设背
景介质的导热系数沿着x轴逐渐变化, 则原始空间
介质的导热系数为

λ0 = A+Bx, (17)

式中, A,B为待定系数, 与原空间的导热系数分布
息息相关; A表示原始空间 y轴上的导热系数的值,
B表示导热系数沿x轴方向的变化率.

参考层状背景介质设计理论, 得到
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λ′ =


λ′
xx λ′

xy 0

λ′
yx λ′

yy 0

0 0 λ′
zz

λ′
0 =


λ′
xx λ′

xy 0

λ′
yx λ′

yy 0

0 0 λ′
zz


[
A+B · R2(θ

′)

R2(θ′)−R1(θ′)

r′ −R1(θ
′)

r′
x′
]
. (18)

(18)式为在渐变背景介质下任意柱状热斗篷导热
系数的通解表达式. 当B = 0时, 背景为均匀介质,
得到的导热系数表达式与参考文献 [9]一致. 本文

选取A = 5, B = 2, 其余仿真条件与分层背景仿真
条件一样, 热斗篷的导热系数可以由 (18)式得到,
具体仿真结果如图 3 .
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图 3 (网刊彩色) 渐变背景下的热斗篷 (热流沿 x轴正方向传递) (a), (b)温度分布图; (c), (d)热流传递和等温线图
Fig. 3. (color online) The schematic of thermal cloak with gradually changing background (the heat flow is trans-
mitted in x positive direction): (a), (b) Temperature profile; (c), (d) heat transfer and isotherms.

图 3为在渐变背景下两种不同情况的温度分
布、热流传递以及等温线图. 图 3 (a)和图 3 (c)表示
整个区域均为渐变背景介质的仿真结果, 而图 3 (b)
和图 3 (d) 为加入热斗篷以及目标后的温度分布和
等温线图. 由图 3可以看出, 热流沿着x轴正方向

传递, 由于导热系数随着x坐标的增大而增大, 因
此相邻两条等温线之间的距离越来越大. 热斗篷
使得等温线发生了弯曲, 保护区域内的温度保持不

变, 热流能够平滑地绕过内部的保护区域而对斗篷
外部区域不产生任何影响. 该热斗篷同样具有良好
的隐身和热保护的效果.

类似地, 本文假设上下边界分别为高温和低
温区, 温度分别为 400和 300 K, 则热流从上往下
沿 y轴负方向传递, 如图 4仿真结果所示, 此时同
样可以看到该热斗篷具有良好的热隐身和热保护

作用.
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图 4 (网刊彩色) 渐变背景下的热斗篷 (热流沿 y轴负方向传递) (a), (b)温度分布图; (c), (d)热流传递和
等温线图

Fig. 4. (color online) The schematic of thermal cloak with gradually changing background (the heat flow is
transmitted in y negative direction): (a), (b) Temperature profile; (c), (d) heat transfer and isotherms.

图 5 (网刊彩色)二维任意形状热斗篷分层过程示意图 (a)热斗篷沿圆周方向分割成M 个扇形环; (b)每个扇形
环沿径向分割成N 层扇形子环, 每个子环由A和B 两种材料交替叠加而成
Fig. 5. (color online) Schematic diagram for layered processing of thermal cloak with arbitrary shape:
(a) The cloak is discretized into M fan-shaped rings along the circumferential direction; (b) the fan-shaped
ring is discretized into N -layer fan-shaped subring along the radial direction and each fan-shaped subring is
discretized into two-layer alternative structure of homogeneous isotropic layers A and B.
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综上所述, 此热斗篷可以在不均匀的背景下实
现对目标的热隐身和热保护的作用, 但是所构造
的参数比较复杂. 因此, 如何在自然界中选取合适
的材料构造热斗篷成为一大热点和难点. 如图 5所
示, 首先, 沿圆周方向, 将任意形状的热斗篷分割成
M个扇形圆环, 扇形圆环的内外半径通过斗篷的内
外边界推算得出, 则热斗篷区域可以近似看成这些
扇形圆环的叠加; 第二步是将每个扇形环沿半径方
向N等分, 则每一个小部分的材料参数用中心参数
来近似; 第三步, 由于每一小部分的参数是各向异
性, 则本文通过两种各向同性的物质A和B交替排
列来做近似, 假设A, B两种材料厚度相等, 根据等
效介质理论 [21], 可以求得

λA = λ′
θθ +

√
λ′
θθ(λ

′
θθ − λ′

rr), (19a)

λB = λ′
θθ −

√
λ′
θθ(λ

′
θθ − λ′

rr). (19b)

这样就可以通过这M ×N个小部分的各向同性材

料来构造热斗篷区域, 实现对目标的热隐身和热保
护作用.

5 结 论

根据变换热力学的基础理论, 考虑分层不均匀
背景及渐变不均匀背景两种情况, 通过坐标变换的
方法, 推导出在非均匀背景下二维任意形状热斗篷
导热系数的通解表达式. 在此基础上, 利用有限元
软件Comsol Multiphysics 进行仿真验证, 结果表
明此方法设计出的热斗篷具有良好的热隐身和热

保护双重功能.
非均匀介质背景下热斗篷的设计具有十分重

要的实际意义. 当背景介质的导热系数变化不能忽
略不计时, 对于热斗篷设计考虑非均匀的背景是十
分必要的, 也是热斗篷能够成功实现热保护和热隐
身的保证, 这也就是本文设计方法的意义所在.
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Abstract
Recently, thermal metamaterials have attracted more and more attention, and they have been used to manipulate

the flow of heat flux. As a typical case, the thermal cloak can conceal the heat signature of an object. To the best of
our knowledge, most of researches on cloak have focused on the case in which the background is a single homogeneous
medium. However, cloaking in the layered and gradually changing backgrounds is very common in our real life such as
hiding the buried mines in several soil backgrounds. In this paper, on the basis of transformation thermodynamics, a
general expression of the thermal conductivity for two-dimensional thermal cloak with arbitrary shape in the layered and
gradually changing backgrounds is derived by the coordinate transformation method. According to the expression, we
design the thermal cloak in different inhomogeneous backgrounds. Results of full wave simulation show that heat flux
can travel around the protection area and eventually return to their original path. The temperature profile inside the
thermal cloak keeps unchanged, and the temperature field outside the thermal cloak is not distorted, which proves that
the cloak has a thermal protection and thermal stealth function. In the end, we propose a useful method of utilizing
homogeneous isotropic materials to construct a thermal device according to the equivalent medium theory. The method
is closer to the practical application of the project because of considering the complex backgrounds. At the same time,
this technology provides a feasible method to control heat transfer in the future and has great significance for thermal
stealth and thermal protection.

Keywords: transformation thermodynamics, inhomogeneous background, thermal conductivity,
temperature control
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