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利用基于张量网络表示的矩阵乘积态算法以及无限虚时间演化块抽取方法, 本文研究了一维无限格点自
旋 1的键交替反铁磁XXZ海森伯模型中的量子相变. 分别计算了系统的 von Neumann熵、单位格点保真度
和序参量, 从而得到了系统随键交替强度的变化从拓扑有序Néel相到局域有序二聚化相的量子相变点. 我们
用矩阵乘积态方法拟合出了相变的中心荷 c ≃ 0.5, 表明此相变属于二维经典的 Ising普适类. 另外, 通过对拓
扑Néel序的数值拟合, 我们得到了相变点处的特征临界指数β′ = 0.236和 γ′ = 0.838.

关键词: 量子相变, 量子纠缠, 拓扑相, 临界指数
PACS: 03.67.–a, 03.65.Ud, 03.67.Hk DOI: 10.7498/aps.66.120301

1 引 言

自从朗道引入二级相变理论以来, 量子多体系
统一直都是凝聚态物理学中一个非常重要的研究

领域, 尤其是对低维量子强关联系统中量子相变
的刻画引起了相当大的关注 [1]. 为了揭示自然界
中不同物质的存在形式及性质, 科学家们提出了
各种不同的模型, 特别是自旋为 1的模型由于具有
丰富的相图及复杂的物理现象而受到人们的广泛

关注 [2−5]. 在一维自旋为 1的反铁磁XXZ模型中,
Haldane相和Néel相是有能隙的自旋固体相, 此类
物质相突破了传统的金茨堡朗道对称破缺理论而

被称为拓扑有序相. 在拓扑相中, 因受到隐性的对
称性保护, 虽然不具有局域序参量, 但是有非局域
的长程序参量存在 [6−8].

在数值计算中, 对于拓扑有序相的一般计算
方法都是基于有限尺寸的系统做外推来得到长程

序 [9]. 这种方法的不足之处在于受到系统尺寸的
限制, 所得到的长程序精度不高. 如果以这样的精
度来刻画量子拓扑相变的临界性质就会遇到很大

的困难. 近年来, 苏耀恒等 [10]基于张量网络 (ten-
sor network, TN)表示的无限矩阵乘积态 (infinite
matrix product state, iMPS)算法 [11]所发展的一

种新的方法可以直接计算出大尺度体系下的长程

序参量. 随后, 人们利用这种算法对于含有拓扑相
变的系统进行了大量的研究, 并揭示了其更深层次
的物理内涵 [12−14]. 为了研究量子相变的深层次含
义就必须从理论上和数值上得到相变的临界指数.
但是对于含有拓扑相的相变, 由于不存在局域的序
参量, 有限算法外推来拟合临界指数就面临很大困
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难. 因此, 要想得到相变的临界指数就必须从非局
域序入手.

在自旋为 1的反铁磁XXZ模型中, 当系统的
结构对称性被打破时, 系统就将从上面所提到的拓
扑有序相最终转变为局域有序的二聚化相 [15]. 就
数值计算而言, 还没有有效的手段从非局域序拟合
出相变的各种临界指数. 我们提出的刻画拓扑相的
方法正好对此类相变的研究提供了一个非常有效

的手段. 怎样将这一手段应用到刻画量子相变的性
质研究中是一个非常有意义的课题. 基于此目的,
本文利用 iMPS算法研究在含有键交替效应的一维
无限尺寸下自旋为 1的XXZ海森伯模型中的非局

域关联和量子相变.

2 模 型

为了研究结构对称性破缺体系的拓扑相中的

非局域关联和量子相变, 本文选取键交替的一维反
铁磁自旋为 1的XXZ海森伯模型 [15], 其哈密顿量
可以表示为

H = J
∞∑
i=1

(1− (−1)iδ)

× (Sx
i S

x
i+1 + Sy

i S
y
i+1 +∆Sz

i S
z
i+1), (1)

其中Si为格点 i处的自旋 1算符; δ是键交替幅度
参数, 其取值范围为 δ ∈ [0, 1]; J是反铁磁的最近
邻自旋相互作用强度; ∆是 z方向的各向异性参

数. 从 (1)式可以看出, 当 δ = 1时, 系统达到完
全的二聚化态; 而当 δ = 0时, 系统就约化为标准
的XXZ海森伯模型. 此时, 随着各向异性参数∆

的增大, 系统依次出现铁磁相 (∆ 6 −1), XY 相
(−1 < ∆ > 0), Haldane相 (0 < ∆ 6 1.17)和Néel
相 (∆ > 1.17). 这些物相中, 铁磁相由局域的铁磁
序参量来描述; XY 相是一个无能隙的自旋液体
相, 而且没有任何的序参量; Haldane相和Néel相
是有能隙的拓扑自旋固体相, 具有长程的拓扑序参
量. 本文主要研究在含有键交替效应情况下Néel
相 (∆ = 2)的非局域关联和量子相变.

3 iMPS数值算法

近年来, 基于张量网络表示的 iMPS算法已经
被成功地应用到计算一维无限格子系统的基态波

函数中. 此处将简要介绍 iMPS算法的关键步骤.
如果一个系统的哈密顿量具有平移两个格点不变

性, 则平移不变的 iMPS态 |ψ⟩就可以表示成如下
形式:

|ψ⟩ =∑
{s}

∑
{l,r}

· · ·λAΓAλBΓB · · · | · · · sisi+1 · · · ⟩, (2)

其中对角矩阵λA(B)是两半无限链的施密特分解

系数; ΓA(B)是奇 (偶)格点对应的三阶张量; l(r)
是左 (右)键对应的指标, 其值可以取 1, · · · , χ, χ
是 iMPS算法中截断维数; si值取为 1, · · · , d, d 是
单个格点希尔伯特空间维度. 对于给定的具有
平移变换不变性的系统哈密顿量H和一个任

意初始波函数 |ψ(0)⟩, 可以利用虚时间演化方法
|ψ(τ)⟩ = exp[−Hτ ]|ψ(0)⟩/∥ exp[−Hτ ]|ψ(0)⟩∥, 在
虚时间 τ足够大的条件下, 就可以得到系统的最
优化数值基态波函数. 在算法的迭代更新过程中,
最有效的方法是对虚时间演化算符进行Suzuki-
Trotter分解, 使之约化为一系列只作用于两个近
邻点的两点演化算符的乘积. 一旦得到了无限系统
的基态波函数, 我们就可以将之施加在相应的物理
算子上, 从而计算出相应的物理量.

4 数值模拟

4.1 量子纠缠

对于一个给定的系统, 量子纠缠是一种用来
测量量子关联的方法. 在量子信息中, 人们已经
采用各种不同的方式来度量系统的纠缠, 包括von
Neumann熵、concurrence、生成纠缠、Negativity和
几何纠缠等. 近年来, 基于量子信息的量子纠缠已
经被应用于研究量子相变. 而且大量的研究也证明
了量子纠缠是一个能够有效地探测系统量子相变

点的普适方法 [16−21]. 在张量网络表示下, 对于一
个正则形式的 iMPS波函数, 用来测量量子纠缠的
von Neumann熵S能够被表示为 [10]

S = −
χ∑

α=1

λ2α logλ2α, (3)

其 中 λα是 两 个 半 无 限 链 链L(−∞, · · · , i)和
R(i, · · · ,∞) 间的Schmidt分解系数, χ是 iMPS算
法中的截断维数.
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图 1 (网刊彩色) 截断维数 χ = 8, 16, 32时 von Neu-
mann熵随 δ的变化 (a)奇键熵 Sodd; (b)偶键熵 Seven

Fig. 1. (color online) von Neumann entropy as a func-
tion of δ for the truncation dimensions χ = 8, 16,
and 32: (a) Odd-bond entropy Sodd; (b) even-bond
entropy Seven.

作为对量子纠缠的测量, 在图 1 (a)和图 1 (b)
中, 我们分别计算了系统的奇键熵Sodd和偶键熵

Seven. 数据表明, 对于不同的截断维数χ = 8, 16,
32, 奇键熵Sodd和偶键熵Seven都出现一个奇异点,
而且奇键熵Sodd和偶键熵Seven所得到的奇异点的

位置是相同的, 这个奇异点就对应着系统控制参
量 δ的改变所产生的相变点. 随着截断维数χ的增

加, 相变点也随之发生移动. 实际上, 如果我们想
得到系统的真实相变点, 截断维数χ必须达到无穷

大. 但是从数据里可以看到, 当截断维数增加到
χ = 32时, 相比于χ = 16 的奇键熵Sodd和偶键熵

Seven, 所得到的相变点几乎重合. 因此, 我们就判
定χ = 32所得到的相变点 δc = 0.638 可以作为系
统的相变点, 而且这也能够保证接下来的数据结果
的精度是可靠的. 同时, 这也说明了度量量子纠缠
的von Neumann熵能够被用来探测此系统的量子
相变. 另外, 从图 1我们也可以看出, 奇键熵Sodd

和偶键熵Seven在整个参数范围内的值是不同的.
这表明在标准的XXZ模型中加入键交替效应后,

系统就被二聚化了. 特别是在拥有长程拓扑关联的
Néel相 (δ < 0.638)中, 这种二聚化效应也是存在
的. 一旦键交替参数 δ超过 δc = 0.638时, 系统就过
渡到典型的二聚化态. 当键交替参数 δ逐渐增大到

1, 偶键熵Seven的值逐渐降低到零, 奇键熵Sodd逐

渐饱和. 最终系统出现完全的奇键二聚化.

4.2 量子单位格点保真度

和量子纠缠不同, 量子信息理论中的保真度被
用来测量两个量子态的相似程度. 从另一个方面
来说, 金茨堡 -朗道理论中的序参量方法是和模型
相关的, 这是因为对于不同的模型必须找到相对应
形式的序参量才能明确地刻画系统的相变. 但是
近几年的研究表明, 量子单位格点保真度是一个不
依赖于模型的探测量子相变的方法 [22−24]. 具体到
iMPS算法的保真度计算, 一旦得到了系统在不同
的键交替参数 δ下的基态波函数, 单位格点的基态
保真度d(δ1, δ2)就可以定义为

δ

δ
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图 2 χ = 32时单位格点基态保真度 d(δ1, δ2)随 δ1

的变化 (内插图为单位格点基态保真度的一阶导数)
(a) δ2 = 0; (b) δ2 = 1

Fig. 2. Ground sate fidelity per lattice site d(δ1, δ2) as
a function of δ1 for the truncation dimension χ = 32:
(a) δ2 = 0; (b) δ2 = 1. Insert: the first derivation of
the Ground state fidelity per lattice site d(δ1, δ2).
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ln d(δ1, δ2) = lim
L→∞

lnF (δ1, δ2)
L

, (4)

其中基态保真度F (δ1, δ2)就是两个不同基态

|ψ(δ1)⟩和 |ψ(δ2)⟩间的相似程度, L表示系统的

尺寸.
在图 2 (a)和图 2 (b)中, 我们分别计算了截断

维数χ = 32时参考态选为 δ2 = 0和 δ2 = 1的单

位格点基态保真度d(δ1, δ2). 两个保真度数据都在
δc = 0.638时出现了剧烈的变化. 为了能更准确地
刻画结果, 我们另外在内插图中给出了保真度的一
阶导数. 保真度一阶导数的奇异点 δc = 0.638就对
应着系统的量子相变点, 这个变化位置和前面von
Neumann熵的奇异点的位置是相同的. 其结果也
表明单位格点量子基态保真度能够被用来刻画系

统的量子相变.

4.3 序参量

为了更深刻地理解系统的量子相变, 需要找到
各个相中的序参量. 对于含有局域序的二聚化相,
其序参量就是近邻自旋关联的长程交替, 即二聚化
序OD, 其表达式为

OD = ⟨S2i−1S2i⟩ − ⟨S2iS2i+1⟩, (5)

其中 ⟨SiSj⟩表示期望值. 对于含有长程拓扑序的
Néel相, 人们提出了基于长程自旋关联的Néel序
ON

[25], 其表达式为

ON = lim
|i−j|→∞

(−1)i−j⟨SiSj⟩, (6)

其中 i和 j是自旋格点的位置, 则格点间的距离就
是 |i− j|.

在图 3 (a)中, 基于 (5)式算出了截断维数χ =

32时以键交替参数 δ为变量的二聚化序OD. 数据
表明, 在整个参数变化范围内, 系统中的二聚化序
都是有限值. 也就是说二聚化效应存在于整个参数
变化范围. 但是在相变点 δc = 0.638附近, 序参量
变化较剧烈. 因此, 我们在内插图中给出了二聚化
序的一阶导数. 从中可以看出二聚化序的一阶导数
出现了一个峰, 峰值的位置 δ = 0.638就是系统所
对应的相变点. 该结果也符合von Neumann熵和
单位格点基态保真度的结论.

在图 3 (b)中, 基于 (6)式计算出了截断维数
χ = 32时以键交替参数 δ为变量的Néel序ON. 数
据表明在 δ < 0.638的范围内, Néel序的值是有

限的. 当 δ > 0.638时, Néel序的值都为零. 这一
结果表明, 当键交替参数 δ改变时, Néel相存在
于 δ < 0.638的范围内. 当键交替参数 δ增大到

δc = 0.638时, 系统过渡到了局域序的二聚化相.
以上结果说明了在标准的XXZ模型中加入了键

交替效应后, 当键交替强度达到 δc时, 系统中原有
的长程拓扑行为就会被打破, 从而过渡到局域的二
聚化相.
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图 3 截断维数χ = 32 时的序参量随 δ的变化 (a) 二聚
化序OD(内插图为一阶导数); (b) Néel序ON

Fig. 3. Order paremeters as a function of δ with the
truncation dimension χ = 32 : (a) Dimer order param-
eter OD (first derivation of OD in the insert); (b) Néel
order parameter ON.

4.4 临界指数

对于低维的自旋系统而言, 基于共形场理论的
中心荷是一个描述量子相变性质的重要参数. 因
此, 要研究相变的临界性质就必须计算出相变点的
中心荷以描述相变的类型. 相较于其他的数值方
法, iMPS 法可以方便且有效地计算出相变点的中
心荷, 从而得到相变所属的普适类. 在 iMPS法表
示下, 我们可以从相变点的von Neumann熵S和

有限纠缠关联长度 ξ对于不同截断维数χ的标度关
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系得到相变点的中心荷 [26−28]. 其表达式为

S ∼ (cκ/6) logχ (7)

以及

ξ ∼ χκ, (8)

其中, c是共形场理论中的中心荷, κ是一个和有限
纠缠相关的标度指数, 有限纠缠关联长度 ξ可以直

接从 iMPS表示的转移矩阵中计算得到.
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图 4 相变点 δc = 0.638处的有限标度拟合 (a) von
Neumann熵 S拟合; (b)有限纠缠关联长度 ξ拟合

Fig. 4. Finite scaling at the critical point δc = 0.638:
(a) Scaling of ground state von Neumann entropy S;
(b) scaling of finite correlation length ξ.

为了研究此系统相变的所属类型, 在图 4中我
们分别给出了在相变点 δc = 0.638处不同截断维数
χ的 von Neumann熵S(图 4 (a))和有限纠缠关联
长度 ξ(图 4 (b)), 并对它们分别做了数值拟合. 从
图 4可以看出, von Neumann熵S和有限纠缠关联

长度 ξ随着截断维数χ的增加是发散的. 为了得到
中心荷, 我们选取数值拟合函数S = a logχ + b和

ξ = Aχκ. 对于von Neumann熵S的拟合所得到的

拟合系数分别为a = 0.150和 b = 0.286. 对于有限
纠缠关联长度 ξ的幂律拟合所得到的拟合系数分别

为A = 0.096和κ = 1.811. 由上面的拟合系数a和

κ可以计算出此相变的中心荷为 c = 0.497. 我们所
拟合出的中心荷的值非常接近于二维经典 Ising普
适类 [10]的中心荷 c = 0.5. 因此, 此系统的相变属
于共形场理论中的二维经典 Ising普适类.
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图 5 临界指数 β′和 γ′的拟合 (a) β′; (b) γ′

Fig. 5. Critical exponents β′ and γ′ at the critical
point: (a) β′; (b) γ′.

临界指数是研究系统临界性质的重要参数. 近
年来, 人们也开发了不同的方法来刻画相变的临界
指数. 例如, 在文献 [20, 21]中, 作者利用量子重整
化群方法分别计算了自旋1/2 XY 模型和各向异性
的铁磁海森伯模型的 concurrence和negativity, 从
而基于它们在系统尺寸上的标度关系拟合出了相

变相应的临界指数, 从而揭示了相变的深层次物
理性质. 本文中, 在拓扑有序相中, 相变的某些临
界指数是和非局域序联系在一起的. 因此, 为了更
清楚地描述此系统相变的临界行为, 在图 5 (a)中
基于张量网络表示的 iMPS方法计算出了在相变
点 δc = 0.638附近非局域的Néel序ON随着 |δ− δc|
的变化. 从图 5 (a)可以看出, 非局域的Néel序ON

和 |δ − δc|有着幂律关系, 即ON ∝ |δ − δc|β
′ , 其

中β′就是一个相变的特征指数. 图中选取的拟
合函数为 logON = β′ log |δ − δc| + β′

0. 通过数
值拟合, 得到相变的特征指数β′ = 0.236, 常数
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β′
0 = 0.324. 另外, 我们也发现Néel序ON的一

阶导数随着 |δ − δc|的增大是呈幂律衰减的, 即
∂ON/∂δ ∝ |δ − δc|−γ′ . 因此, 图 5 (b)给出了Néel
序的一阶导数∂ON/∂δ随着 |δ− δc|的变化. 同样拟
合函数被选为 log ∂ON/∂δ = −γ′ log |δ − δc| + γ′0.
通过数值拟合, 得到相变的特征指数γ′ = 0.838, 常
数γ′0 = −2.176. 以上基于 iMPS表示方法所得到
的临界指数对于量子自旋系统和相变的临界性质

研究是具有指导意义的.

5 结 论

本文研究了含有键交替效应的一维反铁磁自

旋为 1的XXZ海森伯模型的量子相变. 基于张
量网络表示下的 iMPS算法, 分别计算了系统基态
von Neumann熵、单位格点保真度和序参量. 结
果表明, 在标准的一维反铁磁自旋为 1的XXZ海

森伯模型中加入键交替效应, 整个键交替参数 δ的

变化范围内都存在局域的二聚化序. 当键交替强
度超过 δc = 0.638后, 系统中原有的长程拓扑性质
会被打破从而转变为二聚化相. 利用 iMPS方法,
本文从相变点处的量子纠缠和有限关联长度的标

度关系拟合出了相变的中心荷 c ≃ 0.5, 得出此相
变属于经典的二维 Ising普适类. 另外, 我们发现
Néel序及Néel的一阶导数在相变点附近是幂律变
化的. 通过对Néel序及Néel一阶导数的数值拟合,
我们得到了相变点处的特征临界指数β′ = 0.236和

γ′ = 0.838. 我们基于 iMPS表示方法所得到的临
界指数对于量子自旋系统和相变的临界性质研究

是具有指导意义的.
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Abstract
The characterization of the quantum phase transition in a lowdimensional system has attracted a considerable

amount of attention in quantum manybody systems. As one of the fundamental models in quantum magnetism, spin-1
models have richer phase diagrams and show more complex physical phenomena. In the spin-1 antiferromagnetic XXZ

model, the Haldane phase and the Néel phase are the gapped topologic phases which cannot be characterized by the
local order parameters. To characterize the nature in such phases, one has to calculate the non-local long range order
parameters.

Normally, the non-local order parameter in the topological phase is obtained from the extrapolation of finite-sized
system in numerical study. However, it is difficult to extract the critical exponents with such an extrapolated non-local
order parameter due to the numerical accuracy. In a recently developed tensor network representation, i.e., the infinite
matrix product state (iMPS) algorithm, it was shown that the non-local order can be directly calculated from a very
large lattice distance in an infinite-sized system rather than an extrapolated order parameter in a finite-sized system.
Therefore, it is worthwhile using this convenient technique to study the non-local orders in the topological phases and
characterize the quantum criticalities in the topological quantum phase transitions.

In this paper, by utilizing the infinite matrix product state algorithm based on the tensor network representation
and infinite time evolving block decimation method, the quantum entanglement, fidelity, and critical exponents of the
topological phase transition are investigated in the one-dimensional infinite spin-1 bond-alternating XXZ Heisenberg
model. It is found that there is always a local dimerization order existing in the whole parameter range when the
bond-alternative strength parameter changes from 0 to 1. Also, due to the effect of the bond-alternating, there appears
a quantum phase transition from the long-rang ordering topological Néel phase to the local ordering dimerization phase.
The von Neumann entropy, fidelity per lattice site, and order parameters all give the same phase transition point at
δc = 0.638.

To identify the type of quantum phase transition, the central charge c ≃ 0.5 is extracted from the ground state
von Neumann entropy and the finite correlation length, which indicates that the phase transition belongs to the two-
dimensional Ising universality class. Furthermore, it is found that the Néel order and the susceptibility of Néel order
have power-law relations to |δ − δc|. From the numerical fitting of the Néel order and its susceptibility, we obtain the
characteristic critical exponents β′ = 0.236 and γ′ = 0.838. It indicates that such critical exponents from our method
characterize the nature of the quantum phase transition. Our critical exponents from the iMPS method can provide
guidance for studying the properties of the phase transition in quantum spin systems.
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