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为了在保持滤波定轨精度不变的条件下提高定轨计算的实时性, 提出一种新的逼近积分点个数下限的五
阶容积卡尔曼滤波定轨算法. 首先, 采用一种数值容积准则对非线性函数的高斯加权积分进行近似, 该准则
所需的积分点个数仅比五阶代数精度容积准则积分点个数的理论下限多一个积分点, 并在贝叶斯滤波算法框
架下推导出本文算法的更新步骤. 然后, 给出实时定轨所需的状态方程和量测方程, 在状态方程中考虑了J2

项引力摄动和大气阻力摄动, 在量测方程中利用坐标系转换推导了轨道状态与测量元素之间的非线性关系.
仿真实验结果表明, 本文所提算法在定轨精度方面与已有的五阶滤波算法相当, 但所需的积分点个数最少, 计
算实时性最高, 从而验证了本文算法的有效性.
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1 引 言

对低轨卫星进行在轨监视需要实时确定卫星

的轨道状态, 地基雷达由于具备全天时、全天候的
工作能力而成为空间监视系统中的一类重要的传

感器 [1]. 由于卫星轨道动力学模型具有较强的非
线性, 因此, 在数据处理层面, 实时定轨问题的本
质便是在考虑轨道摄动的影响下, 利用雷达输出的
带噪声的测距、测速和测角数据, 通过非线性滤波
算法得到轨道状态的最优估计 [2], 具有重要的研究
价值.

非线性卡尔曼滤波算法采用递归方法实现对

状态向量的估计, 其假设后验概率密度服从高斯
分布, 从时间更新与量测更新的五个关键积分可
以得到其核心是计算形如 “非线性函数 × 高斯概
率密度函数”的多维向量积分 [3], 一般难以求得该

积分的解析解, 因此研究中经常采用数值容积准
则对其进行逼近. 作为非线性滤波的一种重要方
法, 容积卡尔曼滤波 [3,4](cubature Kalman filter,
CKF)采用三阶球面 -径向容积准则对非线性函数
的高斯加权积分进行近似, 具有比无迹卡尔曼滤
波 [5,6]更高的滤波精度和数值稳定性, 已经在许
多领域得到了广泛的应用 [7−10]. 为了进一步提高
非线性滤波精度, Jia等 [11,12]利用任意阶全对称

球面插值准则和矩匹配原理, 提出了五阶容积卡
尔曼滤波 (fifth-degree cubature Kalman filter, 5-
CKF), 将CKF的精度从三阶提高到五阶, 该算法
目前已经应用于目标跟踪、惯性导航初始对准和

多源数据融合等领域 [13,14]. 文献 [15]将强跟踪滤
波与 5-CKF相结合, 利用渐消因子在线调整协方
差矩阵, 有效提高了算法的鲁棒性. 文献 [16]利用
统计线性回归模型近似非线性量测模型, 提出了基
于Huber的 5-CKF算法. 文献 [17]利用矩阵对角
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化变换代替 5-CKF中的Cholesky分解, 提高了滤
波计算的稳定性. 上述研究虽然改进了 5-CKF算
法, 但并没有在本质上改进算法所采用的五阶容
积准则. Wang等 [18]利用球面单纯形变换群计算

球面积分, 提出了五阶球面单纯形 -径向容积卡尔
曼滤波 (fifth-degree spherical simplex-radial cuba-
ture Kalman filter, 5-SSRCKF), 并指出在高维条
件下, 5-SSRCKF具有比 5-CKF更高的滤波精度.
Singh和Bhaumik [19]指出 5-CKF和 5-SSRCKF均
是采用矩匹配法计算径向积分, 而该方法无法保证
径向准则的最优性, 进而选择采用高阶高斯 -拉盖
尔公式计算径向积分, 提出了高阶容积求积分卡尔
曼滤波 (high-degree cubature quadrature Kalman
filter, HDCQKF). 然而, 上述滤波算法在提高精度
的同时带来了积分点个数的增多, 且积分点个数随
着系统维数呈多项式增长, 一旦算法应用于高维系
统, 或者处理器性能较低时, 可能会造成较重的计
算负担, 进而降低算法的实时性. 卫星轨道的实时
确定需要在一个滤波周期内实现对量测信号的解

析并输入滤波算法执行, 对算法的计算效率和实时
应用能力具有较高的要求. 因此, 研究如何降低五
阶滤波定轨算法的计算量是十分必要的.

本文提出一种新的逼近积分点个数下限的 5-
CKF定轨算法, 该算法在近似非线性函数的高斯
加权积分时所需的积分点个数仅比五阶容积准则

积分点个数的理论下限多一个积分点, 从而有效地
降低了算法的计算量. 仿真实验结果表明, 本文所
提算法在定轨精度方面与已有五阶滤波算法相当,
但所需的积分点最少, 实时性最高, 从而验证了本
文算法的有效性.

2 逼近积分点个数下限的五阶容积
准则

考虑如下向量函数的积分,
I(g) =

∫
Rn

g(x) e−xTxdx, (1)

(1)式所示的积分一般难以求得解析解, 因此在研
究中经常采用被积函数在某些确定点上的函数值

的加权和来对该积分进行数值逼近, 构成如下容积
准则,

Q(g) =

N∑
i=1

ωig(xi), (2)

式中, xi为积分点, ωi为积分权值, N为积分点个
数. 研究中经常采用代数精度来描述积分准则 (2)
的逼近程度, 为使容积准则达到五阶代数精度, 需
要的积分点个数的理论下限为 [20]

Nmin = n2 + n+ 1. (3)

目前在 5-CKF中常见的容积准则有两种, 分
别为五阶球面 -径向容积准则和五阶球面单纯形 -
径向容积准则, 其积分点个数分别为 2n2 + 1和

n2 + 3n + 3. 可以看出, 该两种准则的积分点个数
与理论下限尚有差距. 为了进一步逼近积分点个数
的下限, 降低数值运算量, 提高算法的实时性, 文
献 [20]给出了如下容积准则:

Q(g) = A[g(η, η, · · · , η) + g(−η,−η, · · · ,−η)]

+B
∑
per

[g(λ, ξ, ξ, · · · , ξ)

+ g(−λ,−ξ,−ξ, · · · ,−ξ)]

+ C
∑
per

[g(µ, µ, γ, · · · , γ)

+ g(−µ,−µ,−γ, · · · ,−γ)], (4)

式中, µ, γ和 η满足如下等式:
µ

γ
= −3±

√
16− 2n, (5)

γ2 =
3±

√
7− n

2(16− n∓ 4
√
16− 2n)

, (6)

η2 =
n(n− 7)∓ (n2 − 3n− 16)

√
7− n

2(n3 − 7n2 − 16n+ 128)
. (7)

该准则所需的积分点个数为n2 + n + 2, 仅比
(3)式中的理论下限多一个积分点, 但该准则仅对
2 6 n 6 7成立. 该积分准则包含 8个参数, 分别是
µ, γ, η, λ, ξ, A, B和C, 文献 [20]中给出了这些参
数的具体值, 本文仅针对实时定轨系统给出n = 6

时的参数值, 列于表 1 .
为了将 (4)式化简为便于应用的形式, 定义e

为如下n阶单位矩阵:

e =



1 0 · · · 0 0

0 1 0 0 0
... 0

. . . 0
...

0 0 0 1 0

0 0 · · · 0 1


. (8)
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表 1 容积准则参数表 (n = 6)
Table 1. Parameters of cubature rule (n = 6).

n Parameters Value 1 Value 2

6

η 0.10000 00000 00000×101 0.10000 00000 00000×101

λ 0.14142 13562 37309×101 0.94280 90415 82063

ξ 0.00000 00000 00000 −0.47140 45207 91032

µ −0.10000 00000 00000×101 −0.16666 66666 66667×101

γ 0.10000 00000 00000×101 0.33333 33333 33333

A 0.78125 00000 00000πn/2 × 10−2 0.78125 00000 00000πn/2 × 10−2

B 0.62500 00000 00000πn/2 × 10−1 0.62500 00000 00000πn/2 × 10−1

C 0.78125 00000 00000πn/2 × 10−1 0.78125 00000 00000πn/2 × 10−2

用矩阵下标 i表示矩阵的第 i列, 利用单位矩
阵e可以将 (4)式写成如下形式:

Q(g) = A

[
g

( n∑
i=1

ηei

)
+ g

(
−

n∑
i=1

ηei

)]

+B

n∑
i=1

[
g

(
λei +

n∑
j=1,j ̸=i

ξej

)

+ g

(
− λei −

n∑
j=1,j ̸=i

ξej

)]

+ C

C2
n∑

i=1

[
g

(
µej + µek +

n∑
l=1,

l ̸=j,l̸=k

γel

)

+ g

(
− µej − µek −

n∑
l=1,

l̸=j,l̸=k

γel

)]
j < k; j, k = 1, 2, · · · , n. (9)

进一步地, 定义如下变量

p =
n∑

i=1

ηei, qi = λei +
n∑

j=1,j ̸=i

ξej ,

si = µej + µek +
n∑

l=1,l ̸=j,l ̸=k

γel,

j < k, j, k = 1, 2, · · · , n,

则 (9)式可以简化为如下形式:
Q(g) = A[g(p) + g(−p)]

+B

n∑
i=1

[g(qi) + g(−qi)]

+ C

C2
n∑

i=1

[g(si) + g(−si)]. (10)

相比较 (4)式的形式, 通过线性变换改写成的
(10)式的形式更便于应用于非线性滤波算法.

3 逼近积分点个数下限的5-CKF算法

考虑如下加性噪声的非线性系统:xk+1 = f(xk) +wk,

zk = h(xk) + vk,
(11)

式中, xk ∈ Rn为系统状态向量, zk ∈ Rp为量测

向量, f(xk)和h(xk)是已知的非线性函数, 噪声
wk ∈ Rn和vk ∈ Rp是不相关的高斯白噪声, 其协
方差矩阵分别为Qk和Rk. 贝叶斯滤波理论采用
递归方法实现对状态向量xk的估计, 其关键是计
算贝叶斯滤波框架中以下几个积分 [19]:

x̂−
k =

∫
f(xk−1)N(xk−1; x̂

+
k−1,P

+
k−1)dxk−1,

(12)

P−
k =

∫
f(xk−1)f

T(xk−1)

×N(xk−1; x̂
+
k−1,P

+
k−1)dxk−1

− x̂−
k (x̂

−
k )

T +Qk, (13)

ẑk =

∫
h(xk)N(xk; x̂

−
k ,P

−
k )dxk, (14)

Pz =

∫
h(xk)h

T(xk)N(xk; x̂
−
k ,P

−
k )dxk

− ẑ−
k (ẑ−

k )T +Rk, (15)

Pxz =

∫
xkh

T(xk)N(xk; x̂
−
k ,P

−
k )dxk

− x̂−
k (ẑ

−
k )T, (16)

式中, N(x; x̂,Px)为高斯概率密度函数, 且随机
变量x的均值为 x̂, 协方差矩阵为Px; x̂−

k 为 k时

刻的先验状态估计, P−
k 为先验误差协方差矩

阵, ẑk为量测预测值, Pz为量测预测协方差矩
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阵, Pxz为交叉协方差矩阵. 从 (12)—(16)式可
以看出, 非线性卡尔曼滤波的关键是计算形如∫

Rn

g(x)N(x; x̂,Px)dx的多维向量函数积分, 其

中, g(x)为任意非线性函数. 又因为该积分具有如
下等价表示 [3]:∫

Rn

g(x)N(x; x̄,Px)dx

=
1√
πn

∫
Rn

g(
√
2Pxx+ x̄) e−xTxdx. (17)

结合积分准则 (10), 可以得到非线性函数的高斯加
权积分为∫

Rn

g(x)N(x; x̄,Px)dx

=
A√
πn

[g(
√
2Pxp+x̄)+g(−

√
2Pxp+x̄)]

+
B√
πn

n∑
i=1

[g(
√
2Pxqi+x̄)+g(−

√
2Pxqi+x̄)]

+
C√
πn

C2
n∑

i=1

[g(
√
2Pxsi+x̄)+g(−

√
2Pxsi+x̄)].

(18)
从 (18)式可以看出, 与积分点相对应的权重

分别为
A√
πn

, B√
πn
和

C√
πn

, 因此, 权重的正负完

全取决于A, B和C的值. 文献 [20]指出A, B和C

均为正值, 从而确保了本文算法的数值计算稳定
性. 用q =

[
q1 q2 · · · qn

]
表示由qi组成的矩阵,

用s =
[
s1 s2 · · · sC2

n

]
表示由si组成的矩阵. 在

贝叶斯滤波算法框架下, 利用 (18)式可以推导出逼
近积分点个数下限的 5-CKF算法, 其具体的计算
步骤如下.

步骤1 滤波初始化x̂+
0 = E(x0),

P+
0 = E[(x0 − x̂+

0 )(x0 − x̂+
0 )

T].
(19)

循环k = 1, 2, · · · , 完成以下步骤.
步骤2 时间更新

计算容积点

x̂
(i)
k−1=



x̂+
k−1 +

√
2P+

k−1[p − p]i,

i = 1, 2,

x̂+
k−1 +

√
2P+

k−1[q − q]i−2,

i = 3, · · · , 2n+ 2,

x̂+
k−1 +

√
2P+

k−1[s − s]i−2n−2,

i = 2n+ 3, · · · , 2C2
n + 2n+ 2;

(20)

计算容积点的非线性传递

X
(i)
k = f(x̂

(i)
k−1); (21)

计算先验状态估计

x̂−
k =

A√
πn

2∑
i=1

X
(i)
k +

B√
πn

2n+2∑
i=3

X
(i)
k

+
C√
πn

2C2
n+2n+2∑

i=2n+3

X
(i)
k ; (22)

计算先验误差协方差矩阵

P−
k =

A√
πn

2∑
i=1

(X
(i)
k − x̂−

k )(X
(i)
k − x̂−

k )
T

+
B√
πn

2n+2∑
i=3

(X
(i)
k − x̂−

k )(X
(i)
k − x̂−

k )
T

+
C√
πn

2C2
n+2n+2∑

i=2n+3

(X
(i)
k − x̂−

k )(X
(i)
k − x̂−

k )
T

+Qk−1. (23)

步骤3 量测更新

计算容积点

x̂
(i)
k =



x̂−
k +

√
2P−

k

[
p −p

]
i
,

i = 1, 2,

x̂−
k +

√
2P−

k

[
q −q

]
i−2

,

i = 3, · · · , 2n+ 2,

x̂−
k +

√
2P−

k

[
s −s

]
i−2n−2

,

i = 2n+ 3, · · · , 2C2
n + 2n+ 2;

(24)

计算容积点的非线性传递

Z
(i)
k = h(x̂

(i)
k ); (25)

计算量测预测值

ẑk =
A√
πn

2∑
i=1

Z
(i)
k +

B√
πn

2n+2∑
i=3

Z
(i)
k

+
C√
πn

2C2
n+2n+2∑

i=2n+3

Z
(i)
k ; (26)

计算量测误差协方差矩阵

Pz =
A√
πn

2∑
i=1

(Z
(i)
k − ẑk)(Z

(i)
k − ẑk)

T

+
B√
πn

2n+2∑
i=3

(Z
(i)
k − ẑk)(Z

(i)
k − ẑk)

T

+
C√
πn

2C2
n+2n+2∑

i=2n+3

(Z
(i)
k − ẑk)(Z

(i)
k − ẑk)

T
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+Rk; (27)

计算交叉协方差矩阵

Pxz =
A√
πn

2∑
i=1

(x̂
(i)
k − x̂−

k )(Z
(i)
k − ẑk)

T

+
B√
πn

2n+2∑
i=3

(x̂
(i)
k − x̂−

k )(Z
(i)
k − ẑk)

T

+
C√
πn

2C2
n+2n+2∑

i=2n+3

(x̂
(i)
k − x̂−

k )(Z
(i)
k − ẑk)

T.

(28)
步骤4 状态更新

计算卡尔曼滤波增益

Kk = PxzP
−1
z ; (29)

计算后验状态估计

x̂+
k = x̂−

k +Kk(zk − ẑk); (30)

计算后验误差协方差矩阵

P+
k = P−

k −KkPzK
T
k . (31)

4 低轨卫星实时定轨数学模型

4.1 卫星轨道动力学模型

对于运行在近地轨道上的卫星, 地球J2项非

球形摄动和大气阻力摄动是卫星所受到的最主要

的摄动力. 在J2000地心惯性坐标系 (O-XY Z)中,
考虑上述两种摄动影响, 卫星的轨道动力学模型为

ẋ = vx,

ẏ = vy,

ż = vz,

v̇x =
µx

r3

[
J2

(
Re
r

)(
7.5

z2

r2
− 1.5

)
− 1

]
+fax + fx,

v̇y =
µy

r3

[
J2

(
Re
r

)(
7.5

z2

r2
− 1.5

)
− 1

]
+fay + fy,

v̇z =
µz

r3

[
J2

(
Re
r

)(
7.5

z2

r2
− 4.5

)
− 1

]
+faz + fz,

r =
√
x2 + y2 + z2,

(32)

式中, X =
(
x y z

)T
为卫星在O-XY Z中的位置

矢量, Ẋ =
(
vx vy vz

)T
为卫星在O-XY Z中的速

度矢量, J2为带谐项系数, µ为地球引力常数, Re

为地球半径,
(
fx fy fz

)T
为地球高阶非球形摄动、

三体引力摄动和太阳光压摄动等之和在三个坐标

轴上的分量, 在研究中可以等效成零均值的高斯白
噪声. fa =

(
fax fay faz

)T
为大气阻力摄动, 具体

的表达式为

fa = −1

2

cdA

m
ρdvrelvrel, (33)

式中, cd为大气阻力系数; A

m
为卫星面质比; ρd为

大气密度; vrel为卫星与大气间的相对速度, 假设大
气随着地球转动, 则有

vrel = Ẋ − ω ×X, (34)

其中, ω = ωe ×
(
0 0 1

)T
为地球旋转角速度矢

量, ωe为地球自转角速度. 用四阶龙格库塔法将
(32)式写成如下离散形式:

Xk = f(Xk−1) +wk−1, (35)

式中, Xk =
(
xk yk zk vx,k vy,k vz,k

)T
为 k时刻

的轨道状态, wk为系统噪声.

4.2 地面雷达量测模型

雷达测量模型建立在雷达地平坐标系 (O-
XhYhZh)中, 而轨道模型建立在O-XY Z中, 因此
需要利用WGS84地球固连坐标系 (O-XeYeZe)实
现从O-XY Z到O-XhYhZh的转换. 假设卫星在O-
XY Z中的轨道状态为

(
X Ẋ

)T
, 在O-XeYeZe中

的轨道状态为
(
Xf Ẋf

)T
, 在O-XhYhZh中的轨道

状态为
(
Xh Ẋh

)T
, 分两步完成轨道状态的转换.

步骤1 从O-XY Z到O-XeYeZe的转换

转换矩阵为MW
J = MPwMRoMNuMPr, 其

中, MPr为岁差矩阵, MNu为章动矩阵, MRo为

地球自转矩阵, MPw为极移矩阵, 进而可以得到

Xf = MW
J X, (36)

Ẋf = MW
J Ẋ + ṀW

J X. (37)

这里转换矩阵的导数ṀW
J 如下式所示:

ṀW
J =

d(MPwMRoMNuMPr)

dt

≈MPw
d(MRo)

dt MNuMPr, (38)
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其中
d(MRo)

dt 为地球自转矩阵的导数矩阵,

d(MRo)

dt =


0 ωe 0

−ωe 0 0

0 0 0

 ·MRo. (39)

将 (36)和 (37)式写成矩阵形式为Xf

Ẋf

 =

MW
J 0

ṀW
J MW

J

X
Ẋ

 . (40)

步骤2 从O-XeYeZe到O-XhYhZh 的转换

转换矩阵MH
W 为

MH
W =


− sinλ cosλ 0

− sinφ cosλ − sinφ sinλ cosφ

cosφ cosλ cosφ sinλ sinφ

 , (41)

式中, λ为雷达地心经度, φ为雷达地心纬度, 同
时可以换算成雷达在O-XeYeZe中的地心坐标

Xc =
(
xc yc zc

)T
, 于是得

Xh = MH
W (Xf −Xc), (42)

Ẋh = MH
W Ẋf, (43)

写成矩阵形式为Xh

Ẋh

 =

MH
W 0

0 MH
W

Xf

Ẋf


−

MH
WXc

0

 . (44)

将 (40)式代入 (44)式可得Xh

Ẋh

 =

MH
W 0

0 MH
W

MW
J 0

ṀW
J MW

J

X
Ẋ


−

MH
WXc

0

 . (45)

于是, 便得到轨道状态从O-XY Z到O-
XhYhZh的转换, 如 (45)式所示. 为了得到O-
XhYhZh中的量测值与轨道状态的关系, 将Xh和

Ẋh写成具体向量的形式为Xh =
(
xh yh zh

)T
,

Ẋh =
(
ẋh ẏh żh

)T
, 则雷达的测距值R、测速值

Ṙ、方位角A和俯仰角E与轨道状态之间的几何

关系为



R =
√
x2

h + y2h + z2h,

Ṙ =
(xhẋh + yhẏh + zhżh)√

x2
h + y2h + z2h

,

A = arctan yh
xh

,

E = arctan zh√
x2

h + y2h
.

(46)

(46)式可以写成如下离散量测方程的形式:

Zk = h(Xk) + vk, (47)

式中, Zk =
(
Rk Ṙk Ak Ek

)T
为k时刻的量测值,

vk为量测噪声. 至此, (35)式与 (47)式便构成与
(11)式相对应的实时滤波定轨所需的状态方程和
量测方程.

5 仿真实验与分析

首先, 用两个非线性系统滤波算例来验证本文
算法的性能.

算例1 考虑如下包含三角函数、乘方运算以

及指数运算的三维强非线性系统:
x1,k+1

x2,k+1

x3,k+1

 =


3 sin2(x2,k)

x1,k + e−0.05x3,k

0.2x1,k(x2,k + x3,k)

+


1

1

1

wk,

zk = cos(x1,k) + x2,kx3,k + vk,

式中, Q = 0.1, R = 1, 滤波初值为 x̂0 =[
0 0 0

]T
. 将本文提出的算法与标准CKF, 5-CKF,

5-SSRCKF和HDCQKF算法相对比, 仿真步长为
1, 仿真步数为 100, 采用均方根误差 (root mean
square error, RMSE)来描述估计精度, 运行 1000
次Monte Carlo仿真. 仿真结果如图 1所示, 统计
RMSE的平均值和算法运行时间列于表 2 .

30 40 50 60 70 80
0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

Time

R
M

S
E

 

 

CKF

5-CKF

5-SSRCKF

HDCQKF

Proposed algorithm

图 1 (网刊彩色)五种算法滤波RMSE值
Fig. 1. (color online) RMSE of five filtering algorithms.
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表 2 五种算法滤波平均RMSE值和运行耗时
Table 2. Mean RMSE and execution time of five fil-
tering algorithms.

Algorithm RMSE Execution time/s
CKF 0.6151 20.10
5-CKF 0.5383 43.84

5-SSRCKF 0.5311 44.59
HDCQKF 0.5336 77.01

Proposed algorithm 0.5397 39.32

算例2 考虑如下非线性系统模型, 该模型是
验证非线性滤波算法性能的常用模型, 系统状态模
型和量测模型为xk = 3 cos(xk−1) + qk−1,

zk =
√
1 + xT

kxk + vk,

其中k = 1, 2, · · · , N . 滤波初值为 x̂0 = 0n×1, 考
虑系统维数n = 5和n = 7两种情况, 系统噪声与
量测噪声均为零均值单位协方差高斯白噪声. 仿真
步长为 1, 步数为 100, 执行 1000次Monte Carlo仿
真, 结果如图 2所示, 统计平均RMSE和算法运行
耗时, 列于表 3 .

从以上算例 1和 2的结果可以看出, CKF算法
执行所需的时间最短, 这是因为CKF采用三阶球
面 -径向容积准则, 容积点个数少, 但该准则仅具有
三阶精度, 在系统具有强非线性时的滤波精度要低
于五阶滤波算法. 以本文算例为例, 在算例1中, 相
比CKF, 本文算法将滤波精度提高了 12.26%. 在
算例 2中, 相比CKF, 本文算法将滤波精度分别提
高了 10.91%和 5.72%. 算例中对比的四种五阶算
法的滤波精度相当, 而由于本文采用的五阶容积准
则逼近容积点个数的下限, 因此本文算法在保持五
阶滤波精度的同时具有最高的计算效率.

在通过上述两个算例验证本文算法性能之后,
将本文算法应用于地基实时定轨之中, 图 3所示
为卫星地面模拟器, 其上运行高精度轨道预报算

法, 该算法考虑了地球高阶非球形引力、大气阻
力、太阳光压、三体引力和潮汐等摄动影响. 其中,
考虑 21阶地球模型, 大气阻力系数 cd = 2.2, 卫星
面质比为 0.02 m2/kg, 大气密度模型采用Jacchia-
Roberts模型, 太阳光压系数 cr = 1. 实验中考虑卫
星的轨道历元为 2016年 9月 1日 16:00:00 (UTC),
轨道六根数分别为

a = 7028.14 km, e = 0, i = 80.7◦,

Ω = 63.8◦, ω = 0◦, f = 107.1◦.

30 40 50 60 70 80

2.2
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3.2
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R
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CKF

5-CKF

5-SSRCKF

HDCQKF

Proposed algorithm
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2.4

2.6

2.8

3.2

3.0

3.0

3.4

Time

R
M

S
E

 

 
CKF

5-CKF

5-SSRCKF

HDCQKF

Proposed algorithm

(a)

(b)

图 2 (网刊彩色)五种算法滤波RMSE值 (a) 五维系统;
(b) 七维系统
Fig. 2. (color online) RMSE of five filtering algorithms:
(a) Five dimension system; (b) seven dimension system.

表 3 五种算法滤波平均RMSE值和运行耗时
Table 3. Mean RMSE and execution time of five filtering algorithms.

Algorithm
5 dimension 7 dimension

RMSE Execution time/s RMSE Execution time/s

CKF 2.7609 20.57 2.8186 22.10

5-CKF 2.4615 49.97 2.6742 75.71

5-SSRCKF 2.4520 46.83 2.6459 68.15

HDCQKF 2.4564 86.23 2.6578 138.69

Proposed algorithm 2.4596 39.78 2.6573 53.71
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图 3 卫星模拟器

Fig. 3. Satellite simulator.

雷达经纬度和卫星过境时间如图 4所示, 雷
达最低测量仰角为 10◦, 假设雷达测距误差为
60 m, 测速误差为0.1 m/s, 测角误差为0.02◦. 滤波
初值为

X0 =(
2568800 6080140 2389465 −2174 −1833 6973

)T
.

前述算例已经表明, 五阶算法的滤波精度要高
于标准CKF,故此处不再考虑CKF算法,而将本文
提出的算法与 5-CKF, 5-SSRCKF和HDCQKF算
法进行对比, 用RMSE来评价定轨精度, 运行 200
次Monte-Carlo仿真, 结果如图 5 —图 8所示, 统计
300—530 s内平均定位RMSE和平均定速RMSE
并列于表 4 , 可以看出, 四种算法的收敛速度基本
一致, 定轨精度基本相同.

对比四种算法的积分点个数和运行 200次
Monte-Carlo仿真所需的时间列于表 5 , 可见在同
等定轨精度的条件下, 本文提出的算法所需的积分
点个数最少, 算法运行所需的时间最短, 因此实时
性最高.

Satellite

Radar 
(36.52°, 113.47°)

2016 9 1 22:07:20  (UTC)

2016 9 1 22:16:10 (UTC)

图 4 实时定轨示意图

Fig. 4. Schematic diagram of orbit determination.

表 4 300—530 s平均定轨RMSE
Table 4. Mean RMSE of orbit determination during
300–530 s.

Algorithm
Mean position

RMSE/m
Mean velocity
RMSE/m·s−1

5-CKF 22.291 0.117

5-SSRCKF 22.259 0.117

HDCQKF 22.108 0.117

Propose algorithm 22.105 0.118

表 5 三种算法积分点个数与执行时间

Table 5. The number of quadrature points and execu-
tion time of three algorithm.

Algorithm
Number of

cubature points
Execution
time/s

5-CKF 73 347.34

5-SSRCKF 57 279.78

HDCQKF 144 677.23

Proposed algorithm 44 233.43
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图 5 (网刊彩色) 1—10 s定轨RMSE (a)位置RMSE; (b)速度RMSE

Fig. 5. (color online) RMSE of orbit determination during 1–10 s: (a) Position RMSE; (b) velocity RMSE.
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图 6 (网刊彩色) 150—200 s定轨RMSE (a)位置RMSE; (b)速度RMSE

Fig. 6. (color online) RMSE of orbit determination during 150–200 s: (a) Position RMSE; (b) velocity RMSE.
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图 7 (网刊彩色) 300—350 s定轨RMSE (a)位置RMSE; (b)速度RMSE

Fig. 7. (color online) RMSE of orbit determination during 300–350 s: (a) Position RMSE; (b) velocity RMSE.
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图 8 (网刊彩色) 450—500 s定轨RMSE (a)位置RMSE; (b)速度RMSE

Fig. 8. (color online) RMSE of orbit determination during 450–500 s: (a) Position RMSE; (b) velocity RMSE.
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6 结 论

本文提出了一种新的逼近积分点个数下限的

5-CKF定轨算法, 采用一种数值容积准则对非线性
函数的高斯加权积分进行近似, 并在贝叶斯滤波算
法框架下推导出算法的更新步骤. 该算法所需的积
分点个数为n2+n+2,比五阶代数精度容积准则的
积分点个数理论下限仅多一个, 相比已有的五阶容
积滤波算法, 比5-CKF少n2−n−1, 比5-SSRCKF
少 2n + 1, 可见该算法降低了计算的复杂度, 有效
提高了算法的实时性, 且随着系统状态维数的增
加, 该算法的优势更加明显. 在地基雷达对低轨卫
星实时定轨的仿真实验中, 本文算法的定轨精度
与 5-CKF, 5-SSRCKF算法定轨精度相当, 定位精
度均为22 m左右, 定速精度均为0.11 m/s左右, 但
算法的运行时间最短, 运行 200次Monte-Carlo仿
真相比 5-CKF少了 113.91 s, 相比 5-SSRCKF少了
46.35 s, 从而验证了该算法的有效性. 虽然该算法
在保持五阶滤波精度的同时具有相比其他算法更

高的计算效率, 但仅针对系统维数 2 6 n 6 7时有

效, 然而该维数范围已经可以满足大部分的应用
需求.
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Abstract

With more satellites launched into orbits during recent years, monitoring and cataloging of satellites play an

important role in improving the utilization rate of space resource and alleviating the pressure of orbit resource. Ground-

based radar, a kind of sensor in space surveillance system, does not consider the influences of the weather and other special

circumstances. And it is a key technology in space target tracking by using the measurement data for real-time orbit

determination. Due to the influence of orbital perturbation, the satellite orbital dynamic model is a nonlinear system.

The optimal estimation of the orbital state can be achieved by means of nonlinear filtering based on the measured ranging,

velocity and angle data with measurement noise, which is the essence of real time orbit determination and has important

research value. The extended Kalman filter (EKF) and unscented Kalman filter (UKF) are most widely used nonlinear

Kalman filters. However, the first-order Taylor expansion of nonlinear function in EKF degrades the filtering accuracy.

And the weight value in UKF might be negative for the high-dimensional system, which may directly affect the filtering

stability. As an important method in nonlinear filtering, cubature Kalman filter (CKF) has better accuracy and stability

than UKF. However, CKF only has third-degree filtering accuracy. In order to improve the filtering accuracy further,

some fifth-degree cubature Kalman filters are proposed, mainly including the fifth-degree cubature Kalman filter and the

fifth-degree spherical simplex-radial cubature Kalman filter. The optimality of the radial integral cannot be guaranteed

by using the moment matching method in these fifth-degree filters, so a high-degree cubature quadrature Kalman filter

(HDCQKF) is proposed. The radial integral is calculated using the high-degree Gauss-Laguerre formula in HDCQKF.

However, the aforementioned filtering algorithm leads to an increase in the number of cubature points, thereby improving

the accuracy, and the number of cubature points increases polynomially with the increase of system dimension. Once

the algorithm is applied to a high-dimensional system, or the processor has a relatively poor performance, it may impose

a heavier computing burden, thus the real-time performance decreases. Therefore, it is necessary to study how to reduce

the computational complexity of the fifth-degree filtering algorithm. In order to improve the real-time performance of

orbit determination on condition that the accuracy of orbit determination is kept, a novel fifth-degree cubature Kalman

filter for orbit determination is proposed at the lower bound approaching to the number of cubature points. The key

problem in the nonlinear Kalman filter is to calculate the multidimensional integral in the form of “nonlinear function ×

Gaussian probability density function”, and the integral is approximated using a fifth-degree numerical cubature rule, in

which the number of cubature points required is only one more than the theoretical lower bound. The abovementioned
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cubature rule is embedded into the nonlinear Kalman filtering framework, from which the update steps of the novel

cubature Kalman filter are derived. Then, the equations of state and measurement for real-time orbit determination are

obtained. The J2 perturbation and atmospheric drag perturbation are taken into account in the state equation, and

the coordinate transformation is used to derive the nonlinear relationship between the orbital state and measurement

element. The simulation results show that the proposed fifth-degree cubature Kalman filter can achieve a higher filtering

accuracy than the CKF and the same accuracy as the existing fifth-degree filters, but has the fewest cubature points

and the best real-time performance, which proves the effectiveness of the proposed algorithm.

Keywords: cubature Kalman filter, fifth-degree algebraic precision, cubature point, orbit determination
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