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单开口膜泡形状转变的研究∗

梁月凤 张劭光†

(陕西师范大学物理学与信息技术学院, 西安 710119)

( 2017年 4月 15日收到; 2017年 5月 5日收到修改稿 )

基于双层耦合模型, 先通过求解无黏附能情况下满足给定边界条件的欧拉 -拉格朗日方程组, 找到了约化
面积差∆a稍大于 1的内凹开口形状解, 并发现以往Umeda和Suezaki (2005 Phys. Rev. E 71 011913)给出
的杯形解是对应∆a < 1 的另一支解, 该支解在∆a趋于 1时开口是外凸的. 进而在无黏附能和有黏附能的情
况下对开口膜泡的两支解进行了深入研究, 发现在∆a = 1附近这两支解之间有一个间隙, 在该间隙内不存在
开口解. 随着黏附半径的增大, 该间隙的位置较缓慢地向右移动. 在∆a = 1附近, 在无黏附能时的闭合形状
只有球形一个解, 而在有黏附能的情况下, 闭合形状在 1附近的一个区间内都有解. 在无黏附及有黏附情况下
的计算结果都表明这两支开口解及闭合形状属于不同的分支, 它们之间不能连续演化. 在间隙右侧的这一支
解随着∆a的增大可以通过自交形状连续地演化到开口哑铃形. 在有黏附的情况下, 在∆a参数空间, 同一支
解会发生折叠, 即出现同一∆a值对应多个解 (形状)的情况, 这在以往双层耦合模型的计算中没有出现过. 讨
论了∆a对无黏附和有黏附开口膜泡的形状和能量的影响.

关键词: 开口膜泡, 双层耦合模型, 黏附
PACS: 87.16.D–, 82.70.Uv DOI: 10.7498/aps.66.158701

1 引 言

近年来, 人们对开口膜泡和黏附膜泡的研究有
了较多的重视, 这是因为膜泡的黏附不仅对膜泡
适应周围环境有重要作用, 而且在许多生命进程
中是必不可少的, 诸如细胞的外排和内吞以及膜
的融合 [1,2]. 黏附膜泡可以作为载体实现药物的输
送 [3,4], 膜与固体基底 (或媒的作用物)之间的作用
机理可以应用于生物传感器 [5,6]. 因此, 研究生物
膜泡的黏附具有重要的医学价值, 对毒理学模型、
人造器官、活性药物筛选等应用领域都有很重要的

理论指导意义.
过去人们对黏附膜泡的研究集中于闭合形状.

Seifert和Lipowsky [7]考虑了黏附能后提出了一个

简化模型, 最先对闭合黏附膜泡进行了较系统的计

算; 随后, Capovilla和Guven [8]从力学平衡的角度

讨论了黏附边界满足的几何条件, 测出了膜泡黏附
在固定培养基上的黏附能; Tordeux和Fournier [9]

提出一种测量黏附能的新方法, 还通过控制黏附
梯度提出一种测量小尺度黏附膜泡尺寸的方法;
Rosso和Virga [10]研究了膜泡黏附在固定培养基上

的平衡态. 最近, Das和Du [11]研究了膜泡的转变

和培养基形状之间的关系, 他们还构造了一个预测
膜泡形状的解析解.

近年来对开口膜泡的研究也取得了一些进展.
实验上, Saitoh等 [12]通过向水溶液中类脂膜泡加

入一定浓度的类膜性质的蛋白质Talin分子, 观察
到了一些杯形、管状和双分子层等形状的开口膜

泡. 在理论研究上, Capovilla等 [13]首先用场论方

法给出了一般情况下开口膜泡的形状方程和边界

条件; Tu和Ouyang [14]将外微分法用于处理曲面
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上的问题, 给出了自发曲率 (SC)模型下的形状方
程和边界条件; Umeda和Suezaki [15]基于面积差弹

性 (ADE)模型首次用弛豫法数值计算得到了一些
能够与实验上观察到的形状对应的球形附近的一

些开口膜泡形状; Kang等 [16,17]首先给出了哑铃形

开口膜泡; 孔祥波和张劭光 [18]给出了双开口哑铃

形, 并研究了单开口和双开口及闭合哑铃形之间
的相变; Ni等 [19]研究了有黏附情况下的开口膜泡,
并给出了一些形状.

目前还缺乏对开口膜泡及开口黏附膜泡的系

统研究. 关于开口膜泡的研究, 也还存在一些问题:
例如还没有在双层耦合 (BC)模型下进行过计算,
由于BC模型可以给出约化面积差, 这是膜泡形状
的一个重要参数, 而且是实验可以测量的一个量,
因而以往在研究闭合膜泡时一般是先给出BC模型
下的相图, 再在此基础上研究ADE模型的相图; 而
且目前得到的各支解的关系还不清楚; Umeda和
Suezaki [15]宣称杯形膜泡可以连续地变为闭合球

形, 而开口膜泡和闭合膜泡处于不同的拓扑结构,
它们之间是否能连续转变? 另外他们得到的杯形
解与Kang等 [16,17]得到的开口哑铃形之间有什么

关系? 为何Umeda和Suezaki [15]宣称得不到这样

的解?
另一方面对开口黏附膜泡的研究还很有限, 为

了研究开口黏附膜泡及其相图, 首先应该找出尽可
能多的分支解, 并对解的行为有较全面的把握.

本文在BC模型下, 通过系统地研究这些解随
参数的演化行为来回答这些问题. 第二部分先对
BC模型及计算方法做一概述; 第三部分别讨论在
无黏附和有黏附模型下的计算结果; 第四部分给出
结论.

2 理论基础

2.1 BC模型

生物膜泡形状的曲率模型最初是为解释红血

球的双凹形状而提出的 [20,21], 先忽略膜的厚度, 把
生物膜看成一个二维曲面, 膜泡的曲率能为

Fb =
1

2
kc

∫∫
(C1 + C2)

2dA

+ kG

∫∫
KdA, (1)

其中C1和C2是两个主曲率, H =
1

2
(C1+C2)为平

均曲率, K = C1C2为高斯曲率, kc为局域弯曲模

量, kG为高斯弯曲模量. 如曲面的拓扑结构不改
变, 由高斯 -波涅定理, 第二项贡献一常数, 因而可
以忽略.

再加上开口处的线张力能及黏附能, 开口黏附
膜泡的总能量可以表示为

E = Fb + γ

∮
∂l

dl − ωA∗, (2)

(2)式中的第一项为曲率能, 第二项为开口处线张
力能, 第三项为黏附能; γ是线张力系数, ω是黏附
系数, A∗代表黏附面积, dl代表开口边缘处的长度
微元.

再考虑双层膜之间的不对称性. 一种方法是
引入自发曲率C0, 这是Helfrich [22]最先引进的, 以
解释铁饼及哑铃形状能量的简并, 该模型称为SC
模型.

另一种理解双层之间不对称的模型是BC模
型 [23,24]. 该模型认为膜泡形成时, 两层的面积差保
持不变, 即假定在形变过程中两单层之间不交换磷
脂分子, 两单层之间的面积差在一级近似下可写为
膜的厚度D乘以2倍的平均曲率的积分,

∆A = Aex −Ain = 2DM, (3)

其中

M =

∫∫
HdA. (4)

因为D为常数, 保持两层之间面积差不变相当于加
了一个对M的约束, 因此体系的自由能为

F = E + λ

∫∫
dA+QM, (5)

其中λ是保持A为常数的拉氏乘子, Q是保持M为

常数的拉氏乘子. 可见M是描述曲面形状的一个

重要参数, 后面将引入无量纲的约化面积差∆a来

描述它.
给定自由能后, 因为开口膜泡的内外渗透压为

零, 所以没有体积约束项. 膜泡的平衡形状由自由
能的一阶变分为零, 即 δ(1)F = 0得到 [25,26].

相比于SC模型, BC模型与类脂双层膜的实际
情况更加符合. 在BC模型的基础上, 如放宽对两
层之间的面积差, 即认为两层之间的面积差有一最
优化值∆A0, 而在形变过程中, 实际的面积差可以
偏离该最优化值∆A0, 但要消耗一非局域弹性能

Fel =
kel
2

π

AD2
(∆A−∆A0)

2 , (6)
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该模型称为ADE模型 [27]. 在ADE模型下以最优
化面积差∆A0(或约化的∆a0)为参量, ∆A0是一个

目前实验还无法测量的参量.
因为以上三种模型的解集是相同的, 以往的计

算中都是先计算BC模型的形状, 再通过映射的方
法得到ADE模型下的形状 [27]. 在目前的弛豫法的
计算中 [15,18]简化了该过程, 不借助于BC模型, 而
是直接给出ADE模型下的形状. 但相应的计算结
果以∆A0(或约化的∆a0)为参量, 而没有给出实际
面积差∆A(或约化面积差∆a)的值. 目前对开口
膜泡及黏附膜泡还没有在BC模型下的计算结果
发表.

2.2 旋转对称膜泡参数化

对于旋转对称开口黏附膜泡, 其形状可由一平
面曲线绕对称轴旋转得到, 图 1是膜泡的参数示意
图, S ∈ [0, S1]代表膜泡轮廓线的弧长, 膜泡与黏
附衬底或培养基接触边界的弧长S = S0 = 0, 开
口端的弧长S = S1; 参数φ代表曲线切线与水平

线的夹角; z轴为旋转对称轴; r轴与培养基的方

向重合, r代表曲线上一点到旋转对称轴的距离,
且满足关系式 ṙ = cosφ, ż = sinφ; 膜泡的黏附
半径用Rcon来表示 (在没有黏附的情况下, 则Rcon

取为零). 平均曲率和高斯曲率可以相应地表示为

H =
1

2

(
φ̇ +

sinφ

r

)
和K = φ̇

sinφ

r
, φ̇ 代表φ对

弧长的导数. 在此参数化表示下, 文中分别给出
无黏附情况下 [15,17,18]及有黏附情况下 [19]膜泡的

Euler-Lagrange方程及其满足的边界条件, 这时相
应的方程是一组常微分方程组, 可以通过打靶法
求解给定边界条件下的相应的Euler-Lagrange方
程组.

S0

S ϕ

S1

Rcon r

z

图 1 开口黏附泡参数图

Fig. 1. Schematic picture of the adhesive opening-up
vesicle.

2.3 计算方法

关于在BC模型下计算黏附膜泡的详细方法,
我们将在后续的论文中详细讨论. 在计算中有
四个参数, 总面积A、面积差∆A、线张力系数 γ

和黏附系数ω. 由于总能量 (2)式具有标度不变
性 [27,28], 若一个膜泡的参数方程为 {r(S), z(S)},
另一膜泡的参数方程为 {r′(S), z′(S)}, 若这两个
形状相似, 即 {r(S), z(S)} = β{r′(S), z′(S)}, 则总
面积A = β2A′, 黏附面积πR2

con = β2πR′2
con, 开

口处的长度

∮
∂l

dl = β

∮
∂l′

dl′. 则只要γ = γ′/β,

ω = ω′/β2, ∆A = β2∆A′, 两膜泡的能量就是相等
的. 因此定义膜泡的约化半径

R0 =

√
A

4π
, (7)

并定义约化面积差

∆a =
M

4πR0
, (8)

则两相似形状的∆a必定是相同的; 并在此基础上
定义无量纲的参数

γ̂ =
γR0

kc
, (9)

ω̂ =
ωR2

0

kc
, (10)

其中, γ̂称为约化线张力系数, ω̂称为约化黏附系

数. 只要两个形状是相似的, 则∆a必定是相同的,
并且如这两个形状的 γ̂和 ω̂相同, 则这两个相似形
状的总能量必定是相同的. 因此这四个参数只有三
个是独立的. 本文的计算中固定总面积A, 例如取
为4π, 即约化半径R0取为 1, 因而计算中只有三个
独立参量∆a, γ̂和 ω̂.

3 数值计算结果

3.1 无黏附膜泡的计算结果

Umeda和Suezaki [15]研究了球形附近的开口

膜泡, 他们发现了两端开口的管形和烟囱形, 以及
一端开口的杯形解, 这些形状开口处都是外凸的.
他们宣称当∆a0 > 1.23时没有发现开口膜泡. 而
我们小组发现在大的∆a0值下仍然有解, 例如单开
口及双开口哑铃形. 其中单开口哑铃形的∆a0最大

值可以取到 1.725 [18], 那么单开口哑铃形膜泡与杯
形膜泡是否是同一支解, 即在参数空间中可否通过

158701-3
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连续的参数变化从一支得到另一支, 仍然是一个待
解决的问题.

以往的计算是在ADE模型下进行的, 即在给
定优化面积差∆a0的情况下计算平衡形状, 而通常
得到的平衡形状的∆a值并不等于∆a0. 虽然每一
个平衡形状解出, 它的∆a值就可知, 但文献中并
没有给出该值 [15,18]. 为了与以往的结果进行比对,
我们也用ADE模型进行了独立计算, 并得到了文
献 [15, 18]的所有结果, 发现在其参数范围所得到
的形状开口都是外凸的. 以杯形膜泡为例, 在不同
的线张力系数下, 当∆a0值增加时, 开口半径都趋
于0, 膜泡的外形都趋于球形, 发现这些形状的实际
∆a值都是小于 1的. 我们发现该支解确实无法在
参数空间中连续地趋向于单开口哑铃形状.

为了得到∆a值稍微大于1的解, 我们在BC模
型下进行了计算. 因为在BC模型下控制的参量是
∆a, 这样更利于找到给定∆a值的形状.

对于一个给定的分支, ∆a在一定程度上反映

了膜泡的形状, 在数值计算中, 可以通过给定∆a来

寻找相应的解, 然后对∆a进行循环, 就可得到这一
支解中的所有形状. 但由于∆a > 1与∆a < 1属于

不同的分支, 因此为了确定∆a > 1的分支解是否

存在, 必须独立寻找试验参数, 并用打靶法去确定
相应的解是否存在. 一旦一个分支解找到后, 还可
以对约化线张力系数进行循环以研究形状随线张

力系数的变化规律, 这是以后工作中的一个任务.
在本文中取约化线张力系数 γ̂ = 0.1. 最终我们发
现∆a值在1附近存在两支解, 结果示于图 2中.

我们发现∆a趋近于 1时, ∆a < 1的这一支解

的开口是外凸的, 而∆a > 1的这一支解的开口是

内凹的, 而且这两支解无法从一支连续地变到另
一支.

∆a < 1时的这一支解在以往文献中被称为杯

形解 [15,18]. 随着∆a值的减小, ∆a < 1的这一支解

可以连续地趋向于盘形. 随着∆a值的增加, 这支
解是从平坦的盘形逐渐变成杯形. 随着∆a值的继

续增加, 杯形膜泡的口逐渐减小, 并且开口慢慢变
得外凸, 最后变成接近闭合球形且开口处外凸的形
状, 如图 2中的A3和A4所示, 其中A4在开口处的

放大图见图 3 .
而∆a > 1的这一支解是我们新发现的, 它无

法通过∆a < 1的外凸形解连续地改变参数得到,
而必须对参数的猜测值进行扫描而独立地去寻找.

随着∆a值趋向于 1, 该形状趋向于接近闭合球形
且开口处内凹的形状, 如图 2中的B1所示. 而且随
着∆a值的增大, 这一支解将连续地演变到我们小
组先前发现的单开口哑铃形 [18]. 首先, 随着内凹的
增多, 该支解先变成自交的形状 (B2), 然后自交消
失而演变成脖子很细的开口哑铃形 (B3), 然后颈部
变粗 (B4),又进一步变细,同时开口变小,最后演变
成接近闭合哑铃形的开口很小且外凸的形状 (B5).
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图 2 无黏附时约化总能量随∆a的变化, 图中亦给
出了一些典型∆a值对应的形状, 其中A1(∆a = 0.6),
A2(∆a = 0.95), A3(∆a = 0.98), A4(∆a = 0.9999),
B1(∆a = 1.05), B2(∆a = 1.09), B3(∆a = 1.1184),
B4(∆a = 1.27), B5(∆a = 1.4055)
Fig. 2. The reduced total energy of the vesicles as
a function of the reduced area difference ∆a without
adhesion. The figure also shows some typical shapes
with A1(∆a = 0.6), A2(∆a = 0.95), A3(∆a = 0.98),
A4(∆a = 0.9999), B1(∆a = 1.05), B2(∆a = 1.09),
B3(∆a = 1.1184), B4(∆a = 1.27), B5(∆a = 1.4055).

我们知道闭合球形的∆a值严格等于 1. 这两
支开口解当∆a的值从两端趋向于 1时, 从外形上
看都趋向于闭合球形, 但仔细研究发现, 它们都无
法严格地趋向于球形, 特别是无法通过增加或减
小∆a值从一支解演变到另一支解, 也就是说这两
支解在泛函空间是不连续的. 在图 3中对∆a = 1

附近进行了放大, 可以清晰地看到这两支解之间的
间隙.

我们注意到Umeda和Suezaki [15]在计算中是

从∆a < 1 (对应ADE模型中的∆a0 < 1.23)的这
一支解, 即杯形解出发进行计算的, 由于这一支解
无法通过参数改变连续地演变到内凹形解, 因而只
能得到非常趋向于球形的外凸形状, 而无法得到
∆a > 1的这一支内凹形解, 因而也无法进一步得
到开口哑铃形状. 这就是他们宣称当∆a0 > 1.23
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时没有发现开口膜泡的原因.

A

B
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图 3 对应图 2中两支解间隔处的放大图, 图中A, B两点
对应的∆a值分别为 0.9999和 1.0015, 计算得到的球形解
对应的 a值为 1.0000
Fig. 3. Magnification of Fig. 2 in the interval part be-
tween two solutions. The ∆a values corresponding to
A and B are 0.9999 and 1.0015 respectively. The ∆a

value for the sphere solution through the calculation
is 1.0000.

在这一部分的最后, 我们对极细颈部的形状满
足的一个关系进行验证. 在以往的研究中, 人们发
现单组分闭合膜泡由无穷小颈部连接的两个球形

的极限形状满足以下关系 [28]:
1

R1
+

1

R2
= C0, (11)

其中R1和R2分别是两个球的曲率半径. 该关系后
来又被推广到由两个组分形成的两个区域的膜泡

的情况, 当在两区域交界处形成无穷小颈部时, 由
极小颈部连接的两区域轴对称膜泡在接近颈部处

的平均曲率满足以下关系 [29]:

k1c (2M
1
ε − C1

0 ) + k2c (2M
2
ε − C2

0 ) = σ, (12)

其中C1
0和C2

0分别是两区域的自发曲率; k1c和k2c

分别是两区域的弹性模量; M1
ε 和M2

ε 分别是两区

域靠近颈部处的平均曲率, 这里两个区域的形状并
不局限于球形; σ是两区域边界处的线张力系数.
最近该关系又被推广到非旋转对称的情况 [30].

本文研究的是单组分开口黏附膜泡, 因而
k1c = k2c = kc, C1

0 = C2
0 = C0, σ = 0, 关系式

(12)变为

M1
ε +M2

ε = C0. (13)

我们计算得到的形状B3的颈部处的半径为

0.0005, 是在约化线张力系数 γ̂ = 0.1时能得到的

最细颈部的形状, 由于我们研究的是开口形状, 渗
透压取为零, 因而不能通过调整渗透压得到任意小
颈部的形状. 随着∆a的增大, 颈部处的半径逐渐
增大再减小, 到B5时颈部半径又达到局域极小, 为
0.01792. B3和B5的颈部半径已经非常小, 可以用
于验证关系式 (12). 由于我们是在BC模型下计算
的, 为了得到SC模型下的值, 可用以下关系 [28]:

C0 = − Q

2kc
, (14)

其中Q是M的拉氏乘子, 参见 (5)式. B3形状的颈

部下面部分的平均曲率接近常数, 因而比较接近球
形, 而颈部上面部分的形状的平均曲率并不是常
数, 因而并不是球形的一部分. 而B5形状的上下两

部分都不是球形. 我们的数值结果表明, 在接近颈
部处, 对于B3形状, M1

ε + M2
ε = 1.110 + 1.168 =

2.278, 而C0 = −Q/2kc = 2.278476. 而对于B5

形状, M1
ε + M2

ε = 1.378 + 1.378 = 2.756, 而
C0 = −Q/2kc = 2.756871. 我们发现关系式 (12)
还是满足得很好的.

3.2 黏附膜泡的计算结果

为了更进一步研究两支开口形状之间的关系,
我们在黏附膜泡的情况下进行了计算, 计算的细节
将在后续的论文中详细讨论. 计算黏附膜泡有两种
方法: 一种是给定黏附系数ω(见 (2)式), 计算相应
的平衡形状, 从而也就给出了黏附半径Rcon

[19]; 另
一种是对黏附半径加一约束, 而黏附系数作为相应
的拉氏乘子得出. 这两种方法给出的解集是相同
的. 第二种方法在目前的文献中还没有人采用, 我
们用两种方法都进行了计算, 发现第二种方法在寻
找给定黏附半径的解时更有效.

为了得到黏附情况下的解, 可以先从黏附半径
Rcon很小的情况出发, 然后逐渐增大黏附半径, 因
为黏附半径Rcon趋于零时, 计算结果就趋向于无
黏附的情况. 随着黏附半径的增大, 膜泡黏附面积
增加, 可以发现∆a在1附近仍然有两支解, 一支是
外凸的, 而另一支为内凹的. 并且这两支解之间无
法连续地由一支演变到另一支.

在图 4中以Rcon = 0.5为例给出了黏附膜泡一

些典型的∆a值及临界∆a值所对应的形状. 由于
下面要谈到的一个∆a值可能对应有多个解, 我们
用字母表示该形状处于哪一支解, 及某一支解的哪

158701-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 15 (2017) 158701

一段上. 为了叙述的简洁和方便, 在下面的讨论中,
这些字母还代表相应的∆a值.

⊲↼E↽

⊲↼D↽⊲↼D↽⊲↼D↽

⊲↼C↽

⊲↼B↽⊲↼A↽

⊲↼D↽

⊲↼F↽⊲↼ME↽ ⊲↼FL↽

⊲↼MD↽

⊲↼CL↽⊲↼MB↽

⊲↼MA↽⊲↼A↽

图 4 黏附半径Rcon = 0.5时一些典型及临界∆a值所对

应的形状

Fig. 4. Vesicle shapes for some typical and critical val-
ues of ∆a in the case of the contact radius Rcon = 0.5.

对这些形状演变的进一步分析, 可以发现与无
黏附的情况相比, 当膜泡黏附到一个衬底上时, 其
解出现一个很奇异的现象, 那就是在一定的区间,
同一个∆a值对应有三个解, 这是以往闭合膜泡中
从来没有出现过的现象, 在BC模型下计算闭合膜
泡的相图总是连续的, 也就是在BC模型中对于同
一支解, 一个∆a值只对应惟一一个解, 另一支解的
出现总是以分岔的形式. 而ADE模型的相图有时
是不连续的, 因为BC模型对膜泡双层之间的面积
差也就是∆a加了一个约束, 使之必须等于∆a0, 而
在ADE模型下放松了该约束, 允许膜泡的∆a值可

以不等于∆a0, 因而BC模型向ADE模型映射时,
出现一对多的映射, 因而能量曲线发生了折叠.

通过图 5给出的能量随∆a的变化关系来表示

这一现象. 从图 5可以看出, 外凸形开口膜泡的曲
线在MA(∆a = 1.0112)和MB(∆a = 0.9834)之间
发生了折叠, 分成了A, B和C三段. A段相应于盘
形到MA形状 (各字母代表的形状见图 4 )的变化,
在 0 < ∆a < 0.9834的范围内, 每一个∆a值都对

应一个形状, 这和图 2中的情况类似. 为了看清楚
解的折叠行为, 图 5中只给出了在MA和MB之间

及其附近的曲线.
首先沿着A段增加∆a值, 膜泡的开口半径是

逐渐减小的, 例如图 4中的A1和A2. 到达MA时,
A段结束, 沿着这一段继续增大∆a值已经无法给

出解, 即达到了临界点MA. 但可以把MA对应的

一组参数代入SC模型中进行计算, 通过改变C0得

到新的解, 再把新的解的一组参数代入BC模型中
进行计算, 就可以得到B段的解. 这时能量曲线发
生了第一次折叠. B段中随着∆a值的减小, 达到临
界点MB, 沿着B段继续减小∆a值已经无法给出

解, 但可以通过不同模型下参数替换的方法得到C
段解, 这时曲线在MB处发生了第二次折叠, 沿着
C段增大∆a值, 得到开口继续减小的形状, 达到了
第一支解在C段 (即外凸形解)的极限位置CL. 其
中A段和C段随着∆a值的增大开口半径是逐渐减

小的, 与无黏附的情况相同. 而B段是反常的, 随
着∆a值的增大, 开口半径是逐渐增大的.
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LC

A↼C↽
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图 5 黏附半径Rcon = 0.5时, 在∆a = 1附近约化总能

量随∆a的变化

Fig. 5. The energy diagram as a function of the re-
duced area difference ∆a around ∆a = 1 for the ad-
hesive open vesicles in the case of the contact radius
Rcon = 0.5.

图 5中亦给出了第二支解的D段. D段的开始
位置是D1, 小于D1时也不存在内凹形解 (因此D1

也是第二支解的极限位置). 可见与无黏附膜泡类
似, 在外凸形和内凹形解之间仍然存在一个间隙.

在MB和CL之间,同一个∆a值对应了外凸形

这一支的三个解, 例如∆a = 0.9979分别对应了

图 4中的A2, B1和C1三个解. 而在CL和D1之间,
同一个∆a值对应了外凸形这一支的两个解, 在D1

和MA之间, 同一个∆a值对应了外凸形这一支的

两个解及内凹形这一支的一个解.
沿着D段增加∆a值 (见图 6 ), 在较大的范

围内每一个∆a值都对应这一支的惟一解 (例如
图 4中的D1, D2, D3). 并且随着∆a值远离D1, 其
相应的形状亦有了较大的变化. 与无黏附的情况
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类似, 可以得到自交的形状 (例如图 4中的D4), 这
是向黏附哑铃形演化的中间形状. 到达MD时, 可
以发现这一支解也发生了折叠. 继续增大∆a值,
沿着这一支已经无解, 通过不同模型下参数替换
的方法, 我们可以得到E段 (代表形状如图 4中的
E1), 然后减小∆a值得到开口持续减小的形状, 直
到ME时, 这一支解再次发生折叠, 又得到第二支
解的F段. 由于E段和F段的能量差别很小, 导致
这两条曲线非常接近, 在图 6中无法显示出来, 为
此在图 6中嵌入的插图中对ME附近进行了放大.
与第一支解不同的是F段与D段不相交. F段在
FL处达到了极限点, 其对应的形状是一个开口极
小的外凸哑铃形.

Da


πE

k
c

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

1.39 1.41 1.43 1.45

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

F

E

ME

D

E

FL

ME

D3

MD

A

图 6 黏附半径Rcon = 0.5时第二支解的约化总能量随

∆a的变化, 插图亦给出了ME附近的放大图

Fig. 6. The energy diagram as a function of the re-
duced area difference ∆a for the second branch solu-
tion of adhesive open vesicles in the case of the contact
radius Rcon = 0.5. The insert is the magnification of
the figure around ME .

虽然线张力系数亦会导致膜泡形状发生有趣

的变化, 但本文重点研究由于黏附能和无黏附能导
致的两支解的不同行为, 因而计算中固定了约化线
张力系数 γ̂ = 0.1. 在此情况下我们还计算了黏附
半径Rcon取不同值时膜泡形状的变化规律, 发现
Rcon在区间 [0, 0.2281]取值时, 随着∆a值的增大,
第二支解可以从接近球形的内凹开口形状演变到

不自交的单开口哑铃形. 而在Rcon > 0.2281时, 得
到的开口哑铃形在颈部是自交的. 当黏附半径较小
时, 这两支解和无黏附的情况是类似的, 即两支解
不发生折叠, 而随着黏附半径的增大, 两支解都会
发生折叠, 因而导致膜泡的相变在BC模型下是不
连续的.

这是一种崭新的现象, 因为以往对闭合膜泡的
研究表明, 在BC模型下相变是连续的 (在约化体
积很小时, BC模型下不同的分支解之间有可能发
生不连续相变).

对开口膜泡, 以往在BC模型下还没有详细的
研究, 但人们普遍认为在BC模型下相变是连续的.
而我们在 3.1节的研究表明, 对本文中研究的这两
支解而言, 在无黏附情况下, 开口膜泡在BC模型
下的相变确实是连续的. 而在有黏附时, 开口膜泡
在BC模型下会发生不连续相变, 不连续相变点就
在解的折叠区域. 因而BC模型下的不连续相变是
开口黏附膜泡才会发生的现象.

发生这种现象的原因是, 考虑了黏附能后, 膜
泡形变的自由度增加, 导致同一∆a值可以对应同

一支解的几个解, 因而能量曲线发生折叠, 从而导
致不连续相变的发生.

对于这两支解之间的间隙CL和D1之间及其

附近, 我们亦研究了闭合膜泡的形状, 计算结果
示于图 7中. 由于我们取了渗透压为零这个条
件, 在 3.1节我们已指出在无黏附时闭合膜泡只
有球形解, 而在有黏附的情况下闭合膜泡在区间
[1.0036, 1.0161]都存在解, 图中给出来了闭合黏附
膜泡Closed1, Closed2, Closed3的形状, 口稍微外
凸的开口黏附膜泡和口稍微内凹的开口黏附膜泡,
其中∆a在区间 [1.00373, 1.00622]取值时, 闭合黏
附膜泡对应的能量较低. 而在 3.1节讨论的无黏附
的情况, ∆a = 1附近只有一个闭合形状, 即球形.
因而有黏附和无黏附的情况是完全不同的.

总结 3.1节在无黏附情况下的计算表明, 外凸
和内凹解之间有一个间隙, 在区间 (0.9999, 1.0015)

不存在开口解. 而闭合解只存在于∆a = 1, 对应球
形. 而当∆a趋于1时, 外凸形及内凹形的外形很趋
向于球形 (如果不对开口处放大很难看出区别), 但
并不能严格地趋向于球形.

在本节有黏附的情况下的计算结果表明,
两支开口形膜泡的间隔将向右移动, 在区间
(1.0039, 1.0053)无开口解, 区间端点分别对应
图 5中的CL和D1点. 而且闭合膜泡不是只有
∆a = 1的一个球形解, 而是在区间 [1.0036, 1.0161]

都存在闭合解 (图 7中给出了闭合的三个典型形
状). 这更明确地表明外凸、内凹及闭合形状属于不
同的分支解.

这里在计算闭合膜泡时研究的是对体积不加
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约束的情况, 或渗透压为零的情况, 因为开口膜泡
的渗透压必为零, 即只研究膜泡被打开一个孔时,
膜两侧的渗透压是连续变化的情况. 而以往闭合膜
泡之所以会出现很多分支解 [1]是因为要对膜泡同

时加面积及体积约束, 相当于渗透压不为零. 因而
与我们的计算条件是不同的.
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图 7 在间隙CL和D1附近约化总能量随∆a的变化,
其中实线表示闭合黏附膜泡的能量, 虚线表示开口
黏附膜泡的能量, 开口黏附膜泡两支解的间隔区间为
(1.0039, 1.0053)

Fig. 7. The reduced total energy of the vesicles as a
function of the reduced area difference ∆a. The solid
line denotes the energy of the closed adhesive vesicles
while the dash line shows that of the opening-up ad-
hesive vesicles. The interval between two solutions of
the opening-up adhesive vesicles is (1.0039, 1.0053).

4 结 论

本文运用打靶法研究了BC模型中轴对称开口
黏附膜泡的形状转变, 计算中固定约化线张力系数
γ̂ = 0.1, 得到了以下结论.

1)在无黏附的情况下, 发现∆a在 1附近存在
两支解, ∆a < 0.9999的一支是开口处外凸的解, 而
∆a > 1.0015的一支是开口处内凹的解. 这两支解
存在一个间隙, 即∆a在 (0.9999, 1.0015)不存在开

口解. 这两支解不能从一支连续地演化到另一支,
也不能演化为闭合的球形.

2)在有黏附的情况下, 仍然发现存在类似的两
支解,在固定黏附半径的系综中计算,当Rcon = 0.5

时, 这两支解的间隙右移到 (1.0039, 1.0053), 即在
该区间无开口解. 与无黏附情况在间隙附近只存在
∆a = 1的闭合球形不同的是, 当Rcon = 0.5时, 在
该间隙附近, ∆a在区间 [1.0036, 1.0161]都存在闭

合解. 这更明确地表明, 两支开口形解和闭合形解
属于不同的分支解. 另外一个有趣的结论是对有黏
附的开口膜泡, 在∆a参数空间, 同一支解会发生
折叠, 即出现同一∆a值对应多个解 (形状)的情况,
这在以往BC模型的计算中是从没出现过的情况.

3)在有黏附和无黏附的情况下, 间隙右侧的这
一支内凹形解都会随着∆a的增大, 先演化为自交
的形状, 然后随着∆a的进一步增大演化为开口哑

铃形. 而间隙左侧的外凸形开口膜泡则不会连续地
演化为开口哑铃形, 因而从外凸形开口膜泡无法得
到开口哑铃形. 这就阐明了以往文献中出现的外凸
形杯形膜泡和开口哑铃形的关系.

在以往的研究中, 由于线张力系数增大时, 开
口可以变得非常小, 因而人们先验地认为开口形状
可以连续地演变为闭合形状. 虽然从实验角度来
看, 该演化可近似看成连续的, 但在数学求解的角
度, 开口形状和闭合形状具有不同的拓扑结构, 它
们不能连续演化. 而我们通过计算得到的内凹开
口形这一支解也不能连续地演变成闭合形状, 而
且这两支开口解不能相互演化. 只能独立去探寻
发现不同的分支解, 而不能通过参数的连续变化
从一支得到另一支. 这也说明了为什么Umeda和
Suezaki [15]通过连续增大∆a0以增大∆a, 并没有
得到内凹形解这一事实.

给出了这些解的分支, 下一步就可以系统地研
究在黏附系数及线张力系数下膜泡的相变行为, 并
与以后可能的实验进行比较.

需要指出的是, 本研究中运用的求解常微分方
程的方法只能给出轴对称形式的解, 而实验上发现
了非旋转轴对称的稳定膜泡,这时Ouyang-Helfrich
形状方程是一高阶非线性偏微分方程 [25,26], 目前
还没有数值求解该偏微分方程的方法. 对非旋转对
称形状, 目前只能用基于有限元的直接极小化方法
进行数值计算. 在本文中, 我们只研究了高斯曲率
弹性模量为零的情况, 而高斯曲率模量对黏附膜泡
的影响、多组分脂质膜泡的黏附行为、细胞与细胞

之间的黏附等相关行为的研究也是十分有趣和有

意义的, 还有待进一步的深入研究.
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Abstract
So far two kinds of solutions to the problem of opening-up vesicles with one hole have been found. One is cup-like

shape found by Umeda and Suezaki (2005 Phys. Rev. E 71 011913), the other is dumbbell shape with one hole, found
by our group. As seen in the context of the bilayer coupling (BC) model, the former corresponds to relatively small
reduced area difference ∆a, and the latter corresponds to relatively large value of ∆a. The relationship between these
two kinds of shapes is not clear. Viewing from the angle of the cup-like shape, whether one can obtain the dumbbell
shape by increasing ∆a is not known. In this paper, we try to clarify this problem by solving the shape equations for free
vesicles and adhesive vesicles based on the BC model. Firstly, we solve the set of Euler-Lagrange shape equations that
satisfy certain boundary conditions for free vesicles. A branch of solution with an inward hole is found with the reduced
area difference ∆a slightly greater than 1. It is verified that the solution named cuplike vesicles, which was found by
Umeda and Suezaki, belongs to another solution branch (∆a < 1) with an outward hole near ∆a = 1. According to this
result, we make a detailed study of these two solution branches for free vesicles and vesicles with adhesion energy. We
find that there is a gap near ∆a = 1 between the two solution branches. For ∆a in this gap, there is no opening-up
solution. For adhesive vesicles, the gap will move towards the right side slowly with increasing adhesive radius. In order
to check whether the two solution branches can evolve into closed shapes, we also make a calculation for closed vesicles.
For free closed vesicles, we find that there is only the sphere solution when ∆a is exactly equal to 1 for ∆p = 0 (in
order to comply with the opening-up vesicle, no volume constraint is imposed on it), while for adhesive vesicles there
exist closed solutions in a region of ∆a without volume constraint. Both studies for free vesicles and adhesive vesicles
show that these two kinds of opening-up vesicles belong to different solution branches. They cannot evolve from one to
the other with continuous parameter changing. And strictly speaking, they cannot evolve into the closed vesicles. With
increasing ∆a, the opening-up branch on the right side of the gap can evolve into an opening-up dumbbell shape with
one hole via the self-intersection intermediate shapes. Another interesting result is that for adhesive opening-up vesicles,
in the ∆a parametric space, the solutions are folded for a solution branch, which means that there exist several shapes
corresponding to the same ∆a value in the folding domain. This phenomenon has never occurred in previous study of
the closed vesicles under the BC model. The influences of ∆a on the shape and energy of the free vesicles and adhesive
vesicles are also studied.

Keywords: opening-up vesicles, bilayer coupling model, adhesion
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