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非线性两模玻色子系统的Majorana表象∗

方杰 韩冬梅 刘辉 刘昊迪† 郑泰玉‡

(东北师范大学物理学院和量子科学中心, 长春 130024)

( 2017年 1月 10日收到; 2017年 6月 3日收到修改稿 )

利用Majorana表象, 从平均场模型和二次量子化模型两方面研究了非线性双模玻色子系统的动力学
问题. 得到了Majorana点在球面上的运动方程, 分析了平均场模型和二次量子化模型之间的区别及其在
Majorana点运动方程中的体现. 研究了二次量子化模型中量子态在少体和多体情况下的动力学演化及其与
平均场量子态的区别和联系. 以平均场模型和二次量子化模型量子态之间的保真度和Majorana点之间的关
联为手段, 讨论了在不同玻色子间相互作用强度、不同玻色子数下量子态的演化及相应的自囚禁效应.

关键词: Majorana表象, 自囚禁效应, 平均场近似
PACS: 03.75.Mn, 03.75.Lm, 75.10.Jm, 03.65.Aa DOI: 10.7498/aps.66.160302

1 引 言

量子态及其动力学演化是量子力学中极为重

要的概念. 对于一个高维量子态, 我们很难找到一
种直观或者几何的方式来展示其演化. 这是由于
量子态虽然是客观存在的, 但并不是一个可观测
量. 尽管任意一个二能级量子纯态可以利用Bloch
表象将其表示为单位球面上的一个点 [1]. 然而对
于高维量子态来说, 这一图像看起来并不适用, 因
为我们无法直观地观察更高维球面上的运动. 对
此, Majorana提出, 我们可以用单位球面上更多的
点而不是仅靠高维球上的一个点来建立这样的几

何图像 [2]. 在Majorana表象中, 一个自旋N/2量

子态 (或者一个等效的N体两模玻色子态)可以表
示为二维Bloch球面上的N个点. 这一表象作为一
个重要工具被广泛用于处理高维或者多体量子系

统, 例如多体玻色系统 [3−6]和多量子比特态 [7], 并
且在从几何角度研究这些系统的物理特性时得出

了很多有用的理论, 例如几何相位 [8−11]和量子纠

缠 [12−19].
近年来, Majorana表象在冷原子系统的研究

中得到了人们的广泛关注. 在冷原子物理中, 旋
量玻色气体的重要特性体现在其对旋转、反射

等几何操作的响应 [3,4]. 对于高维的大自旋玻色
气体, 这一特征很难直接从态矢量中得到. 而在
Majorana表象中, 量子态的这些性质则可以通过
Bloch球面上点的分布和运动观测到. 因此, Ma-
jorana表象可以很好地用于研究旋量玻色气体平
均场基态性质 [3]、动力学 [20]、对称性 [21,22]等. 例
如, Bose-Einstein凝聚体 (BECs)中一个非常重要
的课题——相互作用玻色子系统 (也可以看作双阱
BECs系统)中的非线性效应 [23,24]. 由原子 -原子
相互作用可以引发很多有趣的非线性效应, 比如
非线性隧穿 [25−28]和自囚禁现象 [23,29−35]. 在高维
Hilbert 空间情况下, 通常的做法是采取大玻色子
数N极限下 (N → ∞) 平均场方法将两模玻色子
模型近似为一个二能级系统 [25,26,36−38]. 量子态的
演化和自囚禁效应则可以由二维Bloch球面上的一
个点来描述. 由此, 借助Majorana表象, 一个N体

两模玻色子系统的量子态演化同样可以由 Bloch
球面上的N个点的运动来描述. 利用这一方法,
我们就可以通过N个Majorana点研究量子态的演
化, 并与平均场方法进行比较.
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在本文中, 我们利用Majorana表象从二次量
子化 (SQ)模型中N个点的演化和平均场近似中一

个点的演化两方面来研究两模玻色子系统的动力

学演化问题. 首先介绍通常平均场近似下的动力学
演化及其对应的Bloch球面上一个点的运动, 并解
释相应的自囚禁效应. 然后利用二次量子化模型的
Majorana表象将系统的动力学演化在不同维度下
用Bloch 球面上多个Majorana点的运动表示出来,
并分析了二次量子化模型与平均场模型中动力学

演化的区别及其原因, 然后在Majorana点演化方
程中加以体现. 研究了二次量子化模型中的量子态
在少体 (N = 2, 3) 和多体 (N = 100)情况下的动力
学演化及其与平均场模型中量子态的区别和联系.
以平均场模型和二次量子化模型量子态之间的保

真度和Majorana点之间量子纠缠为形式讨论了不
同粒子数, 不同玻色子间相互作用强度对量子态演
化及相应自囚禁效应的影响.

2 两模玻色子系统及其平均场动力学

考虑一个两模N粒子玻色系统, 其Hamiltio-
nian可写作

Ĥ =
γ

2
(â†↑â↑ − â†↓â↓) +

v

2
(â†↑â↓ + â↑â

†
↓)

− c

4N
(â†↑â↑ − â†↓â↓)

2, (1)

其中 â†↑ (â↑)和 â†↓(â↓)分别是两个不同模的产生

(湮灭)算符, c表征玻色子之间的相互作用强度, γ
是能级偏差, v是两模之间的耦合强度. 显然, 整
个系统的粒子数N 守恒. 在N → ∞时, 这一系
统可以由平均场近似来研究. 即, 假定所有粒子
都处于同一状态, 那么系统的量子态可近似看作
Gross-Pitaevskii (GP)态,

|ψGP⟩ =
1√
N !

(aâ†↑ + bâ†↓)
N |∅⟩, (2)

其中 a和 b分别表示两种激发的概率幅, 满足
|a|2 + |b|2 = 1. 此外, 由角动量的Schwinger表
象可知, GP态等价于一个N -量子比特直积态,

|ψu⟩ = |u⟩ · · · |u⟩︸ ︷︷ ︸
N

, (3)

其中二能级量子态为 |u⟩ = a| ↑⟩+ b| ↓⟩. 通过计算
平均值 ⟨H⟩ ≡ ⟨ψGP|Ĥ|ψGP⟩可以得到这一半经典
模型的动力学演化由如下二能级Schrödinger方程
表征,

i ∂
∂t

|u⟩ = ĤMF|u⟩, (4)

其中平均场Hamiltonian为

ĤMF=


c

2
(|b|2 − |a|2)+ γ

2

ν

2
ν

2
− c
2
(|b|2 − |a|2)− γ

2

 .

(5)

由此在平均场近似下, 一个N体两模玻色子模型

可以看作一个自旋 1/2系统, 并且玻色子间相互作
用项变成了一个非线性项出现在 Hamiltonian (5)
中. 其中两模玻色子数可分别表示为Na = N |a|2

和Nb = N |b|2. 由于 |u⟩ 的归一化和相位不定性,
方程 (4)所表征的动力学演化本质上可以由一个复
数 ξM = b/a 表示. 即

ξ̇M=−i
[
v

2
(1−ξ2M)− γξ−c

(
1− |ξM|2

1+|ξM|2

)
ξM

]
.

(6)

如果我们定义 ξM ≡ tan θM
2

e iϕM (θM ∈ [0,π],
ϕM ∈ [0, 2π]), 那么这一动力学演化就可以表示
为球面上球坐标 θM和ϕM的演化,

θ̇M = −v sin θM,

ϕ̇M = γ − v cosϕM
tan θM

.
(7)

如果考虑球面上的一点uM = (sin θM cosϕM,
sin θM sinϕM, cos θM), 那么经过简单推导 [2], 量子
态 |ψM⟩ 的演化就完全可以表示为uM在Bloch球
面上的运动

u̇M = −uM ×B − c cos θM
∂uM
∂ϕM

, (8)

其中B = B(v, 0, γ) 可以看作一个等效磁场.
如图 1 (a)所示, 线性情况 (c = 0)下, 平均场

Hamiltonian描述一个自旋 1/2粒子在磁场B中的

运动. 相应点在Bloch球上的轨迹则对应于一个磁
矩在绕磁场B做进动. 也就是说, 如图 1 (b)所示,
玻色子在两个模式之间振荡. 引入非线性相互作用
(c ̸= 0) 后, 随非线性强度的增加, 两模之间的振荡
幅度逐渐减弱. 当非线性强度增加到临界值 c = 2v

时, 自囚禁效应发生. 两模中的粒子数从在两模之
间振荡变为局域在某一模式中, 见图 1 (b), 而相应
点在球面上的轨迹从在南北极之间运动变为只在

北半球运动. 当非线性强度相对于临界值较大时,
两模间粒子数差的振荡幅度变得很小, 于是粒子被
束缚在初始时刻的a模中, 对应于球面上的点只在
北极附近运动. 至此, 平均场下的非线性效应可以
很好地由Bloch球上的一个点来表征.
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图 1 (网刊彩色) (a)平均场模型中不同非线性相互作用强度 c下点uMF (黄色实线)的轨迹, 参数选取为 γ = 0；

(b)平均场模型中两模布居数差 (Na −Nb)/N 随时间的演化

Fig. 1. (color online) (a) The trajectories of the point uMF (yellow solid line) for mean field model with
different nonlinear interacting strength c, the parameter is chosen as γ = 0; (b) the time evolution of the
population difference (Na −Nb)/N for the mean-field model.

3 两模玻色子系统的Majorana表象

然而, 平均场模型只适用于大粒子数情况. 如
果想要获得两模玻色子系统更精确的动力学演化,
则需要处理Hamiltonian (1). 不同于二能级平均
场Hamiltonian, 其量子态在 (N + 1)维Hilbert 空
间中的演化并不能直接映射到Bloch球面上. 为此,
Majorana提出了一个直观的方法研究其演化. 在
二次量子化模型中, 任一 (N + 1)维量子态可写为

|ψ⟩N =

N∑
l=0

Cl|l, N − l⟩

=

N∑
l=0

Clâ
†(l)
↑ â

†(N−l)
↓√

l!(N − l)!
|0, 0⟩, (9)

其中Cl表示量子态 |ψ⟩N在基矢 |l, N − l⟩上的概率
幅. 注意到上式中求和部分是玻色子算符 â†↑和 â†↓
的一个N 次齐次多项式, 所以 |ψ⟩N 可以被因式分
解为 [9,10]

|ψ⟩N =
C0√
N !

(â†↑ + x1â
†
↓) · · · (â

†
↑ + xN â

†
↓)|∅⟩B

=
1

M

N∏
l=1

(
cos θl

2
â† + sin θl

2
e iϕl b̂†

)
|0, 0⟩,

(10)

其中M为归一化常数, θl和ϕl由方程

N∑
l=0

(−1)lCN−l√
(N − l)!l!

xN−l = 0 (11)

的根xl ≡ tan θl
2

e iϕl决定. 显然, 不同于平均
场情况, 这里的每个根都对应一组球坐标. 这
一参数化过程对应Bloch球面上的N个点ul =

(sin θl cosϕl, sin θl sinϕl, cos θl), (l = 1, · · · , N). 将
(11)式代入 Schrödinger方程可知, 在线性情况
(c = 0)下, 量子态 |ψ⟩N含时演化对应的N个Ma-
jorana点运动方程为 u̇l = −ul × B. 即, N个
Majorana点ul同时绕磁场B进动. 如果选取初态
为GP 态 |ψ⟩N = |N, 0⟩, 所有Majorana点的轨迹
与图 2 (a)所示平均场情况下的轨迹相同. 由此可
见, 在线性情况下, 二次量子化模型 Ĥ描述的动力

学演化与平均场模型 ĤMF描述的动力学演化是一

致的.
在玻色子间相互作用存在的情况 (c ̸= 0)下,

二次量子化模型的动力学演化要复杂一些. 参照文
献 [2]的做法, 通过Schrödinger方程和一系列简单
推导, 我们可以得到方程 (11)的根xl所满足的微分

方程为
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ẋl= i

γxl+ v

2
(x2l −1)+

cxl
N

N∑
k ̸=l

xk+xl
xk−xl

 . (12) 通过定义xl ≡ tan θl
2

e iϕl , 我们可以将其表示为
Bloch球面上球坐标的运动,

θ̇l = −v sin θl −
N∑
k ̸=l

c sin2 θl sin θk sin(ϕl − ϕk)

1− cos θl cos θk − sin θl sin θk cos(ϕl − ϕk)
,

ϕ̇l = γ − v cosϕl
tan θl

+

N∑
k ̸=l

c(cos θl − cos θk)
1− cos θl cos θk − sin θl sin θk cos(ϕl − ϕk)

.

(13)

由于这些球坐标 θl和ϕl与量子态 |Ψ⟩N的概率
幅Cl是一一对应的. 所以二次量子化模型中量子
态的动力学演化就可以表示为这些球坐标所对应

的球面上点ul的运动, 即

u̇l = − ul ×B − c(N − 1)

N
cos θl

∂ul

∂ϕl

+
c

N

N∑
m̸=l

Alm, (14)

不难发现, 方程前两项在大粒子数极限N → ∞
下正是方程 (8). 考虑到ul · uk = cos θl cos θk +

sin θl sin θk cos(ϕl − ϕk), 方程 (14)最后一项中

Alm

=
cos θm sin2 θl−sin θm sin θl cos θl cos(ϕl−ϕm)

1− ul · um

∂ul

∂ϕl

+
sin2 θm sin θl sin(ϕl − ϕm)

1− ul · um

∂ul

∂θl
(15)

表征Majorana点之间的关联. 也就是说, 在存在
玻色子间相互作用的情况下 (c ̸= 0), 除方程 (8)
表示的平均场动力学外, 每一个Majorana点还与
其他点相互关联, 并受其影响. 也就是说, 在二次
量子化模型中, 即使初态是GP态, 在演化过程中
也并不能时时保持GP 态的形式而是处于有N个

不同激发形式的态 (10)式. 如果我们想控制多体
量子态始终按照GP态的形式演化, 二次量子化
Hamiltonian (1)式需要变为

Ĥeff =
γ

2
(â†↑â↑ − â†↓â↓) +

v

2
(â†↑â↓ + â↑â

†
↓)

− c

4N
N ⟨ψ|â†↑â↑ − â†↓â↓|ψ⟩N

× (â†↑â↑ − â†↓â↓), (16)

其中 |Ψ⟩N为量子态 (9)式. 如果初态为GP态,
即所有Majorana点重合在一起, 那么在Hamilto-
nian (16)式的驱动下, 量子态会始终保持GP 态的
形式,

|ψ⟩N =
1√
N !

[a(t)â†↑ + b(t)â†↓]
N |0, 0⟩, (17)

而每个Majorana点都会遵循平均场模型中的点方
程 (8)演化, 并每时每刻都保持重合. 因此, 比较
Hamiltonian (16)式和 (1)式可以发现, 平均场近似
下的二能级量子态演化与二次量子化模型下的多

体量子演化区别在于, 在Hamiltonian中引入了平
均值 ⟨Na − Nb⟩ ≡ N⟨ψ|â†↑â↑ − â†↓â↓|ψ⟩N , 从而忽
略了相应量子涨落的影响, 而这部分可以通过方程
(15)中Majorana点之间的关联来体现. 为此, 下面
我们将分别在少体和多体情况下研究这一差别对

二次量子化模型中量子态动力学演化的影响. 值得
注意的是, 由于态 (10)式满足SU(2)对称性, 其等
价于一个对称N量子比特纯态 [10],

|ψ⟩N =
1√
N !M

∑
P

|uP (1)⟩|uP (2)⟩ · · · |uP (N)⟩,

(18)

其中 |ul⟩ = cos(θl/2)| ↑⟩+sin(θl/2) e iϕl | ↓⟩是Majo-
rana点ul = (θl, ϕl)的量子比特态, M是归一化常
数. 求和

∑
P 从1, 2, · · · , n到P (1), P (2), · · · , P (n)

遍历所有置换P . Majorana点之间的关联可以刻
画这一多量子比特纯态中量子比特之间的纠缠 [10].
因此, 反过来我们可以借助纠缠来表征Majorana
点之间的关联. 此外, 平均场模型中GP态 |ψGP⟩
和二次量子化模型中量子态 |ψ⟩N的区别也可由
保真度

F = |⟨ψGP|ψ⟩N | =
√
N !

M

N∏
l=1

√
1 + ul · uM

2
(19)

来衡量. 因此, 在少体 (N = 2, 3)和多体 (N = 10)

两种情况下, 我们可以通过数值求解Majorana点
运动方程 (14), 通过Majorana点的轨迹、纠缠及其
表示的保真度F来研究存在玻色子间相互作用的
情况下二次量子化模型中的动力学演化, 并与平均
场结果比较.

在两玻色子情况下, 二次量子化模型中的
任一量子态可由两个Majorana点u1 = (θ1, ϕ1),
u2 = (θ2, ϕ2)表示为
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图 2 (网刊彩色) (a)两玻色子二次量子化模型中Majorana点u1(黄色实线)和u2 (红色实线)在不同玻色子间相
互作用强度 c下的轨迹, 参数选取为 γ = 0；(b)两模布居数差 (Na −Nb)/N , 保真度F和并发度 C 随时间的演化
Fig. 2. (color online) (a) The trajectories of the point u1 (yellow solid line) u2 (red solid line) for the
two-boson SQ model with different boson interacting strength c, the parameter is chosen as γ = 0; (b) the
time evolution of the population difference (Na −Nb)/N , Fidelity F and the concurrence C.

|ψ⟩2 =

(
cos θ1

2
â† + sin θ1

2
e iϕ1 b̂†

)(
cos θ2

2
â† + sin θ2

2
e iϕ2 b̂†

)
√
(3 + u1 · u2)/2

|0, 0⟩. (20)

两个Majorana点之间的纠缠可以用并发度

C =
1− u1 · u2

3 + u1 · u2
(21)

来度量 [9,10], 并且正比于二者之间的距离.
玻色子间相互作用较弱的情况 (c/v = 0.1)下,

从图 2 (a)中可见, 两个Majorana点尽管没有重合
在一起, 但始终保持在同一纬度, 这说明此时玻色
子间相互作用对量子态动力学演化影响较小. 如
果平均场和二次量子化模型的初态相同, 此后这两
个态的保真度趋于 1, 这种情况下两个模型中的动
力学演化结果差别不大, 这也可以表现为两点之间
的纠缠较弱 (如图 2 (b)所示). 在玻色子间相互作
用强度相对较大的情况 (c/v = 10) 下, 方程 (15)所
表征的量子涨落作用变大. 随着两个Majorana点
之间的距离增大, 量子态并不能时时处于GP 态,

即使某一时刻重新回到GP 态, 量子态的演化也
与平均场的结果不同. 比如在图 2 (a)中的南极点,
Majorana点之间的纠缠为 0, 二者重合, 二次量子
化模型中的量子态回到GP 态. 然而由F = 0 可

知, 这一量子态与平均场模型中相应的量子态彼此
正交. 然而, 尽管玻色子间相互作用较强, 两模中
的玻色子并没有出现类似于平均场近似下自囚禁

效应的局域化行为. 玻色子仍在两个模式间振荡.
这一区别正如我们前面所讨论的, 由于量子涨落的
影响不可忽略, 导致并未出现类似于平均场模型中
球面上点的局域化行为.

在三玻色子情况下, 二次量子化模型中的
任一量子态可由三个Majorana点u1 = (θ1, ϕ1),
u2 = (θ2, ϕ2), u3 = (θ3, ϕ3) 表示为

|ψ⟩3 =

(
cos θ1

2 â
† + sin θ1

2 e iϕ1 b̂†
)(

cos θ2
2 â

† + sin θ2
2 e iϕ2 b̂†

)(
cos θ3

2 â
† + sin θ3

2 e iϕ3 b̂†
)

√
3 + u1 · u2 + u2 · u3 + u3 · u1

|0, 0⟩, (22)
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图 3 (网刊彩色) (a)三玻色子二次量子化模型中Majorana点u1 (黄色实线), u2 (红色实线)和u2 (蓝色实线)
在不同玻色子间相互作用强度 c 的轨迹, 参数选取为 γ = 0; (b)两模布居数差 (Na −Nb)/N , 保真度F和并发度 C
随时间的演化

Fig. 3. (color online) (a) The trajectories of the point u1 (yellow solid line) u2 (red solid line) for the
three-boson SQ model with different boson interacting strength c, the parameter is chosen as γ = 0; (b) the
time evolution of the population difference (Na −Nb)/N , Fidelity F and the concurrence C.

这三个点之间的纠缠可以用3-纠缠 (3-tangle)

τ =
(1− u1 · u2)(1− u2 · u3)(1− u1 · u3)

3 + u1 · u2 + u2 · u3 + u3 · u1
(23)

来度量 [9,10], 正比于三个点两两距离的乘积.
如图 3所示, 在玻色子间相互作用较弱的情况

(c/v = 0.1)下, 与两玻色子情况类似, 三个Majo-
rana点之间的距离始终保持在同一纬度, 纠缠较弱
(τ ∼ 0), 也就是说三个点之间的距离较小. 此时,
二次量子化和平均场模型中量子态的动力学演化

基本相同 (F ∼ 1), 量子涨落对量子态动力学演化
影响较小,这是由于方程 (14)中的玻色子间相互作
用项整体较小. 然而在玻色子间相互作用相对较
大的情况 (c/v = 10)下, 三玻色所对应的Majorana
点在球面上出现了一定的局域化行为, 尽管它们之
间的纠缠不为零, 但随着时间的增长较慢, 这表现
为三个点始终同处于北半球. 此时二次量子化与平
均场模型的量子态演化也较为相似 (见图 3 (b)中F
的轨迹), 并且出现了类似于平均场模型中的自囚
禁现象. 这是由于尽管量子涨落带来的影响依然不
可忽略, 但是相对两玻色子情况而言, 三玻色子在
两个模式之间的运动更符合平均场一些.

至此, 我们发现, 由方程 (15)所表征的量子涨
落是二次量子化模型与平均场模型的主要区别, 这
一区别可以由Majorana点之间的关联来体现. 随

着玻色子数的增加, 这一量子涨落的平均效果对
量子态演化的影响逐渐减弱. 此外, 在极弱玻色子
间相互作用情况下, 由于磁场B 占主导地位, 方程
(14)中的玻色子间相互作用项整体较弱, 二次量子
化模型趋于平均场的结果. 在粒子数较大的情况
(N = 100)下, 如果玻色子间相互作用相对于平均
场模型自囚禁效应临界点较强, 二次量子化模型
与平均场模型也符合得较好 (如图 4中红色实线所
示). 此时, Majorana点之间的关联较为复杂, 但我
们仍可以通过 |ψ⟩N 和 |ψGP⟩ 之间的保真度来估计
这一关联E = 1−F .

从图 4中可以看出, 在玻色子间相互作用相对
于自囚禁效应临界点较强的情况下, Majorana点
的多体关联较弱, 此时Majorana点只能在北半球
演化 [10], 点与点之间的距离较近, 于是平均场模型
能够较好地符合二次量子化模型的动力学演化. 然
而, 在自囚禁效应发生的邻界点附近两个模型偏差
较大. 此时二次量子化模型与平均场的临界行为不
同, 二次量子化模型中粒子数的变化是连续的 (如
图 4 (a)所示), 并没有出现平均场模型中的临界行
为 ((如图 1 (b)所示). 这是由于即使在大粒子数情
况下, Majorana点之间的多体关联依然存在, 点与
点之间仍然保持距离, 并不能被看作GP态 |ψGP⟩.
甚至在临界点附近, 两个模型的动力学演化完全不
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同 ((如图 4 (b) 中黑色点划线和绿色实线所示)), 此
时量子涨落的影响不可忽略, 从而不再满足平均
场近似的条件. 不过, 在临界点附近, Majorana点
在球面上的运动也恰好以南极为临界点 (以是否有
Majorana点能达到南极进行区分) [10], 而此时两模
中粒子数分布也过渡到a 模始终大于 b模. 因此在
平均场和二次量子化两个模型中划分振荡与局域

化的参数临界点是一致的 (c = 2v), 区别在于平均
场模型是突变, 而二次量子化模型变化是连续变
化. 这说明二次量子化模型中区别于平均场模型的
量子涨落 (方程 (15))对布居数变化的振荡和局域
化的参数临界行为并没有显著作用, 而是对量子态
本身的的演化有所影响.

(N
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b
↽⊳
N
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(b)

c⊳v/⊲

c⊳v/⊲

c⊳v/

图 4 (网刊彩色) (a)两模布居数差 (Na − Nb)/N 随时

间的演化, 参数选取为N = 100, γ = 0; (b)保真度F 随
时间的演化

Fig. 4. (color online) (a) The time evolution of the
population difference (Na −Nb)/N , the parameters is
chosen as N = 100, γ = 0; (b) the time evolution of
the fidelity F .

4 结 论

近年来, 有关Majorana表象的研究表明, Ma-
jorana点及其在Bloch球面上的演化已经成为研究
多体系统的一个非常有用的工具. 我们的研究发现
利用Majorana表象, 可以将平均场和二次量子化

两个模型下非线性双模玻色子系统的动力学问题

直观地表示出来. 通过得到Majorana点在球面上
的运动方程可以发现, 平均场模型和二次量子化模
型之间的区别可以通过Majorana点及其之间的关
联表示. 结果表明, 二次量子化模型中不同于平均
场模型的量子涨落效应可以通过Majorana点的微
分方程解析得到, 并且可以体现为Majorana点之
间的量子纠缠并通过两个模型下量子态的保真度

来研究. 在少体情况,这一效应的影响比较显著,不
同于平均场模型中非线性相互作用导致的自囚禁

效应, 布居数的演化并不能出现振荡和局域化的临
界现象, 这也可以通过Majorana点及其演化看到.
随着量子数的增加, 在玻色子间相互作用相对于自
囚禁效应临界点较强的情况下, 平均场模型能够很
好地反映二次量子化模型的动力学演化, 这是由于
虽然量子涨落的影响依然存在, 但是其平均效应较
小. 而在自囚禁效应发生的邻界点附近, Majorana
点的多体关联较强, 距离较远, 两个模型偏差较大,
但是尽管量子涨落对量子态的演化影响较大, 对布
居数变化的振荡和局域化的参数临界行为却没有

显著作用. 因此, 利用Majorana点演化方程中所体
现的二次量子化模型不同于平均场模型的量子涨

落效应, 可以在未来的研究中对自囚禁临界参数区
域附近或者少体情况下的量子演化做进一步细节

上的研究, 以发现平均场模型以外的其他效应.
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Abstract
By presenting the quantum evolution with the trajectories of points on the Bloch sphere, the Majorana representation

provides an intuitive way to study a high dimensional quantum evolution. In this work, we study the dynamical evolution
of the nonlinear two-mode boson system both in the mean-field model by one point on the Bloch sphere and the second-
quantized model by the Majorana points, respectively. It is shown that the evolution of the state in the mean-field model
and the self-trapping effect can be perfectly characterized by the motion of the point, while the quantum evolution in
the second-quantized model can be expressed by an elegant formula of the Majorana points. We find that the motions
of states in the two models are the same in linear case. In the nonlinear case, the contribution of the boson interactions
to the formula of Majorana points in the second quantized model can be decomposed into two parts: one is the single
point part which equals to the nonlinear part of the equation in mean-field model under lager boson number limit;
the other one is related to the correlations between the Majorana points which cannot be found in the equation of the
point in mean-field model. This means that, the quantum fluctuation which is neglected in the mean-field model can
be represented by these correlations. To illustrate our results and shed more light on these two different models, we
discussed the quantum state evolution and corresponding self-trapping phenomenon with different boson numbers and
boson interacting strength by using the fidelity between the states of the two models and the correlation between the
Majoranapoints and the single points in the mean-field model. The result show that the dynamics evolution of the
two models are quite different with small boson numbers, since the correlation between the Majorana stars cannot be
neglected. However, the second-quantized evolution and the mean-field evolution still vary in both the fidelity population
difference between the two boson modes and the fidelity of the states in the two models. The difference between the
continuous changes of the second quantized evolution with the boson interacting strength and the critical behavior of the
mean-field evolution which related to the self-trapping effect is also discussed. These results can help us to investigate
how to include the quantum fluctuation into the mean-field model and find a method beyond the mean field approach.
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