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瑞利-泰勒不稳定问题的光滑粒子法模拟研究∗
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提出了一种适用于模拟多相流的光滑粒子法, 该方法对密度方程在交界面处的离散格式进行了修正以适
应多相流所涉及的大密度比问题, 在不同相粒子之间施加了很小的排斥力以防止粒子穿透交界面, 并采用了
最新发展的双曲型光滑函数以消除应力不稳定问题. 应用该多相流光滑粒子法模拟研究了单模态和多模态瑞
利 -泰勒不稳定问题. 通过与文献中结果的对比研究表明: 在模拟瑞利 -泰勒不稳定问题时, 本文方法的结果
明显优于文献中的大部分光滑粒子法模拟结果, 与Grenier等 (2009 J. Comput. Phys. 228 8380)的结果相
当, 但本文方法比Grenier等的方法简单方便. 对于单模态瑞利 -泰勒不稳定问题, 研究了交界面的形态, 涡结
构的演化过程以及贯穿深度随时间的变化关系. 对于多模态瑞利 -泰勒不稳定问题, 研究了交界面演化过程中
小尺度结构合并成大尺度结构的过程, 水平方向的平均密度随高度的变化关系, 以及贯穿深度随时间的变化
关系.

关键词: 瑞利 -泰勒不稳定性, 光滑粒子法, 多相流
PACS: 47.20.–k, 47.11.–j, 68.05.–n DOI: 10.7498/aps.66.164701

1 引 言

瑞利 -泰勒不稳定 (Rayleigh-Taylor instabil-
ity)问题是指当密度大的流体处于密度小的流体
之上时, 在重力的作用下产生的一种交界面不稳定
现象. Rayleigh [1]最早从理论上分析了重力作用下

密度不同的两种流体的稳定性, 从理论上证明: 当
上层流体的密度小于下层流体的密度时, 交界面是
稳定的, 扰动使交界面产生的振荡会逐渐衰减; 相
反, 如果上层流体的密度大于下层流体的密度, 则
交界面是不稳定的, 扰动导致的交界面振荡会被迅
速放大. Taylor [2]从理论上分析了重力作用下上层

流体密度大于下层流体密度时交界面的稳定性问

题, 指出交界面的初始扰动会随时间以指数关系增
加, 并给出了相应的变化公式. 为了验证Taylor的
理论结果, Lewis [3]做了一系列的实验, 在圆柱形的
装置中观测了不稳定交界面的演化过程. 实验结果
表明Taylor的结果适用于交界面演化的初始阶段.

Lewis [3]的实验结果还表明交界面不稳定性的发展

过程可分为三个阶段: 首先是初始阶段, 扰动幅度
以指数增加; 随后为过渡阶段, 扰动幅度的增加速
度逐渐增大到最大值; 最后是匀速阶段, 两种流体
相互贯穿的速度不再增大, 贯穿深度匀速增加.

瑞利 -泰勒不稳定问题主要取决于两种流体
的密度和重力加速度. 重力加速度越大, 不稳定
性就越强. 如果没有重力, 则不会产生瑞利 -泰勒
不稳定现象. 流体密度的影响一般用无量纲数
——Atwood数 (At)来表征:

At =
ρH − ρL
ρH + ρL

, (1)

其中 ρH和 ρL分别表示重的流体和轻的流体的密

度. Atwood数的取值范围是 0 6 At 6 1. 当两种
流体的密度相等时 (At = 0), 不存在瑞利 -泰勒不
稳定问题. 当两种流体密度差增大时, Atwood数
也增大, 交界面的不稳定性增强. 当轻的流体不存
在时 (At = 1), 即上层流体置于真空之上, 瑞利 -泰
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勒不稳定问题就成了流体的自由下落问题. 对于二
维问题, 当Atwood数较小时, 相互贯穿的流体会
形成两个反向旋转的涡. 当Atwood数增大时, 则
涡的尺寸会减小. 当Atwood数大到一定值时, 上
层密度大的流体穿过下层密度小的流体迅速下落,
而密度小的流体则会迅速上浮 [4]. 另外, 流体的表
面张力和黏性等因素也会影响瑞利 -泰勒不稳定性,
因为它们会对流体的相互贯穿起到一定程度的阻

碍作用 [5].
瑞利 -泰勒不稳定问题不仅具有科学上的研究

意义, 而且具有应用上的研究价值 [6−8]. 因此, 在
Rayleigh和Taylor之后, 这一问题成了流体交界面
稳定性研究的一个重要的基本问题. 近几十年, 研
究者们发展了许多模型来预测瑞利 -泰勒不稳定问
题中两种流体相互贯穿的深度 [9−13]. 然而, 到目
前为止, 还没有一个模型能够与实验结果完全相
符 [10,14]. 对于交界面形状的演化过程, 更是没有模
型能够预测. 随着计算流体力学的快速发展, 数值
模拟成了研究瑞利 -泰勒不稳定问题的一个重要手
段 [15−19].

本文的目的是给出一种适用于模拟多相流

的光滑粒子法 (smoothed particle hydrodynamics,
SPH method), 并应用该方法模拟研究单模态和多
模态瑞利 -泰勒不稳定流动的演化过程.

2 数值方法

光滑粒子法是一种无网格粒子类方法 [20−24].
在模拟流体问题时, 光滑粒子法将连续的流体离
散成可运动的粒子, 粒子之间通过光滑函数进行关
联, 然后将流体的控制方程离散成相应的粒子方程
进行数值求解.

在光滑粒子法中, 任一函数 f在粒子a上的值

可以离散成如下求和形式:

f(ra) ≈
∑
b

f(rb)W (ra − rb, h)Vb, (2)

其中脚标a和 b表示粒子, r表示位置矢量, W表示
光滑函数 (也称为核函数), V 表示粒子的体积. 参
数h表示光滑长度, 用于控制光滑函数W的宽度,
把上式中的求和范围限制在有限的区域内. 本文使
用的光滑函数为双曲型核函数 [25,26]:

W (s, h) =
1

3πh2


s3 − 6s+ 6 0 6 s < 1,

(2− s)3 1 6 s < 2,

0 2 6 s,

(3)

其中 s = r/h, r表示两个粒子之间的距离. 该光滑
函数能够有效地消除光滑粒子法在模拟流体问题

时潜在的应力不稳定问题 [25,26]. 传统的光滑粒子
法一般采用钟形光滑函数 (如三次样条函数和高斯
函数等). 在粒子附近很小的一个区域内, 当压强不
变时, 钟形光滑函数会导致粒子之间的排斥力随着
粒子间距的减小而减小, 从而导致粒子在这个区域
内聚集, 即应力不稳定现象. 本文使用的双曲型光
滑函数不存在这种问题, 因为当压强不变时, 排斥
力会随着粒子间距的减小而增大, 从而防止粒子聚
集, 消除应力不稳定问题.

本文使用纳维 -斯托克斯方程作为流体的控制
方程, 其拉格朗日形式为:

dρ
dt = −ρ∇ · u, (4)

du
dt = g − 1

ρ
∇p+

µ

ρ
∇2u, (5)

其中 ρ, u, p, µ分别表示流体的密度、速度、压强和
黏性系数; g 表示重力加速度.

在光滑粒子法中, 密度方程 (4)可以离散成如
下形式:

dρa
dt =

∑
b

mb(ua − ub) · ∇aWab, (6)

其中∇aWab表示以粒子a为中心的光滑函数在粒

子 b处的梯度. 对于密度差较大的多相流, 方程 (6)
会高估密度大的流体粒子对密度小的流体粒子的

贡献. 因此, 在计算交界面处的大密度粒子对小密
度粒子的作用时, 采用如下形式的密度方程:

dρL
dt = mL

VH
VL

(uL − uH) · ∇LWLH, (7)

其中脚标H和L分别表示密度大的流体和密度小
的流体. 与方程 (6)相比, 上式可以有效地处理大
密度比多相流的交界面, 降低交界面处的计算误
差, 并有助于得到清晰光滑的交界面. 需要注意的
是, 对于同相粒子之间的相互作用, 以及小密度粒
子对大密度粒子的作用, 仍使用方程 (6)计算.

动量方程 (5)中的压力梯度项可离散成(
1

ρ
∇p

)
a

=
∑
b

mb
pa + pb
ρaρb

· ∇aWab; (8)

黏性项离散成(
µ

ρ
∇2u

)
a

=
∑
b

2mbµaµb(ra − rb) · ∇aWab

(µa + µb)ρaρb(r2ab + 0.01h2)

× (ua − ub). (9)
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(9)式得到的黏性一般会比真实的物理黏性稍小,
可以通过人工黏性进行补偿. 本文采用如下形式的
人工黏性 [27]:

duΠ
a

dt =
∑
b

mbΠab · ∇aWab, (10)

Πab =
2αch(ua − ub) · (ra − rb)

(ρa + ρb)(r2ab + 0.01h2)
,

(ua − ub) · (ra − rb) < 0, (11)

其中参数α用于控制人工黏性的大小, 本文取值为
α = 0.02. 人工黏性 (11)仅在相邻粒子相互靠近时
起作用. 另外, 人工黏性还能在一定程度上降低粒
子的非物理振动 [27].

为了防止交界面两侧的粒子相互穿透, 并得到
光滑清晰的交界面, 当不同相的两个粒子相互作用
时, 在它们之间施加如下形式的排斥力 [28−30]:

duR
ab

dt = mbRab · ∇aWab, (12)

Rab = εR
∣∣∣∣pb + ρb

ρaρb

∣∣∣∣, (13)

其中参数 εR的取值范围为 0—0.1, 本文取值为
0.02. 该排斥力的形式实际上是由压强梯度项的
离散形式 (8)式演变而来, 不同的是, 该斥力的值
远小于压强梯度, 而且只在不同相的粒子之间起作
用, 即在交界面两侧的粒子之间施加排斥力, 从而
抑制粒子穿透交界面. 另外, 该排斥力在一定程度
上也能起到表面张力的作用.

控制方程 (4)和 (5)不封闭, 可通过如下状态方
程来计算压强:

p = c2(ρ− ρr), (14)

其中 c表示数值声速, ρr表示参考密度.
在光滑粒子法中, 压强通常会产生较大的非物

理波动. 为了降低压强波动, 一般可以通过密度重
置来实现. 本文采用如下形式的密度重置方程 [31],
每20个时间步修正一次密度:

ρ̃a =

∑
b

mbWab∑
b

WabVb

. (15)

对于粒子的位置移动, 采用XSPH运动方式 [27]:
dra
dt = u′

a

= ua + ε
∑
b

2mb

ρa + ρb
(ub − ua)Wab, (16)

其中参数 ε的取值范围为 0—1, 本文取值为 0.5.
(16)式的求和范围是同相的相邻粒子. 另外, 在求
解密度方程时, 也改用速度u′ [32], 其他方程中的速
度仍采用原速度u.

3 单模态瑞利 -泰勒不稳定问题

图 1是单模态瑞利 -泰勒不稳定问题的示意图,
其中计算区域的高度为H = 2, 宽度为L = 1, 交
界面初始形状为 y = 1 − 0.15 sin(2πx), 上层流体
密度为ρH = 1.8, 下层流体密度为ρL = 1.0, 重力
加速度为 g = 1. 两种流体的动力黏性系数相等:
νH = νL = 0.0025. Atwood 数为At = 2/7. 所有
边界都是刚性无滑移固体壁面条件. 初始时刻, 整
个系统处于静止状态. 然后, 在重力的作用下, 上
层重的流体开始向下运动, 而下层轻的流体则向上
运动.

L

H

ρ
H

ρ
L

g

图 1 单模态瑞利 -泰勒不稳定问题的初始设置
Fig. 1. Initial set-up for single-mode Rayleigh-Taylor
instability problem.

为了验证本文提出的多相流光滑粒子法方法,
图 2对比了本文的模拟结果和文献中的几种结果.
图 2中本文模拟结果采用的空间分辨率为 200 ×
400, 其他结果采用的空间分辨率分别是Level-
set 312 × 624 [29]; Grenier等 [29]300 × 600; Chen
等 [33]200 × 400, Monaghan和Rafiee [34]150 × 300;
Hu和Adams [35]60 × 120. 图 2表明各种模拟结果
中交界面的整体结构大致相似, 但局部结构差别较
大, 例如Chen等 [33]与Hu和Adams [35]的交界面

不清晰, 交界面附近不同种类的流体粒子相互穿透
的现象非常明显, 而且局部的复杂变化没能模拟出
来. Monaghan和Rafiee [34]的交界面比较清晰, 但
局部的复杂变化也没能模拟出来. 相对而言, 本文
的结果与Level-set和Grenier 等 [29]的结果不但交

界面清晰, 而且局部细节丰富.
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需要指出的是, 图 2中各种模拟结果采用的空
间分辨率虽然并不完全相同, 但差别不大, 只有Hu
和Adams [35]的分辨率明显偏低. 图 3对比了本文

方法采用三种分辨率模拟的结果. 从图 3可以看出,
随着分辨率的增加, 交界面变得更加光滑, 而且细
节增多,但是这种变化并不显著. 因此, 分辨率会影

Hu ♭35] Monaghan ♭24] 

Level-set Grenier ♭29]

Chen ♭33] 

t/

图 2 (网刊彩色) 本文结果与文献中结果的对比 (t = 5)

Fig. 2. (color online) Comparison of the results of this paper and literature (t = 5).

图 3 (网刊彩色) 三种空间分辨率的模拟结果对比: 200× 400 (左), 300× 600 (中), 400× 800 (右)
Fig. 3. (color online) Comparison of simulating results using three different resolutions: 200 × 400 (left),
300× 600 (middle), 400× 800 (right).
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响模拟结果, 但并不是导致图 2中不同模拟结果的
主要原因. 图 3中的颜色表示流体压强, 可以看出,
本文方法得到的压强分布不但整体上光滑, 而且交
界面和壁面附近的压强也是连续的, 没有出现异常
现象. 本文模拟结果的交界面提取方法见文献 [36],
该方法先以粒子为顶点构建三角形网格, 然后在网
格上提取交界面.

图 4给出了时间 t = 1, 3, 5和 7时的交界面形
态. 图 5给出了与图 4相对应的几个时刻的整个
流场中涡的结构. 从图 4可以看出, 交界面从初始
时刻的简单形状逐渐演化成非常复杂的形状. 从
图 5可以看出, 流场中的涡结构也随着交界面形态
的变化而变得逐渐复杂, 且涡的数量也随之增加.
流体的运动产生涡, 同时, 涡也反过来影响流体的
运动. 初始阶段, 上层流体从左侧向下运动, 下层
流体则从右侧向上运动, 形成一个逆时针的大涡,
并在左右壁面附近形成两个顺时针的小涡 (见图 5 ,

t = 1). 这三个涡的中心几乎在同一条直线上. 随
着两种流体的相互贯穿, 在三个涡的作用下, 交界
面形成了方向相反的两个 “蘑菇”状结构 (见图 4和
图 5 , t = 3). 三个涡都位于 “蘑菇”结构的边沿处,
并逐渐增大. 同时, 在右上角新形成一个顺时针的
小涡. 由于这个小涡与右中部的涡相互靠近, 并且
方向相同, 最终被吞并, 形成一个大涡. 在右侧涡
的挤压作用下, 中间的大涡在左上方分裂出一个小
涡. 与此同时, 左侧原有的涡向下运动, 并逐渐增
大,占据了下方的位置,而且也分裂出一个小涡 (见
图 5 , t = 5). 值得注意的是, 尽管原先的三个涡都
改变了位置, 且经历了合并或分裂过程, 但它们的
中心位置依然保持在几乎同一条直线上. 最后, 到
t = 7时, 因为两种流体在底部的剪切作用, 导致了
Kelvin-Helmholtz不稳定现象, 在底部形成了三个
逆时针旋转的小涡.

图 4 (网刊彩色) 单模态瑞利 -泰勒不稳定交界面的演化过程 (t = 1, 3, 5, 7)

Fig. 4. (color online) Evolution of interface for single-mode Rayleigh-Taylor instability problem (t = 1, 3, 5, 7).

图 5 (网刊彩色) 与图 4对应时刻的涡结构的演化过程 (t = 1, 3, 5, 7)

Fig. 5. (color online) Evolution of vortices at the same time of Fig. 4 (t = 1, 3, 5, 7).
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图 6 单模态瑞利 -泰勒不稳定交界面贯穿深度随时间的
变化 (HH表示上层重的流体向下进入轻的流体的贯穿深

度; HL表示下层轻的流体向上进入重的流体的贯穿深度)
Fig. 6. Penetration distance as a function of time for
single-mode Rayleigh-Taylor instability interface (HH

is the distance of the heavy fluid penetrating into the
light fluid; HL is the distance of the light fluid pene-
trating into the heavy fluid).

图 6给出了两种流体的贯穿深度随时间的变
化过程. 图 6中纵坐标 0表示高度方向的中点, 而1
则表示上下两端的壁面. 从图 6可以看出, 初始阶
段 t < 1时, 两种流体离开中点的距离几乎同步增
加. 在 t = 1之后, 重的流体向下运动的速度明显快
于轻的流体向上运动的速度. 在 t = 4之后, 重的

流体已经比较接近底部壁面, 因此运动速度迅速降
低; 而轻的流体因为运动速度较慢, 一直到 t = 6之

后才开始降低速度. 在 t = 7时, 两种流体已非常接
近两端壁面. 根据Lewis [3]的实验和Layzer [37]的

理论结果, 在不考虑壁面影响的情况下, 瑞利 -泰勒
不稳定导致的贯穿深度在初始阶段随时间成指数

增加, 稳定后随时间成匀速增加关系. 在图 6中, 贯
穿深度小于0.3时, 约为指数增加阶段, 贯穿深度为
0.3 至 0.8时, 约为匀速增加阶段. 因此, 本文的数
值结果与Lewis [3]的实验结论及Layzer [37]的理论

结果相符. 对于贯穿深度大于 0.8时, 因两端壁面
的影响, 变为减速阶段.

4 多模态瑞利 -泰勒不稳定问题

多模态瑞利 -泰勒不稳定问题的初始设置与
单模态的设置图 1相似, 高度为H = 2, 宽度为
L = 1. 不同的是, 多模态问题的交界面形状为
y = 1 − 0.05 sin(πx/5), 上层流体密度为 ρH = 3,
下层流体密度为ρL = 1, 重力加速度为 g = 1. 两
种流体的动力黏性系数相等: νH = νL = 0.001.
Atwood 数为At = 0.5. 上下两端为刚性无滑移固
体壁面条件, 左右边界为周期边界条件.

t/ t/ t/ t/ t/

t/ t/ t/ t/

图 7 (网刊彩色) 多模态瑞利 -泰勒不稳定交界面的演化过程

Fig. 7. (color online) Evolution of interface for multi-mode Rayleigh-Taylor instability problem.
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图 8 平均密度随高度的变化 (t = 3, 5, 7)
Fig. 8. Average density as a function of height (t = 3, 5, 7).

图 7给出了多模态瑞利 -泰勒不稳定交界面的
演化过程. 初始阶段, 初始扰动的波形被逐渐拉长,
相邻结构的影响很小 (见图 7 , t = 1). 随着贯穿
深度的增加, 相邻结构相互影响, 形成蘑菇状结构
(见图 7 , t = 2和3). 随着蘑菇状结构的增大, 相邻
结构的相互作用也加剧, 交界面整体结构的对称性
被打破, 有的蘑菇状结构被拉长, 有的蘑菇状结构
被压扁 (见图 7 , t = 4). 然后小尺度结构相互合并,
形成不同尺度的大结构 (图 7 , t = 5—9). 交界面
的形态也随之变得异常复杂.
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图 9 多模态瑞利 -泰勒不稳定交界面的贯穿深度随时间的
变化 (HH表示上层重的流体向下进入轻的流体的贯穿深度;
HL表示下层轻的流体向上进入重的流体的贯穿深度)
Fig. 9. Penetration distance as a function of time for
multi-mode Rayleigh-Taylor instability interface (HH is
the distance of the heavy fluid penetrating into the light
fluid; HL is the distance of the light fluid penetrating
into the heavy fluid).

图 8是水平方向的平均密度随高度的变化情
况. 在 t = 3时, 流体的贯穿深度相对较小, 交界面
形状也比较规则, 所以平均密度的变化比较规则.
到 t = 5时, 密度出现了不同尺度的变化, 这是因为
交界面的小结构已逐渐合并成不同尺度的大结构,
而这种结构尺度的变化也体现在了平均密度的变

化上. 无规则的尺度变化逐渐加剧, 到 t = 7时, 已
经完全看不出初始阶段的规则变化.

图 9给出了两种流体相互贯穿的深度随时间
的变化情况. 从图 9可以看出, 两条线的形状相似.
初始阶段,贯穿深度的增加稍快,而后缓慢增加. 在
t = 4附近, 穿透距离加速增加, 而后几乎线性增加.
这是因为, 原先的小 “泡”开始合并成大 “泡”, 而大
“泡”的运动速度大于小 “泡”. 当贯穿深度到达 0.9
附近时, 因为上下两端壁面的作用, 贯穿深度趋于
稳定, 贯穿速度迅速降低.

5 结 论

本文在传统光滑粒子法的基础上发展了一种

适用于模拟多相流的光滑粒子法, 并应用该方法模
拟研究了单模态和多模态瑞利 -泰勒不稳定问题.
该方法对密度方程在交界面处的离散格式进行了

修正以适应多相流所涉及的大密度比情况, 在不同
相粒子之间施加了很小的排斥力以防止粒子穿透

交界面, 并采用了最新发展的双曲型光滑函数以消
除应力不稳定问题. 为了验证本文发展的多相流光
滑粒子法, 将本文与文献中的几种模拟结果进行了
对比. 结果表明, 在模拟瑞利 -泰勒不稳定问题时,
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本文方法的结果明显优于文献中的大部分光滑粒

子法模拟结果, 与文献 [29]的结果相当, 但本文方
法比文献 [29]的方法更简单方便.

对于单模态瑞利 -泰勒不稳定问题, 给出了交
界面的形态及涡结构的演化过程, 并研究了贯穿深
度与时间的关系. 贯穿深度随时间的变化过程与实
验及理论结果相符. 对于多模态瑞利 -泰勒不稳定
问题, 研究了交界面演化过程中小尺度结构合并成
大尺度结构的过程. 在此过程中, 水平方向的平均
密度随高度的变化由初始时的规则分布逐渐演化

成无规则分布. 小尺度结构向大尺度结构的演化
也导致了贯穿深度随时间的增加速度由线性改变

成非线性. 合并过程结束后, 贯穿深度再次与时间
成线性关系, 但是增加速度明显大于合并前的增加
速度.
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Abstract
In this paper, we present a smoothed particle hydrodynamics (SPH) method for modeling multiphase flows. The

multiphase SPH method includes a corrective discretization scheme for density approximation around the fluid interface
to treat large density ratio, a small repulsive force between particles from different phases to prevent particles from
unphysically penetrating fluid interface, and a newly-developed hyperbolic-shaped kernel function to remove possible
stress instability. This multiphase SPH method is then used to study the single- and multi-mode Rayleigh-Taylor
instability problems. A comparison between our results with the results from existing literature shows that our results
are obviously better than most available results from other SPH simulations. The present results are close to those by
Grenier et al. while the present multiphase SPH method is simpler and easier to implement than that in the work by
Grenier et al. (Grenier, et al. 2009 J. Comput. Phys. 228 8380). For the single-mode Rayleigh-Taylor instability,
the evolutions of the interface pattern and vortex structures, and the penetration depth each as a function of time are
investigated. For the multi-mode Rayleigh-Taylor instability, the merging of small structures into a large structure during
the evolution of the interface is studied. The horizontal average density and the penetration each as a function of height
are also studied.

Keywords: Rayleigh-Taylor instability, smoothed particle hydrodynamics, multiphase flow
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