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单次散射相函数对电磁辐射传输模拟过程的准确性和计算效率有重要的影响. 基于电磁散射与辐射传
输中的基本理论, 对单次散射相函数的解析表达式进行了研究, 提出了一种新的单次散射相函数解析表达式.
比较了单个粒子的Henyey-Greenstein相函数、Henyey-Greenstein*相函数与新的相函数随角度的分布, 发现
新的散射相函数提高了后向散射峰值, 可以更合理地描述单个粒子的散射特性. 按三种气溶胶粒子谱分布
模式计算了Henyey-Greenstein*相函数和新的相函数对应的数值结果, 并与多分散系Mie散射相函数进行对
比, 发现新的相函数提高了与多分散系Mie散射相函数的符合程度. 研究表明, 对于大角度 (大于 90◦)后向散
射, 新的相函数与Mie散射相函数均方根差较小的占 73.3%, 高于Henyey-Greenstein*相函数的 26.7%, 证明
了新的相函数可以显著提高后向散射峰值. 新的相函数对准确模拟辐射传输过程具有重要意义.

关键词: 散射, 相函数, Henyey-Greenstein相函数, 新的Henyey-Greenstein相函数
PACS: 02.30.–f, 03.65.Nk, 07.60.Rd, 42.25.Bs DOI: 10.7498/aps.66.180201

1 引 言

大气辐射传输模型是大气科学研究的主要课

题之一, 它是联系大气物理属性和辐射属性的重要
途径. 大气辐射传输模型的主要研究方法有解析
数值法和统计模拟法, 研究过程中需要考虑大气光
学厚度、气体成分的单次散射反照率以及粒子的单

次散射相函数, 其中散射相函数的准确性和复杂程
度直接影响到辐射传输模型的计算结果和计算效

率 [1−4]. 因此, 对相函数的研究主要集中在缩短相
函数的计算时间以及提高相函数的准确性.

目前常用于辐射传输模拟过程中的相函数计

算方法有: Legendre多项式展开法、Mie理论递
推公式计算方法、相函数调整方法以及Henyey-
Greenstein (H-G)相函数近似法 [5,6]. Legendre多
项式展开法主要用于离散纵坐标法求解辐射传输

问题中, 对于球形小粒子, 相函数只需要很少的展
开项就可以求解出它的散射问题; 对于非球形粒

子及大粒子, 它们的前向散射峰异常尖锐, 需要数
千项的展开式才能收敛, 且计算复杂、计算量巨
大 [7,8]. Mie散射计算过程中将粒子假设为球体, 对
Mie理论直接编程时涉及到复变量Bessel函数的计
算, 因为粒子尺度限制, 即使粒子为球形, 散射角
度也不能由几何光学或者格林公式 [9]获得的渐近

表达式足够准确的近似 [10]. 相函数调整方法的基
本思想是将相函数近似为狄拉克Delta函数和截断
相函数的线性组合, 并通过相似性原理 [11,12]得到

新的大气光学参数 [13]. 以上 3 种相函数计算方法
都存在计算时间长、效率低的问题. 为减小计算时
间、提高计算效率, 研究粒子的辐射传输特性时通
常使用相函数的近似解析表达式. H-G相函数是最
普遍适用的相函数近似解析表达式 [14], 该相函数
公式简单、数值计算方便, 便于求解出关于散射角
随机抽样的逆函数, 可方便地应用于蒙特卡罗方法
关于散射方向抽样的问题. 但该近似方法仍然存在
诸多局限, 例如不能很好地描述后向散射问题 [15].
为了更好地描述不同的物理模型及物理问题提出
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了多种改进的H-G相函数近似方法, 其中为了能很
好地模拟后向散射问题, Cornette和Shanks [16]利

用Rayleigh相函数与H-G相函数推导出Henyey-
Greenstein* (H-G*)相函数. 尽管如此, 有些情况
下H-G*相函数仍不能很好地模拟真实的散射相函
数. 为了能够得到最大程度符合粒子散射特性的散
射相函数, 结合Rayleigh相函数和H-G相函数, 本
文提出了一种新的散射相函数解析式 (RH-G*相函
数). 为了验证RH-G*相函数在描述单个粒子及多
分散系粒子散射特性的适用性, 综合比较了单个粒
子的RH-G*相函数与H-G相函数、H-G*相函数之
间的偏离程度,并分析了多种气溶胶模式下RH-G*
相函数与多分散系Mie散射相函数、H-G* 相函数
的吻合度, 为更加准确、高效地计算辐射传输特性
提供理论支持.

2 散射相函数

散射相函数描述的是入射能量经粒子散射后

的能量角分布. 入射方向与散射方向之间的夹角 θ

称为散射角, 为了更好地描述散射能量随散射角的
变化, 有必要引入一个称之为相函数的无量纲参数
p(cos θ), ∫ 2π

0

∫ π
0

p(cos θ)
4π

sin θdθdϕ = 1. (1)

按此定义, 相函数是归一化的. 按照定义计算粒子
的散射相函数, 可以保证计算结果的精度, 但计算
效率不够. 为此, 研究过程中常采用相函数的解析
表达式来近似计算散射相函数. 相函数解析表达
式的优点是大大提高了计算效率, 且在一定程度上
符合实际的散射规律, 但总体来说计算精度稍有不
足 [6,16]. 这就要求发展更加适合实际散射规律的相
函数解析表达式.

2.1 Mie散射相函数

借助于振幅散射矩阵, 球形粒子的散射相函数
p表示为 [17]

p =

[
1

2
(|S1|2 + |S2|2)

]
/(k2Csca/4π)

=
|S1|2 + |S2|2

∞∑
n=1

[(2n+ 1)(|an|2 + |bn|2)]
, (2)

其中, k是波数; Csca =

∫
4π

|X|/k2dΩ是散射截面,

X是矢量散射振幅, Ω是立体角; an和 bn为复函

数; S1和S2为复振幅. S1和S2的计算公式如下:
S1 =

∞∑
n=1

{
2n+ 1

n(n+ 1)
(anπn + bnτn)

}
,

S2 =

∞∑
n=1

{
2n+ 1

n(n+ 1)
(anτn + bnπn)

}
,

(3)

其中πn和 τn为角度依赖函数, 可以通过递推关系
求解. 对于满足 f(r)分布的多分散粒子系, 散射相
函数为 [18]

p(λ, r,m, θ)

=

∫ rmax

rmin

p(λ, r,m, θ)Csca(λ, r,m)f(r)dr∫ rmax

rmin

Csca(λ, r,m)f(r)dr
, (4)

其中 p(λ, r,m, θ)是已知粒子尺寸参数及复折射率

的单个粒子散射相函数, λ是波长, r是粒子半径,
m是复折射率.

2.2 H-G相函数

Mie散射相函数的计算过程比较复杂, 为了计
算方便, 常用表达形式简单、数值计算方便的H-G
相函数来替代 [10]:

pHG(θ, g) =
1− g2

(1 + g2 − 2g cos θ)3/2 , (5)

其中 θ是散射角, g是不对称因子. H-G相函数可以
较好地模拟前向散射峰, 但是不能正确模拟后向散
射, 且当 g → 0时, 该相函数不能还原成瑞利散射
相函数:

pR(θ) =
3

4
(1 + cos2 θ). (6)

2.3 双H-G相函数

为了克服H-G相函数不能正确模拟后向散射
这个缺陷, Cornette和Shanks [16]提出使用双H-G
相函数 (DH-G相函数)来近似:

pDHG(θ, f, g1, g2)

= (1− f)pHG(θ, g1) + fpHG(θ, g2)

g1 > 0, g2 < 0. (7)

DHG相函数虽然可以较好地体现粒子的散射特征,
但是解析式是由 3个参数确定的: f是一个正的参

数; g1是正值, 表示前向散射部分; g2是负值, 表示
后向散射部分, 使用起来比较复杂, 不适合实际应
用. 当 g → 0时, 为了将双H-G相函数还原成瑞利
散射相函数, 前向散射峰和后向散射峰需要相等,
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即 g1 = −g2, 且 f = 1/2, 但此时两者之间仍不能
很好地符合, 最小均方根误差为0.15 [16]. 且H-G相
函数、DH-G相函数只用于粒子的尺寸参数不是太
小的情况.

2.4 H-G*相函数

为了能很好地模拟后向散射问题, Cornette
和Shanks [16]利用Rayleigh相函数与H-G相函数
推导出了修正的H-G相函数, 即H-G*相函数:

p(θ, g) =
3

2

1− g2

2 + g2
1 + cos2 θ

(1 + g2 − 2g cos θ)3/2 , (8)

该相函数在一定程度上弥补了H-G相函数和DH-
G相函数的不足, 且只有一个自由参数 g, 在 g → 0

时, 与瑞利散射相函数符合; 当 g → 1时, 近似于
H-G相函数.

3 本文提出的新的散射相函数

比较H-G*和H-G相函数会发现, H-G*在前
向散射部分修正较多, 而在后向散射部分修正较
少, 不能很好地模拟后向散射峰值比较大的粒子的

散射特征, 例如海洋型气溶胶 [18]. 为了更好地模拟
后向散射峰值比较大的粒子的散射特征, 对H-G相
函数解析式与瑞利散射相函数解析式按照不对称

因子进行修正. 将新的相函数表示成H-G相函数
和瑞利相函数以及不对称因子的多项式的和, 其中
H-G相函数和瑞利相函数的系数是不对称因子 g的

多项式. 要求在角度大于 90◦时, 增大后向散射峰
值, 且在 g → 0时, 新的相函数与瑞利散射相函数
符合; 当 g → 1时, 新的相函数近似于H-G相函数.
基于这些考虑, 改进的散射相函数 (RH-G*)为

pRHG(θ, g)

=
(1− g2)

(1 + g2 − 2g cos θ)3/2

+
3(1− g)

4
(1 + cos2 θ) + (g − 1), (9)

该相函数在一定程度上增大了后向散射峰, 解析式
形式简单, 只有一个自由参数 g.

图 1给出了不对称因子从 0到 0.9(间隔为 0.1)
时, H-G相函数、H-G*相函数和RH-G*相函数随
角度变化的数值结果.
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图 1 (a)—(j)是RH-G*相函数与H-G*相函数、H-G相函数的角分布对比

Fig. 1. (a)–(j) Comparison of RH-G* phase function, H-G* phase function and H-G phase function.

由图 1可知: 1)三种相函数角分布变化趋势
相同, 表现在小角度的前向散射峰值较强, 后向散
射峰值较弱, 且随着不对称因子 g的增大, 都有前
向散射峰增大、后向散射峰减小的趋势; 2)相对于
H-G相函数和H-G*相函数, RH-G*相函数增大了
后向散射的峰值; 3)当 g = 0时, RH-G*相函数和
H-G*相函数完全重合, 但与H-G相函数偏离程度
较大; 当 g 6 0.5时, 三种相函数的前向散射峰值显
现出很大的差异, 但RH-G*相函数与H-G*相函数
后向散射部分符合较好; 当 g > 0.5时, 则相反. 总
体来说, RH-G*相函数提高了后向散射峰值.

白璐等 [19]提出了由于海洋型气溶胶的后向散

射峰值比较大, 采用H-G相函数及H-G*相函数难
以给出较好的拟合结果; 朱孟真等 [20]给出了常见

或霾天气条件下紫外光散射相函数的比较, 结果显
示H-G相函数及H-G*相函数的数值在 120◦以后
与Mie散射的计算结果差别比较大, Mie散射相函
数有比较明显的后向散射峰, 说明提高相函数解析
式的后向散射峰值是很有必要的, RH-G*相函数
能够合理地描述单个粒子散射辐射能量随角度的

变化.
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4 多种气溶胶模式下Mie散射相函数
与RH-G*相函数的对比

显然, RH-G*相函数可以很好地描述单个粒
子散射辐射能量的角分布特征. 相函数还必须能够
用于辐射传输问题的求解, 因此需要能够模拟多分
散系粒子散射能量的角分布.

Derimendjian [21,22]利用Mie散射理论描述了
三种气溶胶类型 (近似的大陆型霾C(Haze C)、海洋
型霾M(Haze M)和积云C.1(Cloud C.1))的散射辐
射能量的分布特征. 海洋型霾M最初是为海洋线
和沿海地区的气溶胶设计的; 积云C.1类似薄的积
云. 近似大陆型霾C是不连续分布的; 海洋型霾M
和积云C.1是按照指数型公式分布 (广义Γ分布):

N(r) = arα exp(−brγ), (10)

其中, a表示粒子浓度; r是粒子半径; α, b, γ是依
气溶胶种类不同而定的常数. 表 1列举了这三种气
溶胶类型尺寸分布的典型参数.

表 1 粒子尺度分布参数

Table 1. Particle-size distributions.

粒子类型 α b γ rmin/µm rmax/µm

Haze C — — — 0.02 20.0

Haze M 1.00 8.944 0.50 0.0001 20.0

Cloud C.1 6.00 1.500 1.00 0.01 100.0

非偏振多分散系Mie散射相函数计算过程选
取的参数 (波长、粒子尺度、复折射率)如表 2所列:
λ是波长, Re是折射率实部, Im是折射率虚部, 参
数 g是散射不对称因子.

表 2 粒子光学参数

Table 2. Particle optical properties.

λ/µm Re Im
g

Haze C
(2300 cm−3, r = 5 µm)

Haze M
(100 cm−3, rc = 0.05 µm)

Cloud C.1
(100 cm−3, rc = 5.0 µm)

0.45 1.34 0 0.761 0.790 0.853

0.70 1.33 0 0.752 0.900 0.848

1.61 1.315 0 0.753 0.803 0.817

3.07 1.525 0.0682 0.669 0.652 0.895

3.90 1.353 0.0059 0.730 0.690 0.779

5.30 1.315 0.0143 0.758 0.627 0.852

6.05 1.315 0.137 0.748 0.566 0.904

10.0 1.212 0.0601 0.803 0.401 0.866

16.6 1.44 0.400 0.609 0.215 0.866

100 1.957 0.532 0.232 0.014 0.077

图 2—图 4给出了积云C.1、近似大陆型霾C
和海洋型霾M三种模式下多分散系Mie散射相函
数、RH-G*相函数和H-G*相函数的角分布. 虚线
表示Mie散射相函数; 虚线加点表示RH-G*相函
数; 实线加星号表示H-G*相函数.

图 2积云C.1模式中, RH-G*相函数和H-G*
相函数的前向散射峰值很接近; 波长小于 5.3 µm
时, RH-G*相函数与多分散系Mie散射相函数在后
向散射部分的符合程度高. 图 3近似大陆型霾C模
式中, 总体而言RH-G*相函数, 对多分散系Mie散
射相函数的拟合效果要优于H-G*相函数, 尤其是
在大角度后向散射上. 图 4中波长大于 10 µm时,

海洋型霾M 模式的后向散射峰值采用RH-G*相函
数能得到较好的拟合结果.

总之, 1) RH-G*相函数弥补了H-G*相函数描
述后向散射峰尖锐程度的不足, 特别是短波部分;
2) RH-G*相函数提高了与多分散系Mie散射相函
数的符合程度, 特别是在前向散射部分; 3)由于粒
子尺度通常小于λ = 100 µm很多, 散射相函数近
似于瑞利散射相函数, 此时RH-G*相函数精确地
描述了这一现象, 其随角度变化的曲线几乎与多分
散系Mie散射相函数的曲线重合; 4)对于后向散射
特征比较明显的气溶胶模式, RH-G*相函数更接
近于Mie散射相函数.
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Fig. 2. (a)–(j) Comparison of Mie phase function for the Cloud C.1 model, H-G* phase function and RH-G* phase function.
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Fig. 3. (a)–(j) Comparison of Mie phase function for the Haze C model, H-G* phase function and RH-G* phase function.
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图 4 (a)—(j)海洋型霾M的Mie散射相函数、H-G*相函数与RH-G*相函数的角度分布对比

Fig. 4. (a)–(j) Comparison of Mie phase function for the Haze M model, H-G* phase function and RH-G* phase function.

出现上述结果的原因如下: 1)相同波段不同气
溶胶类型的相函数计算结果不同, 这主要是因为各
种气溶胶类型的不对称因子 g存在差异, 不对称因
子主要受粒子尺度因子a(a = πd/λ, d是粒子直径,
λ是入射波长)和光学常数折射率的影响, 本文中
三种气溶胶类型的粒子尺度和折射率不同, 所以计
算结果存在差异, 尺度因子越小, 相函数随角度变
化曲线的对称性越强, 所以波长为 100 µm时, 各个
曲线的对称性是最强的; 2)相函数解析式与Mie散
射相函数的计算结果存在差异的原因是Mie散射
相函数是由Mie散射参数和n阶Legendre多项式

表示的, Mie散射参数反映了电场振荡和磁场振荡
对散射的影响, 而相函数解析式中将Mie散射参数
近似为与不对称因子有关的多项式, 所以RH-G*
相函数和H-G*相函数随角度的变化曲线相对比较
平滑, 且与Mie散射相函数的计算结果存在差异;
3) H-G*相函数和RH-G*相函数在相同波段下计
算结果存在差异时主要原因在于RH-G相函数是
通过H-G相函数与不对称因子和散射角有关的多
项式的和来描述散射过程的, 不对称因子增大时,
RH-G*相函数在前向的修正较多, 后向的修正较
少, 但是前向和后向的值都是增大; H-G*相函数是
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以不对称因子和散射角有关的多项式作为H-G相
函数的系数来描述散射过程的, 不对称因子越大,
修正的越少, 所以RH-G*相函数与H-G*相函数之
间存在差异.

为了进一步说明RH-G*相函数提高大角度后
向散射的合理性, 表 3比较了H-G*相函数、RH-G*
相函数与多分散系Mie散射相函数在角度大于 90◦

时的均方根差值. 对比时, 角度间隔为 5◦, 均方根
误差表示为:

√ ∑
θ=90,180

[px(θ)− pi(θ)]/19, px(θ)是

散射角 θ处不同相函数解析式计算的值, pi(θ)是对
应散射角 θ下Mie散射相函数的计算值. 表中列举
出了三种气溶胶模式中, RH-G*相函数与Mie散射
相函数的均方根差值小于H-G*相函数与Mie散射
相函数的有 22个, 占总数的 73.3%, 说明大部分情
况下, RH-G*相函数在大角度后向散射上与Mie散
射相函数的符合程度较好. 因此, RH-G*相函数提
高大角度后向散射是合理的、必要的.

表 3 多分散系气溶胶粒子H-G*相函数和RH-G*相函数与Mie散射相函数的方均根误差比较
Table 3. Comparisons of the root-mean-square error between the RH-G* phase function, the H-G* phase
function and the Mie-sacttering phase function.

λ/µm
Haze C Haze M Cloud C.1

H-G* RH-G* H-G* RH-G* H-G* RH-G*
0.45 0.1822 0.0838 0.8544 0.4668 2.5935 1.6093
0.70 0.2703 0.0512 0.6897 0.5178 2.3771 1.3618
1.61 0.2983 0.0400 0.1507 0.1250 3.5940 2.3906
3.07 0.2498 0.1274 0.0591 0.1250 1.3766 0.6608
3.90 0.2598 0.0392 0.1283 0.1527 0.1739 0.3173
5.30 0.2071 0.0747 0.2129 0.2971 0.4917 0.4987
6.05 0.1441 0.1316 0.2660 0.2992 0.0124 0.6691
10.0 0.1217 0.1585 1.6000 1.0820 0.1832 1.0857
16.6 0.4171 0.0984 0.3310 0.0369 0.5955 1.1587
100 0.2207 0.1495 0.0403 0.0769 1.4654 0.7104

5 结 论

本文提出了一种新的单次散射相函数 (RH-G*
相函数)的解析表达式, 合理地提高了后向散射
峰值, 公式简单, 计算方便. 多种气溶胶模式下,
RH-G*相函数与多分散系Mie散射相函数的拟合
效果优于H-G*相函数, 尤其是后向大角度方向上.
RH-G*相函数模拟后向散射峰值比较大的粒子的
散射特征有明显的效果, 对准确模拟辐射传输过程
具有重要意义. 但新的相函数不能很好地求解出散
射角随机抽样的逆函数, 所以不能很好地用于蒙特
卡罗方法中.
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Abstract
In electromagnetic radiative transfer calculation, the accuracy and the computation time are usually determined by

the representation of single-scattering phase function. Accurate calculation is time consuming even for spherical particle,
thus, an analytic representation is commonly adopted to approximate the exact phase function and then accelerate
the calculation. Most widely used single-scattering phase functions are the Henyey-Greenstein phase function and
modified Henyey-Greenstein phase function (Henyey-Greenstein*). Although the Henyey-Greenstein phase function and
the Henyey-Greenstein* phase function can represent the forward-scattering peak of Mie-scattering phase function well,
they fail to reproduce the backscattering behavior, limiting the accuracy of the calculation. In order to better fit exact
calculations and simulate the backward-scattering peak, we develop a new analytic expression based on the fundamental
theory of electromagnetic scattering and radiation transmission. This phase function is an algebraic expression with one
single free parameter (asymmetry factor), and can be expanded into Legendre polynomials. The new phase function
converges to the Rayleigh phase function when the asymmetry factor approximates to 0, and it can approach to the
Henyey-Greenstein phase function as the asymmetry factor is about 1. We compare the Henyey-Greenstein phase
function, the Henyey-Greenstein* phase function, and the new phase function for different asymmetry factors, and
find that the new phase function provides a more realistic description for the unpolarized light scattering from small
particles. Furthermore, the calculated value for the ratio of the scattering intensity at 90 degree to that in the backward
direction is more reasonable. We also investigate the effectiveness by approximating the scattering from polydispersed
particles through comparing the new phase function, the Henyey-Greenstein* phase function, and the Mie-scattering
phase function for three types of Derimendjian’s polydispersions. Results show that the new phase function fits the
Mie-scattering phase function much better than the Henyey-Greenstein* phase function. For the new phase function,
the root-mean-square error is small for 73.3% data. By contrast, only 26.7% data fit the Mie-scattering phase function
well for the Henyey-Greenstein* phase function. Similarly, the effectiveness of new function is most significant when
calculating the ratio of the scattering intensity at 90 degree to that in the backward direction. In summary, the new
Henyey-Greenstein* phase function provides a more accurate calculation for the scattering intensity in the backward
direction, and is conducive to electromagnetic radiative transfer calculation. Furthermore, because the proposed phase
function has the same basic form as the Heny-Greenstein phase function, reformatting radiative transfer model in terms
of the new phase function should require relatively little effort.
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