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随着复杂网络同步的进一步发展, 对复杂网络的研究重点由单层网络转向更加接近实际网络的多层有向
网络. 本文分别严格推导出三层、多层的单向耦合星形网络的特征值谱, 并分析了耦合强度、节点数、层数对网
络同步能力的影响, 重点分析了层数和层间中心节点之间的耦合强度对多层单向耦合星形网络同步能力的影
响, 得出了层数对多层网络同步能力的影响至关重要. 当同步域无界时, 网络的同步能力与耦合强度、层数有
关, 同步能力随其增大而增强; 当同步域有界时, 对于叶子节点向中心节点耦合的多层星形网络, 当层内耦合
强度较弱时, 层内耦合强度的增大会使同步能力增强, 而层间叶子节点之间的耦合强度、层数的增大反而会使
同步能力减弱; 当层间中心节点之间的耦合强度较弱时, 层间中心节点之间的耦合强度、层数的增大会使同步
能力增强, 层内耦合强度、层间叶子节点之间的耦合强度的增大反而会使同步能力减弱. 对于中心节点向叶子
节点耦合的多层星形网络, 层间叶子节点之间的耦合强度、层数的增大会使同步能力增强, 层内耦合强度、节
点数、层间中心节点之间的耦合强度的增大反而会使同步能力减弱.

关键词: 多层星形网络, 有向网络, 特征值谱, 同步能力
PACS: 89.75.Fb, 89.75.Hc, 89.75.–k, 89.70.a DOI: 10.7498/aps.66.188901

1 引 言

近几年, 复杂网络研究主要集中在网络的拓扑
结构与其动力学行为之间的关系 [1−4]、扩散动力

学 [5−9]、同步 [10−14]等方面. 目前大多数复杂网络
的研究都集中在单个网络 [15−27], 然而现实世界中
各类系统之间并不是独立的, 而是相互联系的. 研
究结果表明, 单个网络建模的方法一般不足以确
定出现在实际复杂系统中的多层网络间的真正的

相互依存关系. 比如, 一些不同社交网络的用户关
系 [28]、运输系统 [29]以及大脑的学习型组织 [30]. 尽
管多层网络的研究还处于起步阶段, 但已经涌现出
一些有影响力的研究成果 [31,32], 这将是复杂网络
理论的重要研究方向.

研究复杂网络的终极目标之一是理解网络拓

扑结构对物理过程的影响. 网络上的同步现象是一
项重要的研究课题 [33,34]. 同步现象大量出现在我
们的生活中, 如掌声同步、路由器同步、萤火虫同时
闪烁、物理振子以及生物振子的同步等, 在物理、化
学、生物、工程技术、经济以及社会科学等领域都观

察到了各种各样的同步现象 [35−39]. 复杂网络作为
一个载体展示了丰富多彩的网络同步现象, 不同领
域的学者从不同的角度对复杂网络同步进行了深

入研究.
为了研究更接近于实际复杂网络的同步能力,

学者们提出了一种基于多层网络的扩散动力学方

程的超拉普拉斯矩阵结构, 根据其特征值谱来分析
网络同步能力 [40]. 根据主稳定性函数方法, 复杂系
统的非线性动力学行为与网络的拉普拉斯矩阵的

∗ 河北省自然科学基金 (批准号: E2011202051)资助的课题.
† 通信作者. E-mail: lixiaoxia@hebut.edu.cn
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第二个特征值有关 [41], 在扩散过程中, 收敛于最大
熵状态 [42], 而且耦合网络的拉普拉斯矩阵的最大
特征值对网络的同步稳定性具有决定性影响 [43,44].
文献 [45,46]研究了典型的规则两层星形网络, 提出
并严格推导出两层星形网络的特征值谱, 并分析
了同步能力, 但由于实际复杂网络更接近于有向网
络, 本文即在此基础上研究了更具一般性的多层有
向星形网络的特征值谱及同步能力. 首先, 严格推
导出三层单向耦合的星形网络的特征值多项式, 分
别分析了在同步域无界和有界两种情况下, 网络层
数、每层网络节点数、层内耦合强度、层间耦合强度

(层间中心节点之间的耦合强度和层间叶子节点之
间的耦合强度)与网络同步能力的关系. 其次, 进
一步严格推导出多层单向耦合的星形网络的特征

值多项式以及特征值谱, 分析了在同步域无界和有
界两种情况下, 网络层数、每层网络节点数、层内耦
合强度、层间耦合强度 (层间中心节点之间的耦合
强度和层间叶子节点之间的耦合强度)与网络同步
能力的关系. 最后, 分析各个参数对网络同步能力
的影响并进行了仿真验证.

2 模型与方法

2.1 模 型

M层网络中第K层、第 i个节点的动力学方程

如下:
dxK

i

dt = f(xK
i ) + aK

N∑
i=1

ωK
ij (x

K
j − xK

i )

+

M∑
H=1

dKH
i (xH

i − xK
i ), (1)

其中 16 i 6 N , 16 K 6 M ; xK
i ∈ RN是第K层、

第 i节点的状态变量; f(·): Rn → Rn是一个动力

学函数; aK为第K层的层内耦合强度; ωK
ij 是第K

层的层内耦合矩阵元; (xK
j − xK

i )是网络各节点状

态变量之间的层内耦合函数; (xH
i − xK

i )是网络各

节点状态变量之间的层间耦合函数; dKH
i 是第K

层和第H层的第 i个节点的层间耦合强度.
我们假设多层网络为M层网络, 每层有N个

节点. α层的层内连接强度矩阵W (α) ∈ RN×N ,
S(α) ∈ RN×N为层内点强度的对角矩阵, 层的层
内拉普拉斯矩阵为L(α) = S(α) − W (α), 假设多
层网络层间的所有节点的层间连接完全一致, 我
们定义W I ∈ RM×M为每两层网络的层间连接强

度矩阵, SI ∈ RM×M为每两层网络的层间点强

度对角矩阵, 每两层网络的层间拉普拉斯矩阵为
LI = SI −W I.

我们得到整个网络的超拉普拉斯矩阵: LLL =

LLLL + LLLI. 我们把LLL分成两部分, LLLL为层内的超拉

普拉斯矩阵, LLLI为层间的超拉普拉斯矩阵. LLLL为

各层内拉普拉斯矩阵的直和,

LLLL =


L(1) 0 · · · 0

0 L(2) · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · L(M)

 =
M
⊕

α=1
L(α), (2)

LLLI为层间拉普拉斯矩阵与M × N的单位矩阵的

Kronecker积,
LLLI = LI ⊗ I. (3)

2.2 方 法

本文采用主稳定性函数法来判定网络的同步

能力的稳定性. 一个由N个相同的动力学系统

Ẋi = f(Xi)为节点所构成的连续时间耗散耦合动

态网络, 其状态方程如下:

Ẋi = f(Xi) + c
N∑
j=1

WijΓ (Xj)

(i = 1, 2, · · · , N), (4)
(4)式中, f(·): Rm → Rm是一个动力学函数,通常
情况下是非线性函数; Xi = (xi1, xi2, · · · , xim)T ∈
Rm是节点 vi的状态变量; c是网络的耦合强度

系数; Γ (·): Rm → Rm是各节点之间的内部

耦合函数, 也叫作各节点的输出函数, 它描述
的是耦合节点间的连接关系, 通常取对角阵
H = diag(r1, r2, · · · , rm) ∈ Rm×m, 例如, r1 = 1,
r2 = r3 = · · · = rm = 0表示两个耦合节点之间

通过第一个状态变量进行耦合; 矩阵W = [Wij ] ∈
RN×N表示网络的拓扑结构, 被称为外耦合矩阵.

主稳定性函数法是研究线性耦合同步稳定性

问题的一种主要方法, 并被广泛采用. 下面主要详
细介绍主稳定性函数法. 我们将连续时间动态网络
(4)式关于同步流形S(t)进行线性稳定性分析. 令
δi为第 i个节点状态的变分, 可以得到下面的变分
方程:

δ̇i = Jfδi + c
N∑
j=1

WijJHδi (i = 1, 2, · · · , N), (5)

这里Jf和JH分别是 f(X)和H(X)关于同步流

形S的 Jacobi 矩阵, 通常要求为有界. 令∆ =

[δ1, δ2, · · · , δN ]T, 则 (5)式可写为矩阵形式:
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∆̇ = Jf∆+ cJH∆LT. (6)

记LT = PΛP−1为 矩 阵W 的 Jordan分
解, 其中Λ = diag(λ1, λ2, · · · , λN ). λk, k =

1, 2, · · · , N为矩阵W 的特征根且λ1 = 0. 再令
∆P = [η1, η2, · · · , ηN ]得到:

η̇k = [Jf + cλkJH ]ηk (k = 2, 3, · · · , N). (7)

下面根据Lyapunov指数法来判断同步流形的
稳定性. 考虑到方程中只有λk和ηk与k有关, 当外
耦合矩阵W 为非对称时, 其特征值可能是复数, 故
定义主稳定性方程为

Ẏ = [Jf + c(α+ jβ)JH ]Y , (8)

其最大Lyapunov指数 γmax是实变量α和β的函

数, 称为动力学网络的主稳定性函数. 已知一
个给定的耦合强度 c, 在 (α, β)所在的复平面上对

应一个点 cλk, 如果该点对应的最大Lyapunov指
数 γmax为正数时, 则该特征态为不稳定态; 反之,
则该特征态为稳定态. 如果对应所有的特征态
λk(k = 2, 3, · · · , N), 其所有点对应的最大Lya-
punov指数γmax均为负数时, 那么认定在该耦合强
度 c下, 整个网络的同步流形是渐近稳定的.

根据主稳定函数方法, 本文网络模型的同步
能力由LLL的非零最小特征值λ2和最大特征值λmax

决定 [47−50]. 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2决定, 并与λ2 成正比; 当同步域有界时, 网络的
同步能力由λmax/λ2决定, 此时网络的同步能力与
r = λmax/λ2 成反比. 对于同步化区域为空集的情
况, 无论耦合强度 c怎么改变都不能实现网络的同

步, 所以无需讨论该情况.

3 特征值谱及同步能力分析

3.1 三层单向耦合星形网络的结构

本节首先严格推导三层单向耦合的星形网络

的特征值谱, 其中单向耦合包含叶子节点向中心节
点的单向耦合和中心节点向叶子节点的单向耦合,
耦合模型如图 1 (a)和图 1 (b) 所示, 层间耦合方式
如图 2所示. 图 1 (a)的每层星形网络内, 叶子节点
向该层中心节点耦合强度为a; 图 1 (b)的每层星形
网络内, 中心节点向该层叶子节点耦合强度为a;
图 2中每两层网络间叶子节点与叶子节点一一对
应耦合, 中心节点与中心节点一一对应耦合, 耦合
方式为双向耦合, 叶子节点之间耦合强度为d, 中
心节点之间耦合强度为d0.

(a) (b)

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

ddd d d dd

a

a

a

a

a

a

ddd d d dd

L

L

L

L

L

L

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

ddd d d dd

a

a

a

a

a

a

ddd d d dd

图 1 (网刊彩色) (a) 叶子节点向中心节点的单向耦合;
(b) 中心节点向叶子节点的单向耦合; 黑色虚线表示每两
层间叶子节点耦合, 红色虚线表示每两层间中心节点耦
合, 层内耦合强度为 a, 层间叶子节点之间的耦合强度为
d, 层间中心节点之间的耦合强度为 d0

Fig. 1. (color online) (a) The coupling model is that
leaf nodes point to the hub node; (b) the coupling
model is that the hub node point to leaf nodes. The
black dotted line represents the coupling connection
between the leaf nodes of every two layers of the net-
work, the red dotted line represents the coupling con-
nection between the hub nodes of every two layers of
the network, the intralayer coupling strength a the
inter-layer leaf nodes coupling strength d, the inter-
layer hub nodes coupling strength d0.

L L L

图 2 (网刊彩色)层间耦合方式, 每两层叶子节点之间一
一对应双向耦合, 每两层中心节点之间一一对应双向耦
合; 黑色虚线表示层间叶子节点之间的耦合连接, 红色虚
线表示层间中心节点之间的耦合连接

Fig. 2. (color online) The coupling model between
the layers. The coupling between the leaf nodes of
every two-layer of network is one-to-one bidirectional
coupling, and the coupling between the hub nodes of
every two-layer of network is one-to-one bidirectional
coupling; the black dotted lines represent the inter-
layer leaf nodes, and the red dotted lines represent the
coupling between the inter-layer hub nodes.
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3.2 三层单向耦合星形网络的特征值谱及

同步能力分析

首先, 这里我们假设三层网络的每层网络的拓
扑结构是完全一致的星形网络, 每两层网络间叶子
节点之间、中心节点之间分别都是一一对应耦合;
每层网络的节点数都为N , 整个网络层数为M , 层

内耦合强度为a, 层间中心节点之间的耦合强度为
d0,层间叶子节点之间的耦合强度为d. 对于简单
有向图G, 其拉普拉斯矩阵L(G) = S(G)−W (G),
S(G)为顶点出度的对角矩阵, W (G) = [aij ]为其

邻接矩阵, aij为节点Vi到Vj的边的权值
[51]. 由此

得到的三层叶子节点向中心节点的单向耦合星形

网络的超拉普拉斯矩阵为

LLL =



2d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0

−a a+ 2d · · · 0 0 −d · · · 0 0 −d · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

... . . . ...

−a 0 · · · a+ 2d 0 0 · · · −d 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 2d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0

0 −d · · · 0 −a a+ 2d · · · 0 0 −d · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · −d −a 0 · · · a+ 2d 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0 2d0 0 · · · 0

0 −d · · · 0 0 −d · · · 0 −a a+ 2d · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · −d 0 0 · · · −d −a 0 · · · a+ 2d



;

三层中心节点向叶子节点的单向耦合星形网络的超拉普拉斯矩阵为

LLL=



(N−1)a+ 2d0 −a · · · −a −d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0

0 2d · · · 0 0 −d · · · 0 0 −d · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · 2d 0 0 · · · −d 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 (N−1)a+ 2d0 −a · · · −a −d0 0 · · · 0

0 −d · · · 0 0 2d · · · 0 0 −d · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · −d 0 0 · · · 2d 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0 (N−1)a+ 2d0 −a · · · −a

0 −d · · · 0 0 −d · · · 0 0 2d · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · −d 0 0 · · · −d 0 0 · · · 2d



.

根据

∣∣∣∣∣∣∣∣
A B B

B A B

B B A

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |A − B|2|A + 2B|得出: 三

层叶子节点向中心节点的单向耦合星形网络的

超拉普拉斯矩阵的特征值多项式为 |λI − LLL| =

λ(λ− a)N−1(λ− 3d0)
2[λ− (a+ 3d)]2(N−1), 故特征

值为: 0, a, · · · , a︸ ︷︷ ︸
N−1

, 3d0, 3d0︸ ︷︷ ︸
2

, a+ 3d, · · · , �a+ 3d︸ ︷︷ ︸
2(N−1)

.

三层中心节点向叶子节点的单向耦合星

形网络的超拉普拉斯矩阵的特征值多项式为
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|λI −LLL| = λ(N−1)[λ − (N − 1)a](λ − 3d)2(N−1)

·{λ − [(N −1)a + 3d0]}2, 故特征值为: 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
N−1

,

3d, · · · , 3d︸ ︷︷ ︸
2(N−1)

, (N−1)a, (N−1)a+ 3d0, (N−1)a+ 3d0︸ ︷︷ ︸
2

.

在实际网络中, 节点数N是非常大的, 远远大
于层内耦合强度a和层间节点之间的耦合强度d与

d0. 其同步能力的强弱根据同步域无界和有界两种
情形来考虑, 即讨论非零最小特征值λ2(值越大同
步性越强)与 r = λmax/λ2(值越小同步性越强).

三层叶子节点向中心节点单向耦合的星

形网络, 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2 = min{a, 3d0}决定; 当同步域有界时, 网络的同
步能力由 r = (a+3d)/min{a, 3d0}决定,而无论是

同步域无界还是有界, 网络的同步能力都与节点数
无关.

三层中心节点向叶子节点单向耦合的星

形网络, 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2 = 3d决定; 当同步域有界时, 网络的同步能
力由 r = [(N−1)a+ 3d0]/(3d)决定.

3.3 多层单向耦合星形网络的特征值谱及

同步能力分析

本文进一步推导出多层单向耦合星形网络的

超拉普拉斯矩阵及特征值多项式, 多层叶子节点
向中心节点单向耦合的星形网络的超拉普拉斯

矩阵为

LLL=



(M − 1)d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0

−a a + (M − 1)d · · · 0 0 −d · · · 0 · · · · · · · · · · · · 0 −d · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
. · · · · · · · · · · · ·

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

−a 0 · · · a + (M−1)d 0 0 · · · −d 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 (M−1)d0 0 · · · 0

. . .
.
.
.

.

.

.

0 −d · · · 0 −a a + (M−1)d · · · 0

. . .
.
.
.

.

.

.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

0 0 · · · −d −a 0 · · · a + (M−1)d

. . .
.
.
.

.

.

.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . −d0 0 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . 0 −d · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0 (M−1)d0 0 · · · 0

0 −d · · · 0 · · · · · · · · · · · · 0 −d · · · 0 −a a + (M−1)d · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
. · · · · · · · · · · · ·

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · −d 0 0 · · · −d −a 0 · · · a + (M−1)d



;

多层中心节点向叶子节点单向耦合的星形网络的超拉普拉斯矩阵为

LLL=



(N−1)a+(M−1)d0 −a · · · −a −d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0

0 (M−1)d · · · 0 0 −d · · · 0 · · · · · · · · · · · · 0 −d · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
. · · · · · · · · · · · ·

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · (M−1)d 0 0 · · · −d 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 (N−1)a+(M−1)d0 −a · · · −a

. . .
.
.
.

.

.

.

0 −d · · · 0 0 (M−1)d · · · 0

. . .
.
.
.

.

.

.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

0 0 · · · −d 0 0 · · · (M−1)d

. . .
.
.
.

.

.

.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . −d0 0 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . 0 −d · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . 0 0 · · · −d

−d0 0 · · · 0 −d0 0 · · · 0 (N−1)a+(M−1)d0 −a · · · −a

0 −d · · · 0 · · · · · · · · · · · · 0 −d · · · 0 0 (M−1)d · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
. · · · · · · · · · · · ·

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · −d 0 0 · · · −d 0 0 · · · (M−1)d



.
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根据

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A B · · · B

B A · · · B
...

... . . . ...

B B · · · A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M×M

= |A − B|(M−1)|A +

(M − 1)B|得出: 多层叶子节点向中心节点单向耦
合的星形网络的特征值多项式为: |λI−LLL| = λ(λ−
a)N−1(λ−Md0)

(M−1)[λ−(a+Md)](M−1)(N−1),故
特征值为:
0, a, · · · , a︸ ︷︷ ︸

N−1

,Md0, · · · ,Md0︸ ︷︷ ︸
M−1

, a+Md, · · · , a+Md︸ ︷︷ ︸
(M−1)(N−1)

.

多层中心节点向叶子节点单向耦合的星形网

络的特征值多项式为: |λI −LLL| = λ(N−1)[λ− (N −
1)a](λ−Md)(M−1)(N−1){λ−[(N−1)a+Md0]}(M−1),
故特征值为 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

N−1

, Md, · · · ,Md︸ ︷︷ ︸
(M−1)(N−1)

, (N − 1)a,

(N−1)a+Md0, · · · , (N−1)a+Md0︸ ︷︷ ︸
M−1

.

多层叶子节点向中心节点单向耦合的星形网

络的同步能力, 按同步域为无界和有界两种情形
分别讨论, 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2 = min{a,Md0}决定; 当同步域有界时, 网络的
同步能力由 r = (a + Md)/min{a,Md0}决定, 除
了d, a, d0, 多层网络的层数对网络的同步能力也会
产生影响.

多层中心节点向叶子节点单向耦合的星形网

络, 按同步域为无界和有界两种情形分别讨论,
当同步域无界时, 网络的同步能力由λ2 = Md

决定; 当同步域有界时, 网络的同步能力由
r = [(N−1)a +Md0]/(Md)决定. 除了N, d, a, d0,
网络的同步能力也受到多层网络的层数的影响.

4 数值仿真及结果

4.1 三层叶子节点向中心节点单向耦合的

星形网络的同步能力仿真

同步域无界时, λ与a, 3d0中的最小值有关; 同
步域有界时, 同步能力由 r = (a+3d)/min{a, 3d0}
来决定, 网络的同步能力与N无关. 仿真情况归纳
见表 1 .

1) 同步域无界
同步域无界、a < 3d0时, λ2与a有关; a > 3d0

时, λ2与d0有关. 分别变化a和d0, 所得到的λ2如

图 3所示. λ2随着a的增大而增大, 随着d0的增大

而增大, 同步能力增强, 增大层间中心节点之间的

耦合强度更有利于提高同步能力, 这是因为三层
网络类似于三个聚类的社团结构, 聚类块间连接紧
密, 从而使同步能力变得更强. 最后, 从图 3我们
可以得到: 当同步域无界时, 对于层内耦合强度和
层间中心节点之间的耦合强度, 同步能力依赖于较
弱的一方; 在两种耦合强度同步改变时, 层间中心
节点之间的耦合强度对同步能力产生的影响更大

一些.

表 1 对于三层叶子节点向中心节点单向耦合的星形网

络, λ2, r = λmax/λ2随 d, a, d0的变化
Table 1. When the coupling model is that leaf nodes
point to the hub node for three-layer star networks, λ2

and r = λmax/λ2 changes with d, a, d0.

随 d增大 随 a增大 随 d0增大

λ2 = min{a, 3d0}
a < 3d0 不变 增大 不变

a > 3d0 不变 不变 增大

r =
a+ 3d

min{a, 3d0}
a < 3d0 增大 减小 不变

a > 3d0 增大 增大 减小

0 2 4 6 8 10

0

5

10

15

20

25

30

a֒ d

λ
2

 

 

λ2=a

λ2=3d

图 3 (网刊彩色) 对于三层叶子节点向中心节点单向耦
合的星形网络, λ2随层内耦合强度 a的变化 (红色实线),
a < 3d0; λ2随层间中心节点之间的耦合强度 d0的变化

(蓝色实线), a > 3d0

Fig. 3. (color online) When the coupling model is
that leaf nodes point to the hub node for three-layer
star networks, λ2 change with the intra-layer coupling
strength a (red solid line), a < 3d0; λ2 change with
inter-layer coupling strength between the hub nodes
d0 (blue solid line), a > 3d0.

2) 同步域有界
同步域有界、 a < 3d0时, 同步能力由

r = 1 + 3d/a决定; a > 3d0时, 同步能力由
r = (a+ 3d)/(3d0)决定.

1⃝ a < 3d0时, 同步能力与a, d有关. 取d = 1,
变化a; 取a =1, d0 = 1, 变化d. 得到 r随a增大呈

188901-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 18 (2017) 188901

指数减小, 同步能力增强; r随d增大而增大, 同步
能力减弱 (图 4 ). 层内耦合强度越大, 层间叶子节
点之间的耦合强度越小, 同步能力变得越强. 最后,
从图 4我们可以得到: 在上述假定条件下, 改变层
内耦合强度更有利于实现网络同步; 当层内耦合强
度和层间叶子节点之间的耦合强度取值大约为 2.1
时, 同步能力相等; 此外, 网络的同步能力与层间中
心节点之间的耦合强度无关.

0 2 4 6 8 10

-50
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 d 

图 4 (网刊彩色) 对于三层叶子节点向中心节点单向耦合的
星形网络, r随层内耦合强度 a的变化 (红色实线); r随层间叶
子节点之间的耦合强度 d的变化 (蓝色实线); 其中 a < 3d0

Fig. 4. (color online) When the coupling model is that leaf
nodes point to the hub node for three-layer star networks,
r change with the intra-layer coupling strength a (red solid
line) and the inter-layer coupling strength between the leaf
nodes d (blue solid line), a < 3d0.

2⃝ a > 3d0时, 取d = 1, d0 = 0.01, 变化a, 取
a = 1, d0 = 0.01, 变化d; 取d = 1, a = 1, 变化d0.
得到的 r如图 5所示. r随a的增大而增大, r随d的

增大而增大; r 随d0增大呈指数减小. 层内耦合强
度越小, 层间叶子节点之间的耦合强度越小, 层间
中心节点之间的耦合强度越大, 同步能力变得越
强. 最后, 从图 5 (a)我们可以得到: 在上述假定条
件下, 当层内耦合强度和层间叶子节点之间的耦合
强度值取 1时, 同步能力相等. 从图 5 (b)和图 4我
们可以得到: 当同步域有界时, 网络的同步能力依
赖于层内耦合强度和层间中心节点之间的耦合强

度中较弱的一方.
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d0

r

(a)

(b)

图 5 (网刊彩色) 对于三层叶子节点向中心节点单向耦合
的星形网络, (a) r随层内耦合强度 a的变化 (红色实线)
以及 r随层间叶子节点之间的耦合强度 d (蓝色实线)的
变化; (b) r随层间中心节点之间的耦合强度 d0的变化;
其中 a > 3d0

Fig. 5. (color online) When the coupling model is that
leaf nodes point to the hub node for three-layer star
networks, (a) r change with the intra-layer coupling
strength a (red solid line) and the inter-layer coupling
strength between the leaf nodes d (blue solid line), re-
spectively; (b) r change with the inter-layer coupling
strength between the hub nodes d0; a > 3d0.

4.2 三层中心节点向叶子节点单向耦合的

星形网络的同步能力的仿真

三层中心节点向叶子节点单向耦合的星

形网络, 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2 = 3d决定; 当同步域有界时, 网络的同步能
力由 r = [(N−1)a+3d0]/(3d)决定. 仿真情况归纳
于表 2 .

表 2 对于三层中心节点向叶子节点耦合的星形网络, λ2和 r = λmax/λ2随N , M , d, a, d0的变化
Table 2. When the coupling model is that the hub node point to leaf nodes for three-layer star networks, λ2

and r = λmax/λ2 changes with N , M , d, a, d0.

随N 增大 随M 增大 随 d增大 随 a增大 随 d0增大

λ2 = 3d 不变 不变 增大 不变 不变

r = [(N−1)a+ 3d0]/(3d) 增大 减小 减小 增大 增大
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1) 同步域无界
λ2与d有关, 变化d, 如图 6所示, λ2随d的增

大而增大. 层间叶子节点之间的耦合强度增大, 同
步能力越强. 中心节点向叶子节点单向耦合的三层
星形网络的超拉普拉斯矩阵的非零最小特征值是

一定的, 不需要讨论, 它与层间叶子节点之间的耦
合强度有关, 而与层内耦合强度和层间中心节点之
间的耦合强度无关.

     














d

λ
2

图 6 对于三层中心节点向叶子节点耦合的星形网络, λ2

随层间叶子节点之间的耦合强度 d的变化

Fig. 6. When the coupling model is that the hub node
point to leaf nodes for three-layer star networks, λ2

change with the inter-layer coupling strength between
the leaf nodes d.

2)同步域有界
网络的同步能力由 r = [(N−1)a + 3d0]/(3d)

决定. 取N = 200, d = d0 = 1,变化a; 取N = 200,
a = d0 = 1, 变化d; 取N = 200, d = a = 1, 变化
d0; 取a = d = d0 = 1, 变化N ; 得到的 r如图 7所
示. r随a的增大而增大; r随d的增大呈指数减小;
r随d0的增大而增大; r随N的增大而增大. 层内
耦合强度越小, 层间叶子节点之间的耦合强度越
大, 层间中心节点之间的耦合强度越小, 网节点数
越少, 网络的同步能力变的越强. 从图 7我们得到:
在上述假定条件下, 网络的同步能力更依赖于层间
叶子节点之间的耦合强度, 而层间中心节点之间的
耦合强度对网络同步能力的影响微乎其微.
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图 7 (网刊彩色) 对于三层中心节点向叶子节点耦合的
星形网络, (a) r随层内耦合强度 a的变化 (红色实线), r
随层间叶子节点之间的耦合强度 d的变化 (蓝色实线), r
随层间中心节点之间的耦合强度 d0的变化 (黑色实线);
(b) r随节点数N 的变化

Fig. 7. (color online) When the coupling model is that
the hub node point to leaf nodes for three-layer star
networks, (a) r change with the intra-layer coupling
strength a (red solid line), the inter-layer coupling
strength between the leaf nodes d (blue solid line),
and the inter-layer coupling strength between the hub
nodes d0 (black solid line), respectively; (b) r change
with the number of nodes N .

4.3 多层叶子节点向中心节点单向耦合的

星形网络的同步能力的仿真

多层叶子节点向中心节点单向耦合的星

形网络, 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2 = min{a,Md0}决定; 当同步域有界时, 网络
的同步能力由 r = (a + Md)/min{a,Md0}决定;
网络的同步能力与N无关. 仿真情况归纳于表 3 .

表 3 对于多层叶子节点向中心节点单向耦合的星形网络, λ2和 r = λmax/λ2随M , d, a, d0的变化
Table 3. When the coupling model is that leaf nodes point to the hub node for multilayer star networks, λ2

and r = λmax/λ2 changes with N , M , d, a, d0.

随M 增大 随 d增大 随 a增大 随 d0增大

λ2 = min{a,Md0}
a < Md0 不变 不变 增大 不变

a > Md0 增大 不变 不变 增大

r =
a+Md

min{a,Md0}
a < Md0 增大 增大 减小 不变

a > Md0 减小 增大 增大 减小

188901-8

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 18 (2017) 188901

1) 同步域无界
1⃝ a < Md0时, λ2只与a有关, 得到的λ2与

三层网络的仿真结果 (图 3红色实线)一致. λ2随着

a的增大而增大, 同步能力增强. 我们得到: 在上述
假定条件下, 层内耦合强度对网络同步能力的影响
可以推广到多层网络.

2⃝ a > Md0时, 与M,d0有关, 取M =20, 变
化d0;取d0 = 1,变化M ;得到的λ2如图 8所示. λ2

随着d0的增大而增大, 同步能力增强; λ2随着M

的增大而增大, 同步能力增强; 层间中心节点之间
的耦合强度越大, 层数越多, 同步能力越强. 我们
得到: 在上述假定条件下, 当层间中心节点之间的
耦合强度较弱时, 网络的同步能力还与层数有关.

2) 同步域有界
1⃝ a < Md0时, 网络的同步能力由 r =

(a + Md)/a决定. 取d = 1, M = 20, 变化a; 取
a = 1, M = 20, 变化d; 取d = 1, a = 1, 改变M ;
得到的 r如图 9所示. r随着a的增大而减小, r随
着d的增大而增大, r随着M的增大而增大. 层内
耦合强度越大, 层间叶子节点之间的耦合强度越
小, 层数越少, 网络的同步能力越强. 从图 9我们可
以得到: 在上述假定条件下, 网络的同步能力更依
赖于层内耦合强度; 当层内耦合强度和层间叶子节
点之间的耦合强度值取 1时, 同步能力相等. 层内
耦合强度和层间耦合强度对网络同步能力的影响

可以由三层网络推广到多层网络; 而层内耦合强度
和层间叶子节点之间的耦合强度使网络同步能力

相等的参数值受到层数的影响, 不同的层数对应的
参数值不同.
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图 8 对于多层叶子节点向中心节点单向耦合的星形网络, (a) λ2随层间中心节点之间的耦合强度 d0的变化; (b) λ2 随层

数M 的变化

Fig. 8. When the coupling model is that leaf nodes point to the hub node for multilayer star networks, (a) λ2 change
with the inter-layer coupling strength between the hub nodes d0; (b) λ2 change with the number of layers M .
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图 9 (网刊彩色) 对于多层叶子节点向中心节点单向耦合的星形网络, (a) r随层内耦合强度 a的变化 (红色实线), r随层间
叶子节点之间的耦合强度 d的变化 (蓝色实线); (b) r随层数M 的变化

Fig. 9. (color online) When the coupling model is that leaf nodes point to the hub node for multilayer star networks,
(a) r change with the intra-layer coupling strength a (red solid line) and the inter-layer coupling strength between
the leaf nodes d (blue solid line), respectively; (b) r change with the number of layers M .
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图 10 (网刊彩色) 对于多层叶子节点向中心节点单向
耦合的星形网络, (a) r随层内耦合强度 a的变化 (红色实
线), r随层间叶子节点之间的耦合强度 d的变化 (蓝色实
线); (b) r随层间中心节点之间的耦合强度 d0的变化; 其
中 a > Md0

Fig. 10. (color online) When the coupling model is
that leaf nodes point to the hub node for multilayer
star networks, (a) r changes with the intra-layer cou-
pling strength a (red solid line) and the inter-layer
coupling strength between the leaf nodes d (blue solid
line), respectively; (b) r change with the inter-layer
coupling strength between the hub nodes d0; a > Md0.

2⃝ a > Md0时, 网络的同步能力由 r = (a +

Md)/(Md0)决定. 取M = 20, d = 1, d0 = 0.01,
变化a; 取M = 20, a = 1, d0 = 0.01, 变化d; 取
M = 20, d = 1, a = 10, 变化 d0; 得到的 r如

图 10所示. r 随着a的增大而增大, r 随着d的增

大而增大, r随着d0的增大而减小. 层内耦合强度
越小, 层间叶子节点之间的耦合强度越小, 层间中
心节点之间的耦合强度越大, 网络的同步能力越
强. 最后, 我们从图 10 (a)可以得到: 在上述假定

条件下, 当层内耦合强度和层间叶子节点之间的耦
合强度值取 1时, 同步能力相等; 层内耦合强度和
层间叶子节点之间的耦合强度使网络同步能力相

等的参数值并不随层数而变化. 从图 10 (b)和图 4、
图 5我们可以得到: 当同步域有界时, 网络的同步
能力依赖于层内耦合强度和层间中心节点之间的

耦合强度中较弱的一方. 层内耦合强度和层间耦合
强度对网络同步能力的影响可以由三层网络推广

到多层网络.
a > Md0时, 网络的同步能力还受到层数的

影响. 取a = 1, d = 1, d0 = 0.01, 变化M , 得到
r (图 11 ). r随着M的增大呈指数减小. 层数越少,
同步能力越强. 我们从图 11可以得到: 在上述假定
条件下, 与a < Md0 时的图 9 (b)比较, 当层内耦合
强度较弱和层间中心节点之间的耦合强度较弱时,
层数对两种情形下的同步能力的影响相反.
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图 11 对于多层叶子节点向中心节点单向耦合的星形网

络, r随层数M 的变化, a > Md0

Fig. 11. When the coupling model is that leaf nodes
point to the hub node for multilayer star networks, r
change with the number of layers M,a > Md0.

4.4 多层中心节点向叶子节点单向耦合的

星形网络的同步能力的仿真

多层中心节点向叶子节点单向耦合的星

形网络, 当同步域无界时, 网络的同步能力由
λ2 = Md决定; 当同步域有界时, 网络的同步能
力由 r = [(N−1)a + Md0]/(Md)决定. 仿真情况
归纳于表 4 .

表 4 对于多层中心节点向叶子节点耦合的星形网络, λ2和 r = λmax/λ2随N , M , d, a, d0的变化
Table 4. When the coupling model is that the hub node point to leaf nodes for multilayer star networks, λ2

and r = λmax/λ2 changes with N , M , d, a, d0.

随N 增大 随M 增大 随 d增大 随 a增大 随 d0增大

λ2 = Md 不变 增大 增大 不变 不变

r = [(N−1)a+Md0]/(Md) 增大 减小 减小 增大 增大

188901-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 18 (2017) 188901

1)同步域无界
λ2与M,d有关, 取d = 1, 改变M ; 取M = 20,

变化d. 得到的λ2 如图 12所示. λ2随M的增大而

增大, λ2随d的增大而增大. 层间叶子节点之间的
耦合强度越大, 层数越多, 网络的同步能力越强.

2)同步域有界
网络的同步能力由 r = [(N−1)a+Md0]/(Md)

决定. 取N = 200, M = 20, d = d0 = 1, 变化a; 取
N = 200, M = 20, a = d0 = 1,变化d;取N = 200,
M = 20, d = a = 1, 变化d0; 取a = d = d0 = 1,
N = 200, 变化M . 得到的 r如图 13所示. r随着a

的增大而增大, r随着d的增大而减小, r随着d的

增大而增大, r随着M的增大而减小. 层内耦合强
度越小, 层间叶子节点之间的耦合强度越大, 层间
中心节点之间的耦合强度越小, 层数越大, 网络的
同步能力越强. 从图 13我们得到: 在上述假定的条
件下, 网络的同步能力更依赖于层间叶子节点之间
的耦合强度, 层间中心节点之间的耦合强度对网络
同步能力的影响微乎其微. 比较图 7 (a)与图 13可
以得到: 层内耦合强度和层间耦合强度对网络同步
能力的影响可以由三层网络推广到多层网络; 对于
多层网络, 网络的同步能力也依赖于层数.
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图 12 对于多层中心节点向叶子节点耦合的星形网络, (a) λ2随层数M 的变化; (b) λ2随层间叶子节点之间的耦

合强度 d 的变化

Fig. 12. When the coupling model is that the hub node point to leaf nodes for multilayer star networks, (a)
λ2 change with the number of layers M ; (b) λ2 change with the inter-layer coupling strengthbetween the
leaf nodes d.
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图 13 (网刊彩色) 对于多层中心节点向叶子节点耦合的星形网络, (a) r随层内耦合强度 a的变化 (红色实线), r随
层间叶子节点之间的耦合强度 d的变化 (蓝色实线), r随层间中心节点之间的耦合强度 d0的变化 (黑色实线); (b) r

随层数M 的变化

Fig. 13. (color online) When the coupling model is that the hub node point to leaf nodes for multilayer star
networks, (a) r change with the intra-layer coupling strength a (red solid line) and the inter-layer coupling
strength between the leaf nodes d (blue solid line) and the inter-layer coupling strength between the hub
nodes d0 (black solid line), respectively; (b) r change with the number of layers M .
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取a = d = d0 = 1, M = 20, 变化N , 得到
r(图 14 ). r随着N的增大而增大. 节点数越少, 同
步能力越强. 比较图 7 (b)和图 14可以得到: 节点
数对网络同步能力的影响与层数无关; 节点数对
网络同步能力的影响可以由三层网络推广到多层

网络.
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图 14 对于多层中心节点向叶子节点耦合的星形网络, r
随节点数N 的变化

Fig. 14. When the coupling model is that the hub
node point to leaf nodes for multilayer star networks,
r change with the number of nodes N .

5 讨论与结论

本文在理论上严格推导出三层、多层单向耦合

星形网络的超拉普拉斯矩阵, 得到其特征值谱, 并
分析了同步能力. 对于叶子节点向中心节点耦合的
三层及多层星形网络: 当同步域无界时, 随着层内
耦合强度和层间中心节点之间的耦合强度的增大

会使同步能力增强, 且该影响可以由三层网络推广
到多层网络; 而对于多层网络, 层数的增大也会使
同步能力增强. 当同步域有界时, 在层内耦合强度
较弱的情况下, 层内耦合强度的增大会使同步能力
增强, 层间叶子节点之间的耦合强度和层数的增大
会使同步能力变弱. 在层间中心节点之间的耦合强
度较弱的情况下, 层间中心节点之间的耦合强度和
层数的增大会使同步能力增强, 而层内耦合强度和
层间叶子节点之间的耦合强度的增大反而会使同

步能力变弱. 对于中心节点向叶子节点耦合的三层
及多层星形网络: 当同步域无界时, 层间叶子节点
之间的耦合强度和层数的增大会使同步能力增强;
当同步域有界时, 层间叶子节点之间的耦合强度和
层数的增大会使同步能力增强, 而层内耦合强度、
节点数和层间中心节点之间的耦合强度的增大反

而会使同步能力减弱. 本文结论与文献 [45]的结论
部分一致, 单向耦合的多层星形网络与双向耦合的
两层星形网络在结构连接方式上具有一定的联系.
相同之处在于: 当同步域有界时, 文献 [45]和本文
的叶子节点向中心节点耦合的三层及多层星形网

络在层内耦合强度较弱的情况下, 都得出层内耦合
强度的增大会增强网络的同步能力, 层间叶子节点
之间的耦合强度的增大会减弱网络的同步能力. 通
过比较各参数对单向耦合的多层星形网络和双向

耦合的两层星形网络同步能力的影响, 也得出它们
之间的一些不同之处: 文献 [45]设定层间中心节点
之间的耦合强度d0和层间叶子节点之间的耦合强

度d相等,在同步域有界的情况下,文献 [45]讨论的
是层内耦合强度较弱的情况和层间叶子节点之间

的耦合强度较弱的情况, 而本文没有做此设定. 对
于叶子节点向中心节点耦合的三层及多层星形网

络, 我们讨论的是层内耦合强度较弱的情况和层间
中心节点之间的耦合强度较弱的情况; 而对于中心
节点向叶子节点耦合的三层及多层星形网络的超

拉普拉斯矩阵的最小非零特征值是确定的, 不需要
讨论. 相对于文献 [45]研究的两层网络, 本文重点
研究了多层网络, 并且得出了网络的同步能力深受
层数的影响.

由于多层网络复杂庞大, 本文对有向网络进行
了简单一般化, 得到当同步域无界时, 网络层数的
增大使网络的同步能力增强; 在同步域有界的情况
下, 当层间中心节点之间的耦合强度较弱时, 层数
对两种有向耦合方式的多层星形网络的同步能力

的影响相同, 而当层内耦合强度较弱时, 层数对两
种有向耦合方式的多层星形网络的同步能力的影

响不同; 对于叶子节点向中心节点单向耦合的多层
星形网络, 节点数的变化对网络的同步能力没有影
响. 由于简单一般化的网络与实际网络的复杂无规
则性还有一定的差异, 目前, 多层网络的研究仍然
还有很多问题没有解决: 譬如本文的多层单向耦合
的星形网络, 层间在有向耦合的情况下, 网络的特
征值谱以及同步能力问题; 对于多层星形网络, 在
层内耦合强度改变了网络的同步能力的情况下, 如
何改变其他参数来使同步能力保持不变. 特征值谱
方法对研究规则网络的同步能力问题有巨大的贡

献, 而Newman-Watts小世界网络介于最近邻耦合
规则网络与全局耦合网络之间, 是否可以推广到多
层小世界网络的研究也有待验证. 目前多层网络的
理论模型在应用层面还较为薄弱, 主要由于理论模
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型与实际数据存在一定差距, 未来随着多层网络理
论越来越逼近现实系统, 会产生较好的应用前景.
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Abstract
Previous studies on multilayer networks have found that properties of multilayer networks show great differences

from those of the traditional complex networks. In this paper, we derive strictly the spectra of the Supra-Laplace matrix
of three-layer star networks and multilayer star networks through unidirectionally coupling by using the master stability
method to analyze the synchronizability of these two networks. Through mathematical analyses of the eigenvalues of
the Supra-Laplace matrix, we explore how the node number, the intra-layer coupling strength the inter-layer coupling
strength, and the layer number influence the synchronizability of multilayer star networks through unidirectionally
coupling in two different ways. In particular, we focus on the layer number and the inter-layer coupling strength between
the hub nodes, and then we conclude that the synchronizability of networks is greatly affected by the layer number. We
find that when the synchronous region is unbounded, the synchronizability of the two different coupling multilayer star
networks is related to not only the intra-layer coupling strength or the inter-layer coupling strength between the leaf
nodes of the entire network, but also the layer number. If the synchronous region of two different coupling multilayer star
networks is bounded, and the intra-layer coupling strength is weak, the synchronizability of the two different coupling
multilayer star networks is different with the changing of the intra-layer coupling strength and the inter-layer coupling
strength between the leaf nodes and the layer number. If the synchronous region of two different coupling multilayer star
networks is bounded, and the inter-layer coupling strength between the hub nodes is weak, the two different coupling
multilayer star networks are consistent with the changing of the intra-layer coupling strength and the layer number while
different from the inter-layer coupling strength between the leaf nodes and the inter-layer coupling strength between the
hub nodes. We find that the node number has no effect on the synchronizability of multilayer star networks through
coupling from the hub node to the leaf node. The synchronizability of the network is directly proportional to the layer
number, while inversely proportional to the inter-layer coupling strength between the hub nodes. Finally, the effects of
the coupling strength, the layer number and the node number on the synchronizability of the two different coupling star
networks can be extended from three-layer network to multilayer networks.

Keywords: multilayer star networks, unidirectional network, eigenvalue spectrum, synchronization
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