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公共物品博弈是研究群体相互作用的经典模型, 广泛用于解释自私个体间合作的涌现和保持.本文从理
论分析和蒙特卡罗模拟两个方面研究了二维正方格子上一个有偿惩罚机制下随自我质疑更新规则演化的公

共物品博弈模型的相变特性. 理论分析方面, 将公共物品博弈模型转化为一个外场不为零的铁磁 Ising模型.
通过有效能量发现: 不存在惩罚时, 个体间的耦合强度为零, 体系只有外场作用;存在惩罚时, 个体间包含最
近邻、次近邻和第三近邻相互作用且外场不为零. 蒙特卡罗模拟方面, 首先验证了理论分析的正确性, 然后对
公共物品博弈模型相关的一级相变和二级相变进行了有限尺度标度分析. 研究发现: 1) 蒙特卡罗模拟所得结
果与类 Ising模型分析结果完全吻合; 2) 相比二维 Ising模型, 公共物品博弈的二级相变临界指数发生了变化;
3)公共物品博弈的一级相变与二维 Ising 模型相同.

关键词: Ising模型, 有限尺度标度理论, 蒙特卡罗模拟, 自我质疑更新规则
PACS: 64.60.De, 87.55.K–, 02.50.Le, 87.23.Ge DOI: 10.7498/aps.66.196401

1 引 言

演化博弈理论 (evolutionary game theory)突
破了传统博弈论关于 “理性人”和 “完全信息”的限
制, 它强调有限理性的博弈个体在重复博弈过程中
根据自身掌握的局部信息, 通过自适应学习做出尽
可能占优的策略 [1,2]. 在人类社会和自然界中, 自
私个体之间产生合作是一个 “惊人”的现象, 得到
了许多学者的重视和研究 [3,4]. 空间演化博弈理论
(将多个个体放置在社会网络上进行重复博弈)的
提出从空间结构和社会网络的角度很好地解释了

合作的涌现, 同时也开启了演化博弈研究的新篇
章 [1,2,5,6].

公共物品博弈 (public goods game)是一种典
型的多人空间演化博弈模型, 在博弈过程中, N

个参与者独立决定向公共池子投资 (合作)或不
投资 (不合作), 初始投资总额通过增益系数放大
r(1 < r < N)倍后, 平均分给群组内所有个体, 无
论初始投资与否. 显然, 采用不合作策略可以在
事先不进行任何投资的情况下获得收益, 搭上合
作者的便车.公共物品博弈生动再现了个人与集
体间的矛盾, 有着广泛的应用, 如: 在班级大扫除
中, 每个学生付出的劳动是不对等的, 但干净明亮
的学习环境却是大家一起共享的. 尽管所有成员
都合作时, 群组可以实现利益最大化, 然而对一个
自私且理性的个体而言, 最优策略是选择背叛.从
而在个体最优策略与群组最优策略之间形成了社

会困境, 即所谓的公共品悲剧 (the tragedy of the
commons) [1,7−9]. 然而, 现实生活中这种悲剧并未
出现.为了解释合作的广泛传播与个体的自私性
之间的矛盾, 许多机制被相继提出, 如: 期望诱导
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重连机制、删边机制、惩罚机制、奖励机制、社会

多样性机制、马太效应、志愿者参与机制、迁徙机

制、调整投资机制、自适应有限投资反馈机制和

条件策略 [10,11]等. 本文基于前人对惩罚机制的研
究 [12−18], 采用一类简化的有偿惩罚机制作用下的
公共物品博弈模型进行研究.

空间演化博弈的两个研究重点是策略更新规

则和网络的空间结构 [1]. 网络演化博弈的策略更新
规则可以划分为两类: 学习机制（模仿）和自我质
疑机制（自省）. 学习机制主要是向网络中的最近
邻学习, 包括学习邻居中收益最大的 [5];以一定的
概率学习那些收益比自己高的个体们 [19,20];任意
选择最近邻中的一个, 比较收益差, 以较大的概率
模仿收益比自己高的个体 [21−23]. 自我质疑机制的
研究相对较少 [24−27], 它是指任意博弈个体先计算
当前策略所得总收益, 然后采用自身反策略进行一
次虚拟博弈, 并计算虚拟总收益, 通过比较当前博
弈和虚拟博弈收益变化的多少, 来决定自己下一局
所采用的策略. 自我质疑机制与统计物理中 Ising
模型的单自旋翻转蒙特卡罗模拟方法十分类似. 基
于此, 本文研究自我质疑更新规则下的公共物品博
弈模型与 Ising模型的等价关系 [28]. 之前, 演化博
弈模型的相关研究主要依靠计算机模拟方法, 本文
提出的类 Ising 方法将为该领域的研究提供理论基
础.值得一提的是, 经济学中广泛研究的随机最优
反应均衡 (quantal response equilibrium, QRE)与
自我质疑机制十分类似, 它用随机反应代替传统的
最优反应, 将纳什均衡作为它的一个特例进行处
理 [29−31].

本文提出一个有偿惩罚机制下按自我质疑机

制演化的公共物品博弈模型, 从以下三个方面展开
研究. 理论分析方面, 找到与该演化博弈模型等价
的 Ising模型并运用相关理论进行分析预测;蒙特卡
罗模拟方面, 验证理论分析的结果;相变特性方面,
任选一组惩罚参数, 研究博弈模型中伴随的相变现
象, 分析相变的种类, 测定相关临界指数.

2 自我质疑更新规则下的公共物品博
弈模型

2.1 模型的引入

在由N 个个体参与的公共物品博弈中, 每
个个体都有两种策略可供选择, 投资或不投资,

假设原始投资额为 1. 投资总额放大 r 倍后 (可
认为是投资后获利), 平均分给群组内所有参与
博弈的个体, 而不管个体是否向公共池内投过
资, 其中 r为强化因子 (enhancement factor), 满足
1 < r < N . 假设群组内有N+ 个合作者, 则投
资者的收益为 gC = rN+/N − 1, 而不投资者的
收益为 gD = rN+/N . 显然, 不投资者的收益永
远大于投资者的收益.所以, 不投资者可以在投
资者投资的基础上 “搭便车”. 从而, 公共物品博
弈的纳什均衡是, 所有人都不投资.为了解释自私
个体间仍有合作行为产生, 本文提出一种简化的
有偿惩罚机制, 即惩罚的代价为C(cost), 被惩罚
者的处罚额度为F (fine). 此时, 投资者的收益为
gC = rN+/N − 1 − C(N −N+), 不投资者获得收
益 gD = rN+/N − FN+.

采用一个固定的网络来刻画个体之间的博弈

关系.在网络模型确定之后, 种群中的个体占据网
络中的节点. 每个个体都是纯策略者并只能选择合
作或者不合作策略. 每个个体与自己的邻居组成一
个群体进行公共品博弈.在每一轮博弈中, 任选一
个个体 i, 然后根据自我质疑机制决定是否改变当
前策略. 即选定个体 i后, 个体 i采用当前策略与周

围邻居博弈获得当前收益Gi, 采用当前策略的反
策略与周围邻居进行一次虚拟博弈, 获得虚拟收益
G′

i. 个体 i通过比较当前收益和虚拟收益, 以一定
概率决定是否改变当前策略, 概率的选择为

Wi = min
{
1, exp

(∆Gi

T

)}
, (1)

其中∆Gi = G′
i − Gi, T可以解释为理性参数或噪

声强度, 理性程度越高, 个体越自私. 该随机概率
的选取与统计物理中玻尔兹曼分布类似, 同时也和
QRE理论中的Logit随机最优反应函数类似 [30,31].

2.2 公共物品博弈模型与 Ising模型间的转
化关系

在空间网络中, 任意个体 i , 不仅与周围最近
邻个体博弈, 还与次近邻进行博弈. 即个体 i不仅

参与以自己为中心节点进行的群体博弈, 而且参与
以邻居为中心节点的群体博弈, 即总共经历ki + 1

次博弈, 其中ki 为节点 i的度. 当个体 i参与以自

己为中心节点的群体博弈时, 参与博弈的个体总数
为ki + 1, 当参与邻居 j为中心节点的群体博弈时,
参与人数为kj + 1.图 1 显示了二维格点上个体 i

参与的五次公共物品博弈, 深色格子表示博弈过程
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中的中心节点, 浅色格子表示中心节点的最近邻节
点, 每轮博弈在由深色和浅色节点组成的群体中进
行, 白色格子表示其余节点.

ii i

i

i

图 1 (网刊彩色)二维正方格子上任意个体 i每轮博弈中

参与以不同节点为中心的五次公共物品博弈

Fig. 1. (color online) The public goods games which
involve player i on two-dimension square lattice each
round.

个体 i每一轮博弈的收益来自于ki + 1个群体

博弈所得收益的总和, 为便于推导, 用Si 表示个体

i的策略, 有两种取值, Si = +1表示合作, Si = −1

表示不合作, 在以 i 为中心结点的群体博弈中, 当
Si = +1时,

gi =
r(ni+ + 1)

ki + 1
− 1− Cni−, (2)

其中ni+表示 i的邻居中采用合作策略的个体总

和, ni+ =
∑

j(1 + Sj/2); ni−表示 i的邻居中采用

不合作策略的个体总和, ni− =
∑

j(1 − Sj)/2 =

(ki −
∑

j Sj)/2, j是 i的最近邻. 当Si = −1时,

gi =
rni+

ki + 1
− Fni+. (3)

个体 i翻转所带来的收益差为

∆gi = Si(1−
r

ki + 1
− Fni+ + Cni−). (4)

将ni+和ni−的表达式代入 (4) 式, 并用新记
号∆gii 描述个体 i在以 i为中心节点进行博弈的过

程中所带来的收益变化,

∆gii = Si

[
1− r

ki + 1
− 1

2
(F − C)ki

]
− 1

2
(F + C)Si

∑
j

Sj . (5)

同理可得, ∆gij , 个体 i在以 j为中心节点进行

博弈时, 改变策略带来的收益差为

∆gij = Si

[
1− r

kj + 1
− 1

2
(F − C)kj

]
− 1

2
(F + C)Si

∑
k

Sk, (6)

其中, j是 i的最近邻,
∑

j
表示对 i的最近邻求和;∑

k
表示在以 j 为中心的博弈群体中, 对除 i以外

的节点进行求和. 从而, 一轮博弈中 i改变策略带

来的总收益差∆Gi 为

∆Gi = gii +
∑
j

gij . (7)

将 (5)式和 (6)式代入 (7)式, 并整理可得

∆Gi = Si

[
1− r

ki + 1
+
∑
j

(
1− r

kj + 1

)
− 1

2
(F − C)

(
ki +

∑
j

kj

)]
− 1

2
(F + C)Si

[∑
j

Sj +
∑
j

∑
k

Sk

]
. (8)

从上面的表达式可以看出, 总收益的改变由两
部分组成: 前面部分只与博弈个体 i所处的状态和

空间结构有关, 后面部分则包含个体 i与最近邻 j

以及 j的邻居k间的相互作用. 显然, 当不存在惩
罚时, 总收益差只与个体 i和网络结构有关. 也就
是说, 惩罚的引入直接导致个体间产生相互作用.
为了便于研究和分析, 本文以二维正方格子上的公
共物品博弈为例, 展开进一步讨论. 在二维方格子
中, ki = kj = 4 且

∑
j = 4, 表达式 (8) 中第一项

可化简为Si[5 − r − 10(F − C)], 第二项中求和项∑
j Sj +

∑
j

∑
k Sk 是对所有与个体 i相关的ki+1

个集团中所有的参与者进行求和. 图 2是对所有求
和节点的求和次数的示意图, 可以将这样的求和规
则改写成: 两次最近邻求和加上两次次近邻求和再
加上一次第三近邻求和, 即

∑
j Sj +

∑
j

∑
k Sk =

2
∑

j Sj +2
∑

j′ Sj′ +
∑

j′′ Sj′′ , 其中 j 表示最近邻,
j′表示次近邻, j′′ 表示第三近邻. 代入到 (8) 式的
第二项可得:

−1

2
(F + C)Si

[∑
j

Sj +
∑
j

∑
k

Sk

]
= −1

2
(F + C)Si

(
2
∑
j

Sj + 2
∑
j′

Sj′ +
∑
j′′

Sj′′

)
.

因此, 表达式 (8)可写成

∆Gi = Si[5− r − 10(F − C)]− 1

2
(F + C)Si

×
(
2
∑
j

Sj + 2
∑
j′

Sj′ +
∑
j′′

Sj′′

)
. (9)

公共物品博弈中追求利益最大化, 而 Ising模
型则希望系统能量达到最小. 所以, 定义有效能量
差为∆Ei = −∆Gi, 相应的,
∆Ei = − Si[5− r − 10(F − C)] +

1

2
(F + C)Si

196401-3
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×
(
2
∑
j

Sj + 2
∑
j′

Sj′ +
∑
j′′

Sj′′

)
. (10)

考虑最近邻、次近邻和第三近邻的 Ising模型
的表达式为

E = − J
∑
⟨ij⟩

SiSj − J ′
∑
⟨ij′⟩

SiSj′

− J ′′
∑
⟨ij′′⟩

SiSj′′ −H
∑
i

Si, (11)

其中J表示最近邻相互作用强度, J ′表示次近邻相

互作用强度, J ′′表示第三近邻相互作用强度, ⟨ij⟩
表示对最近邻求和, ⟨ij′⟩ 表示对次近邻求和, ⟨ij′′⟩
表示对第三近邻求和, H 表示外场强度.

i

2

2 2

1

1

1

1

2

22

2

2

图 2 (网刊彩色)任意个体 i参与的公共物品博弈等价于

与最近次、次近邻分别进行两次两两博弈和与第三近邻进

行一次两两博弈

Fig. 2. (color online) The number of interaction be-
tween player i and it’s neighbours.

Ising模型的局部能量变化关系∆E = E′ − E

可表示为

∆E = 2JSi

∑
j

Sj + 2J ′Si

∑
j′

Sj′

+ 2J ′′Si

∑
j′′

Sj′′ + 2HSi. (12)

对比表达式 (10)和表达式 (12)可得公共物品博弈
对应类 Ising模型的耦合强度和外场为:

J =
1

2
(F + C), (13)

J ′ =
1

2
(F + C), (14)

J ′′ =
1

4
(F + C), (15)

H = − 1

2
[5− r − 10(F − C)]. (16)

显然, 耦合强度是惩罚费用和惩罚代价的函数, 因
为F > 0 且C > 0, 所以耦合强度J > 0. 由 Ising
模型相关理论可知, 该模型为铁磁 Ising模型. 此
外, 耦合强度的大小与空间结构和强化因子无关,

只与惩罚的取值相关. 外场由两部分构成: 前一
项表示一轮博弈中, 均分后的利益是否大于原始
投资; 后一项来源于惩罚的引入, 只要惩罚的费用
大于惩罚的代价, 外场都为正, 即促进合作的产生.
特别指出, 运用矩阵分解法也可得到相似的等价关
系 [2].

综合写出有效能量为

Eeff = − 1

2
(F + C)

∑
⟨ij⟩

SiSj −
1

2
(F + C)

∑
⟨ij′⟩

SiSj′

− 1

4
(F + C)

∑
⟨ij′′⟩

SiSj′′

+
1

2
[5− r − 10(F − C)]

∑
i

Si. (17)

2.3 蒙特卡罗模拟

本部分采用Metropolis算法对周期边界条件
下二维空间正方格子上的公共物品博弈模型进行

蒙特卡罗模拟. 空间格子的大小为N = L × L, 用
伪随机数生成任意初始构型后按照自我质疑机制

进行演化. 首先, 随机选择群体中的任意博弈个体
i, 然后用自我质疑机制决定个体 i是否改变当前

策略, 重复以上操作, 直至系统趋于稳定状态为止.
为了保证计算的准确性, 扔掉前 10000 个蒙特卡罗
模步 (N次随机试验称为一个蒙特卡罗步). 计算接
下来的 2 × 105 个蒙特卡罗步的平均值.为消除初
始条件对系统演化的影响, 再选择 100个不同的初
始构型进行系综平均.

在演化博弈模型的社会学研究中, 通常选择合
作者占比 f作为观测量, 其表达式为

f =
N+

N
, (18)

其中N代表参与博弈的总人数, N+代表总人数中

采用合作策略的人数.
由表达式 (17)可知, 当不存在惩罚时, 耦合强

度为零, 体系的有效能量为

Eeff =
1

2
(5− r)

∑
i

Si. (19)

显然, 当 r > 5时为正向外场, 整个体系趋向于合
作, 而 r < 5时为负向外场, 体系趋向于不合作.如
图 3所示, 合作与不合作以 r = 5为分界线, 温度较
低时, 在强化因子逐渐增大的过程中, 体系在 r = 5

处, 从完全不合作跳变到完全合作, 随着温度的升
高, 这种跳变逐渐变得平缓.
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图 3 (网刊彩色)不存在惩罚时合作频率随强化因子的变化
Fig. 3. (color online) Frequency of cooperators vs. r

for various T .

当存在惩罚时, 体系表现为铁磁相互作用, 系
统状态随外场而变. 显然, 临界外场Hc = 0, 即
1− rc/5− 2(F −C) = 0. 解得 rc = 5− 10(F −C),
则当 r > rc 时, 系统为完全合作状态, r < rc 时系

统为完全不合作状态.图 4 显示不同的惩罚额度F

和惩罚的代价C下, 合作频率 f随强化因子 r 的变

化, 固定温度T = 0.1. 显然, 蒙特卡罗模拟的结果
与 Ising模型理论分析的结果很好地吻合. 合作频
率以 rc 为突变点发生跳变.从社会学角度看, 惩罚
的引入增强了个体间的联系, 相应地也增强了体系
对不确定性因素T的鲁棒性.
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图 4 (网刊彩色) 不同惩罚条件下合作频率随强化因子的
变化

Fig. 4. (color online) Frequency of cooperators vs. r

at T = 0.1 for various punishment.

3 公共物品博弈模型的相变特性

从与公共物品博弈模型对应的 Ising模型中看
到, 耦合强度J恒大于零, 体系表现为铁磁相互作
用. 铁磁 Ising的相变和临界现象在统计物理中已

经广泛研究, 基于判断有效能量推导的正确性和
解释公共物品博弈诱发的相变现象两个原因, 我
们采用蒙特卡罗模拟和有限尺度标度理论详细分

析公共物品博弈模型的相变特性. 在 Ising 模型
中, 零场下随着温度的变化, 存在铁磁序到顺磁序
的二级相变 (即由完全合作或完全不合作态向混
乱状态的转变), 相变温度称为临界温度, 在临界
温度附近表现出标度特性;外场非零时, 只要温度
小于临界温度, 随着外场的变化会引发一级相变
(由完全合作态到完全不合作态的转变或其逆过
程).为了便于与 Ising 模型进行对比, 本部分仍采
用 Ising 模型的相关观测量展开研究, 即选择磁化
强度 (magnetization)作为序参量. 其表达式为

m =
1

N

∑
i

Si. (20)

磁化强度与合作者占比的关系为m = 2f − 1. 此
外, 定义磁化率为

χ(m) = N [⟨m2⟩ − ⟨m⟩2]. (21)

一级相变和二级相变具有完全不同的相变特

性, 如二级相变由于关联长度的发散引发一系列奇
异特性而一级相变则表现出 δ函数奇异性. 为了讨
论方便, 先简单介绍一级相变和二级相变的标度函
数, 然后再进行蒙特卡罗模拟.

二级相变的相变点通常称为临界点, 在临界
点附近, 系统的关联长度发散, 从而引起系统相关
热力学量的奇异性, 如比热和磁化率在临界点处
发散.通常无穷大系统才表现出临界现象, 然而无
论是实际系统还是计算机模拟都不可能无穷大.
Fisher于 20世纪 70年代提出的有限尺度标度理论
通过对小系统的计算机模拟实现了对临界现象的

研究 [32]. 具体而言, 在临界点附近磁化强度和磁化
率存在以下标度关系:

m(H,T, L) = L−β/νfm(tL1/ν , hL1/νh), (22)

χ(H,T, L) = Lγ/νfχ(tL
1/ν , hL1/νh), (23)

其中, fm和 fχ为普适函数, t = (T − Tc)/Tc和

h = (H−Hc)/Hc分别称为约化温度和约化外场, L
是有限系统的特征长度, ν和 νh分别代表关联长度

对温度和外场发散的临界指数, 1/νh = (γ + β)/ν,
β和γ是描述热力学函数m 和χ临界行为的临界

指数. 为确定临界点的位置, 定义四阶Binder累
积量为
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U(m) = 1− ⟨m4⟩
3⟨m2⟩2

. (24)

Binder累计量的标度形式满足

U(L, t) = U(tL1/ν), (25)

其中U为普适函数, 在临界点处, 它与系统尺寸无
关, 即不同尺度下U的曲线交于临界点.

在无穷大系统中, 一级相变的关联长度不发散
且相变表现为 δ函数奇异性, 即磁化率可用一个 δ
函数表示.但在有限系统模拟中, δ函数的奇异性将
被平滑掉. 文献 [33—37]运用热力学涨落理论获得
了一级相变磁化强度、磁化率和四阶累积量的有限

尺度标度函数. 磁化强度为

m = χ0h+Msp tanh
[
hMspL

d

kBT

]
, (26)

其中Msp是热力学极限下的自发磁化强度, χ0是

系统处于单相时的磁化率, d为系统维度, kB表示

玻尔兹曼常数.
磁化率为

χ = χ0 +
M2

spL
d

kBT cosh2

[
hMspL

d

kBT

] . (27)

上式表明, 在L → ∞极限下发生在H = 0处的 δ

函数奇异性, 当L有限时被平滑为一个峰, 其高度
正比于Ld, 其宽度正比于L−d.

四阶累计量的表达式为

UL = − ⟨m4⟩con
L

3(⟨m2⟩L)2
. (28)

从磁化强度、磁化率和四阶累计量的表达式看出,
空间维度d是一级相变的唯一标度指数.

3.1 外场为零时的相变特性

公共物品博弈对应的有效能量包括: 最近邻、
次近邻和第三近邻相互作用, 精确解未知. 外场为
零时, 体系随温度变化表现为二级相变, 通过四阶
Binder累积量可以确定临界温度的位置, 通过有限
尺度标度理论可以获得相应的临界指数. 模拟过程
中, 固定惩罚额度F = 0.2, 惩罚费用C = 0.1, 此
时外场h = (r − 4)/2. 显然, 当 r > 4时, h > 0为

正向外场, r < 4 时, 为负向外场, r = 4 时, 外场为
零.为研究的方便, 先研究外场为零时系统随温度
变化表现出的二级相变.

图 5和图 6是零外场时磁化强度和磁化率随温
度变化的曲线, 显然, 不同尺寸下存在显著的有限
尺度效应.磁化强度随着系统尺寸的增大, 临界点

附近的曲线变得越来越陡, 越来越接近系统无穷大
时的变化规律. 热力学极限下, 磁化率在临界点处
发散, 但在有限系统下为有限值, 图 6正好说明了
这一点, 随着系统尺度的不断增大, 曲线的峰值变
得越来越大.
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图 5 (网刊彩色)外场为零时不同尺度下磁化强度随温度
的变化

Fig. 5. (color online) Magnetization m plotted vs tem-
perature T at h = 0 for various L.
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图 6 (网刊彩色) 外场为零时不同尺度下磁化率随温度的
变化

Fig. 6. (color online) Susceptibility χL plotted vs tem-
perature T at h = 0 for various L.

不同尺寸下的Binder累积量曲线相交于临
界温度. 如图 7所示, 可确定临界温度Tc =

1.065 ± 0.0067.通过有限尺度标度理论, 可以测定
临界指数β/ν = 0.154±0.0042, γ/ν = 1.71±0.023,
1/ν = 1.085 ± 0.027. 将模拟结果与二维 Ising模
型的精确值对比, 发现二者的临界指数存在一定差
异, 有可能是普适类发生了变化. 为了进一步验证
我们的设想, 图 8和图 9用二维 Ising模型的临界指
数去坍塌模拟所得数据. 可以明显看到临界点右半
边曲线的坍塌效果较差, 导致这一现象的原因是博
弈模型中不仅包含最近邻相互作用, 还包括次近邻
和第三近邻相互作用.
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图 7 (网刊彩色)外场为零时不同系统尺度下四阶累积量
随温度的变化

Fig. 7. (color online) Reduced cumulant U plotted vs
temperature T at h = 0 for various L.
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图 8 (网刊彩色) 外场为零时临界温度附近磁化强度的有
限尺度标度关系

Fig. 8. (color online) Scaled magnetization mL1/8

plotted vs scaled temperature εL1/1 at T = 1.065 and
various L.
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图 9 (网刊彩色) 外场为零时临界温度附近磁化率的有限
尺度标度关系

Fig. 9. (color online) Scaled susceptibility χL/L
7/4

plotted vs scaled temperature εL1/1 at T = 1.065 and
various L.

3.2 外场非零时的相变特性

当温度小于临界温度时, 沿外场演化模型表
现为一级相变. 当温度等于临界温度时, 表现为二

级相变. 为更好地对比和区分两种相变, 分别讨论
T = 1 (T < Tc, 一级相变)和T = 1.065 (T = Tc,
二级相变)两种情况.

图 10和图 11分别为T = 1和T = 1.065时磁

化强度随外场的变化曲线. 当系统无穷大时, 在相
变点 r = 5处, 磁化强度不连续, 发生跳变. 当系统
尺寸有限时, 磁化强度曲线的奇异性被平滑掉.随
着系统尺寸的不断增大, 曲线变得越来越陡峭, 系
统无穷大时变得不连续.对比两图发现: 在 rc附近,
T = Tc处磁化强度的变化比T < Tc处的变化要缓

慢一些.
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图 10 (网刊彩色) T < Tc 时不同尺度下磁化强度随强

化因子的变化

Fig. 10. (color online) Magnetization m plotted vs the
factor r at T = 1 for various L.
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图 11 (网刊彩色) T = Tc 时不同尺度下磁化强度随强

化因子的变化

Fig. 11. (color online) Magnetization m plotted vs the
factor r at T = 1.065 for various L.

图 12和图 13分别展示了T = 1和T = 1.065

时磁化率随外场的变化曲线. 从 (27)式知道, 磁化
率在相变点处随系统尺寸幂率发散, 在两图中可以
明显看到, 随着系统尺度的增大, 磁化率曲线的尖
峰不断增大, 当系统尺度为无穷大时发散, T = Tc
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处的峰值没有T < Tc处的峰值高.这是由于系统无
穷大时, 一级相变在临界点附近 δ函数发散而二级
相变则按临界指数γ幂率发散.
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χ

图 12 (网刊彩色) T < Tc 时不同尺度下磁化率随强化

因子的变化

Fig. 12. (color online) Susceptibility χL plotted vs the
factor r at T = 1 for various L.

 ⊲  ⊲  ⊲  ⊲  ⊲  ⊲  ⊲

r

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L/

L/

L/

L/

L/

L/

L/χ

图 13 (网刊彩色) T = Tc时不同尺度下磁化率随强化因

子的变化

Fig. 13. (color online) Susceptibility χL plotted vs the
factor r at T = 1.065 for various L.
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图 14 (网刊彩色) T < Tc 时不同尺度下四阶累积量随

强化因子的变化

Fig. 14. (color online) Reduced cumulant U plotted vs
the factor r at T = 1 for various L.

图 14和图 15得到了公共物品博弈相变点的位
置, 可明显看到不同尺度下所有曲线都交于相变点
r = 4处.
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图 15 (网刊彩色) T = Tc 时不同尺度下四阶累积量随

强化因子的变化

Fig. 15. (color online) Reduced cumulant U plotted vs
the factor r at T = 1.065 for various L.
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图 16 (网刊彩色) T < Tc 时临界外场处磁化率随尺度

变化的双对数图

Fig. 16. (color online) Log-log plot of susceptibility
maximum vs linear dimension at T = 1.

图 16和图 17为磁化率随系统变化的双对
数曲线, 拟合曲线的斜率可以获得磁化率随
尺度变化的临界指数, 当T < Tc时临界指数

d = 1.935 ± 0.0093; 当T = Tc 时, 临界指数
γ/ν = 1.714 ± 0.0026. 二维 Ising 模型临界指数
的精确结果为d = 2和γ/ν = 1.75. 显然二者间仍
然有微小的差别, 为了进一步验证模拟结果的正确
性, 图 18和图 19用二维 Ising模型的临界指数对模
拟所得数据进行坍塌, 其中 ε = (r − rc)/rc为约化

增益系数, γ/ν 的理论值为 7/4, (γ + β)/ν的理论

值为15/8. 图 16基于表达式 (27)进行数据坍塌,在
坍塌过程中忽略修正项χ0. 从图中可以看出, 公共
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物品博弈模型随外场变化的相变特性和二维 Ising
模型完全相同.
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图 17 (网刊彩色) T = Tc 时临界外场处磁化率随尺度

变化的双对数图

Fig. 17. (color online) Log-log plot of susceptibility
maximum vs linear dimension at T = 1.065.
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图 18 (网刊彩色) T < Tc 时临界外场附近磁化率的有

限尺度标度关系

Fig. 18. (color online) Scaled susceptibility χL/L
2

plotted vs scaled field εL2 at T = 1 and various L.
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图 19 (网刊彩色) T = Tc时临界外场附近磁化率的有限尺

度标度关系

Fig. 19. (color online) Scaled susceptibility χL/L
7/4 plot-

ted vs scaled field εL15/8 at T = 1.065 and various L.

图 20和图 21用临界指数的精确解对模拟得到
的磁化强度的数据进行了坍塌. T < Tc时, 图 20显
示, 在临界点 rc附近曲线的坍塌效果较好, 随着 r

逐渐远离 rc, 坍塌效果变差.其原因来源于表达式
(26), 在 rc附近m ≈ hMspL

2kBT . 图 21显示了较
好的坍塌效果.
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图 20 (网刊彩色) T < Tc 时临界外场附近磁化强度的

有限尺度标度关系

Fig. 20. (color online) Scaled magnetization m plotted
vs scaled field εL2 at T = 1 and various L.
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图 21 (网刊彩色) T = Tc 时临界外场附近磁化强度的

有限尺度标度关系

Fig. 21. (color online) Scaled magnetization mL1/8

plotted vs scaled field εL15/8 at T = 1.065 and vari-
ous L.

4 结 论

本文研究了有偿惩罚机制下随自我质疑更新

规则演化的公共物品博弈模型. 首先采用博弈模型
收益差类比 Ising模型能量差的方法, 获得了二维
正方格子上博弈模型的有效能量. 有效能量显示:
没有惩罚时, 个体间不存在相互作用, 合作策略的
选取只与外场有关, 外场则取决于原始投资和最终
获得收益分红间的关系; 存在惩罚时, 个体间包括
最近邻、次近邻和第三近邻相互作用, 同时也减小
了外场的作用 (惩罚需要付出代价). 也就是说, 惩
罚的引入增强了个体间的关联, 促使博弈群体具有
更强的鲁棒性, 微小的扰动很难引起个体策略的改
变. 其次, 计算机模拟博弈过程获得了不同理性程
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度和不同惩罚额度下合作者占比的变化曲线. 结果
显示: 模拟结果和类 Ising分析结果完全吻合.最后,
以 Ising模型相关的热力学量为基础研究了公共物
品博弈模型的相变和临界现象. 分别对二级相变和
一级相变进行了讨论, 结果显示, 公共物品博弈模
型随理性参数演化的二级相变与铁磁 Ising 模型随
温度变化的二级相变不同, 而一级相变则具有相同
的有限尺度效应.需要特别说明的是, 公共物品博
弈通过集体分红获得收益, 而传统的囚徒困境和雪
堆博弈通过两两相互博弈获得收益. 虽然二者的博
弈形式不同, 但都可以转化为与之等价的 Ising模
型, 囚徒困境和雪堆博弈对应的 Ising模型已经在
参考文献 [28]中给出.
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Abstract
The spatial public goods game is one of the most popular models for studying the emergence and maintenance

of cooperation among selfish individuals. A public goods game with costly punishment and self-questioning updating
mechanism is studied in this paper. The theoretical analysis and Monte Carlo simulation are involved to analyze this
model. This game model can be transformed into Ising model with an external field by theoretical analysis. When
the costly punishment exists, the effective Hamiltonian includes the nearest-, the next-nearest- and the third-nearest-
neighbor interactions and non-zero external field. The interactions are only determined by costly punishment. The
sign of the interaction is always greater than zero, so it has the properties of ferromagnetic Ising. The external field is
determined by the factor r of the public goods game, the fine F on each defector within the group, and the relevant
punishment cost C. The Monte Carlo simulation results are consistent with the theoretical analysis results. In addition,
the phase transitions and critical behaviors of the public goods game are also studied using the finite size scaling theory.
The results show that the discontinuous phase transition has the same finite size effects as the two-dimensional Ising
model, but the continuous phase transitions is inconsistent with Ising model.
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