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反对称Spin-1/2阻挫钻石链的基态和
磁化行为研究∗

赵阳1) 齐岩1)† 杜安2)‡ 刘佳1) 肖瑞1) 单莹1) 吴忧1) 杨思浩1)

1)(大连民族大学物理与材料工程学院, 大连 116600)

2)(东北大学物理系, 沈阳 110819)

( 2017年 5月 14日收到; 2017年 7月 4日收到修改稿 )

对含有次近邻节点自旋交换耦合的自旋 -1/2伊辛 -海森伯钻石链体系进行了研究, 利用矩阵对角化和传
递矩阵方法对基态磁相和宏观热力学量进行了严格求解, 重点探讨了所有交换耦合均为反铁磁耦合时, 体系
节点伊辛自旋间次近邻相互作用的影响. 研究结果表明次近邻节点伊辛自旋存在反铁磁耦合时会增强系统的
阻挫效应, 引入破坏平移对称性的经典亚铁磁相, 使基态呈现出上上上下上上的自旋构型以及磁化曲线新颖
的 2/3磁化平台, 丰富了体系的基态相图和宏观磁性行为.

关键词: 伊辛 -海森伯模型, 传递矩阵, 严格解, 基态相图
PACS: 75.10.Pq, 75.30.Kz, 75.40.Cx DOI: 10.7498/aps.66.197501

1 引 言

低维量子自旋系统由于新颖的基态相以及丰

富的磁学行为, 在过去的三十年受到了广泛研究,
其中具有钻石链拓扑结构的量子海森伯模型备受

研究者的青睐 [1−3]. 1996年, Takano等 [4]首次从

理论上预测了自旋S = 1/2钻石链自旋体系基态存
在奇特的二聚化 -单态相和四聚化 -二聚态相. 这一
发现促进了对具有钻石形结构单元的一维量子自

旋模型的研究, 以期对这类体系的阻挫磁性行为获
得更深刻的理解. 通过零场基态性质的计算, 研究
者一致认同自旋 -1/2扭曲钻石链海森伯模型存在
复杂的基态相图, 由亚铁磁相、多个量子二聚态和
元格态组成 [5].

最近实验上在绝缘磁性材料Cu3(CO3)2
(OH)2中取得了突破性进展, 引起了理论工作

者的极大研究兴趣. Kikuchi等 [6]指出蓝铜矿

Cu3(CO3)2(OH)2是具有钻石形拓扑结构的阻挫
自旋链模型材料, 并通过磁化强度的高场测量获得
了与理论预测定性相符的结果, 包括1/3磁化平台、
具有双峰结构的磁化率和磁比热曲线等. 随后, 理
论工作者基于量子自旋模型对钻石链及其扩展体

系的一系列关键物理问题进行了细致和深入的研

究, 包括Dzyaloshinskii-Moriya相互作用对磁化过
程的影响、磁化平台现象、磁热效应、多自旋交换作

用的影响以及局域磁振子激发等 [7−12].
总体而言, 量子钻石链模型在数学上并不可

积, 因此获得其严格动力学行为及热力学性质将是
一个非常难处理的问题. 文献 [13—21]研究发现,
通过将其中部分海森伯作用键用伊辛作用键来替

代, 不仅能够简化模型获得体系所有热力学量的严
格解, 而且有助于理解相应的纯量子模型的性质,
甚至能够阐明实际材料中的磁学行为, 例如三金属
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配位聚合物, 由于Dy 离子高度各向异性, 用低维
伊辛 -海森伯交替键模型可以直观地呈现出这些化
合物的主要特征 [22,23]. 本文采用文献 [13—21]提
出的伊辛 -海森伯交替键模型, 对含多种磁耦合竞
争作用的自旋 -1/2 阻挫钻石链系统展开细致的研
究, 结合严格对角化和传递矩阵解析法, 对体系的
基态磁有序、低温磁化行为和热力学性质进行严格

解析和深入讨论.

2 理论模型与方法

考虑由钻石形结构单元构成的一维晶格体系,
伊辛和海森伯两种自旋在晶格上有规律地交替排

列, 如图 1所示, 其中节点处的紫色实心圆表示伊
辛自旋, 间隙处的红色实心圆表示海森伯自旋. 为
方便起见, 将系统哈密顿量表示为子单元Hi求和

的形式, H =

N∑
i=1

Hi, 其中Hi对应两个海森伯自旋

和一个伊辛自旋构成的结构单元能量, 并涵盖了它
们之间所有相互作用, 表达式如下:

Hi = J2(Sa,i · Sb,i) + J1(S
z
a,iµi + Sz

b,iµi+1)

+ J3(S
z
a,iµi+1 + Sz

b,iµi) + Jmµiµi+1

− µBg1H(Sz
a,i + Sz

b,i)

− µBg2
H

2
(µi + µi+1), (1)

其中Si = (Sx
i , S

y
i , S

z
i )表示自旋−1/2海森伯自旋,

µi表示自旋为 1/2的伊辛自旋; J2表示近邻海森伯
自旋各向同性交换作用, J1和J3 表示海森伯自旋

与近邻伊辛自旋间的交换作用, Jm表示节点自旋

的次近邻伊辛相互作用; H表示施加在体系上的外
磁场; g1和 g2分别为海森伯自旋和伊辛自旋的朗

德因子; µB为玻尔磁子. 这里假设两种自旋具有相
同的朗德因子, 即 g1 = g2 = g并取 gµB = 1.

J

J

J

J

Jm
J

Sa֒i

Sb֒i

µi
µi⇁

图 1 (网刊彩色) 伊辛 -海森伯钻石链示意图 红色和紫色实心圆分别代表伊辛和海森伯自旋, J1, J2, J3, Jm代表不同的磁性键

Fig. 1. (color online) Sketch of the Ising-Heisenberg diamond chain. The purple and red solid circles represent the Ising
and Heisenberg spins, respectively; J1, J2, J3 and Jm represent different magnetic bonds.

利 用 不 同 哈 密 顿 量 单 元 间 的 对 易 性,
[Ĥi, Ĥj ] = 0, (i ̸= j), 体系配分函数可部分分解
成乘积形式:

Z =
∑
µ

Trs exp(−βH)

=
∑
µ

N∏
i=1

Tri e−βHi , (2)

其中β = 1/kBT , kB为玻尔兹曼常数并取其值为1,
T为绝对温度,

∑
µ
和Trs表示对所有伊辛自旋和

海森伯自旋自由度求和, Tri表示对自旋链上第 i个

单元内的海森伯自旋自由度求迹. 从方程 (2)可以
很明显地看出, 要进一步计算必须先处理好后面的
求迹部分. 为此, 我们以海森伯自旋Sz

a,i和Sz
b,i的

自旋态 | ↑, ↑⟩i = | ↑⟩a,i| ↑⟩b,i, | ↓, ↓⟩i = | ↓⟩a,i| ↓⟩b,i,
| ↑, ↓⟩i = | ↑⟩a,i| ↓⟩b,i和 | ↓, ↑⟩i = | ↓⟩a,i| ↑⟩b,i作为

基矢, 对哈密顿量单元Hi进行矩阵表示, 并对其对
角化获得如下四个能量本征值解析表达式, 最终完
成对海森伯自旋自由度求迹.

λ1 = J2
1

4
+ Jmµiµi+1

+
1

2
(J1 + J3 −H)(µi + µi+1)−H,

λ2,3 = − J2
1

4
+ Jmµiµi+1

± 1

2
[(J1 − J3)

2(µi − µi+1)
2 + J2

2 ]
1
2

− H

2
(µi + µi+1),

λ4 = J2
1

4
+ Jmµiµi+1

− 1

2
(J1 + J3 −H)(µi + µi+1) +H. (3)

同时相应的本征态按照标准基 {| ↑↑⟩, | ↑↓⟩, | ↓↑
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⟩, | ↓↓⟩}表示如下:

|φ1⟩ = | ↑, ↑⟩,

|φ2⟩ =
1√

1 +R2
+

(R+| ↑, ↓⟩+ | ↓, ↑⟩),

|φ3⟩ =
1√

1 +R2
−

(R−| ↑, ↓⟩+ | ↓, ↑⟩),

|φ4⟩ = | ↓, ↓⟩, (4)

其中概率振幅R±的表达式为

R± =
1

J2
{(J1 − J3)(µi − µi+1)

± [J2
2 + (J1 − J3)

2(µi − µi+1)
2]

1
2 }. (5)

完成对量子自由度迹的求解后, 应用传递矩阵
法, 将系统配分函数表示成类似经典一维伊辛自旋
链配分函数的形式,

Z =
∑
µ

N∏
i=1

Zµi,µi+1 = TrTN = ΛN
1 + ΛN

2 , (6)

这里T 是一个 2 × 2传递矩阵, Λ1,2是传递矩阵T

的两个本征值, Zµi,µi+1是第 i个单元中的部分配分

函数:

Zµi,µi+1
= Tri e−βHi =

4∑
n=1

e−βλn(µi,µi+1)

=
1

2
e−β[ 14J2+Jmµiµi+1− 1

2H(µi+µi+1)]

× cosh
[
1

2
(J1 + J3)(µi + µi+1)−H

]
+

1

2
e−β[− 1

4J2+Jmµiµi+1− 1
2H(µi+µi+1)]

× cosh
{
1

2
[(J1 − J3)

2(µi−µi+1)
2+J2

2 ]
1
2

}
. (7)

结合方程 (6)和 (7)可以得到传递矩阵T 的具体表

达形式:

T =

 Z1/2,1/2 Z1/2,−1/2

Z−1/2,1/2 Z−1/2,−1/2

 . (8)

然后求解T 的本征值, 在热力学极限下只有最大
本征值保留下来, 从而一个子单元的平均自由能
表示为

f = − 1

β
lnΛ1

= − 1

β
ln

{
1

2

[
(Z1/2,1/2 + Z−1/2,−1/2)

+
[
(Z1/2,1/2 −Z−1/2,−1/2)

2

+ 4Z1/2,−1/2Z−1/2,1/2

]1/2]}
. (9)

至此完成了对自由能的严格求解, 在此基础上
就可利用传递矩阵方法获得任何热力学函数的解

析表达式, 具体求解过程可参看文献 [11—13], 这
里不再赘述.

3 计算结果与讨论

3.1 基态相图

本部分对自旋−1/2阻挫钻石链体系的有趣磁
学行为进行探讨和分析. 考虑到阻挫作用下体系
的自旋几何阻挫与局域量子涨落间的竞争作用表

现得最为显著, 因此着重考察所有交换耦合均为
反铁磁时阻挫存在的情况, 即J1, J2, J3, Jm > 0.
为方便起见, 选取J2作为约化单位并引进一套无

量纲参数: j1 = J1/J2, j3 = J3/J2, jm = Jm/J2,
h = µBgH/J2和 t = kBT/J2.

首先讨论系统基态可能存在的自旋构型. 根据
哈密顿量子单元的本征值 (3)式和本征态 (4)式, 可
以构建出阻挫钻石链所有可能的基态自旋构型并

求得相应的能量. 考虑到自旋平移及反转对称性,
在作用参数 j1, j3, jm以及外磁场h的相互竞争下,
该体系在基态存在五个不同的自旋构型: 饱和顺磁
态SP, 两个经典亚铁磁态FRI1和FRI2, 量子亚铁
磁态QFI和量子反铁磁态QAF, 具体表示如下:

|SP⟩ =
N∏
i=1

| ↑, ↑⟩i ⊗ |+⟩i,

|FRI1⟩ =
N∏
i=1

| ↑, ↑⟩i ⊗ |ξ⟩i,

|FRI2⟩ =
N∏
i=1

| ↑, ↑⟩i ⊗ |−⟩i,

|QFI⟩ =
N∏
i=1

1√
1 + r2−

(r−| ↑, ↓⟩+ | ↓, ↑⟩)i ⊗ |+⟩i,

|QAF⟩ =
N∏
i=1

1√
1 + r2−

(r−| ↑, ↓⟩+ | ↓, ↑⟩)i ⊗ |ξ⟩i.

(10)

上式中刃向量 |±⟩i和 |ξ⟩i表示子单元 i中节点伊辛

自旋指向, 与两海森伯自旋相关的态矢量则由方程
(4)给出.
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相应的基态能为:

εsp =
1

4
+

1

4
jm +

1

2
(j1 + j3)−

3

2
h,

εFRI1 =
1

4
− 1

4
jm − h,

εFRI2 =
1

4
+

1

4
jm − 1

2
(j1 + j3)−

1

2
h,

εQFI = −3

4
+

1

4
jm − 1

2
h,

εQAF = −1

4
− 1

4
jm − 1

2
[(j1 − j3)

2 + 1]1/2. (11)

0 0.5 1.0 1.5 2.0
0

1

2

3

4

h

jm

FRI & QFI

QAF

FRI

SP

图 2 jm-h平面内基态相图, 其中 j1 = j3 = 1

Fig. 2. Ground-state phase diagram in the jm-h plane
for j1 = j3 = 1.

结合方程式 (10)和 (11)中给出的自旋构型和
基态能, 构建了阻挫钻石链体系在 jm-h平面内的
基态相图, 如图 2所示. 可以看到所有可能的磁相
都呈现在图中, 展示了单体伊辛自旋间耦合作用的
影响. 同时, 由于反对称交换作用 j1 = j3 = 1, 使
自旋态处于高度竞争, 从而导致了FRI2和QFI相
具有相同的能量, 共同存在于相图中的同一个区
域. 为了简便, 在后面的讨论中将该简并态简称为
FQ相. 由图 2可知, 在高磁场下, 自旋处于全部极
化态, 均朝向外磁场方向, 基态表现为饱和顺磁相
SP. 当磁场相对较小时, 基态展现了多样化的自旋
构型, 具体表现为亚铁磁态 (FRI1, FRI2或QFI)或
独一无二的量子反铁磁态QAF. 其中基态FRI2对
应经典亚铁磁自旋构型, 即所有海森伯自旋沿外磁
场方向排列, 而所有节点伊辛自旋由于它们间的反
铁磁耦合反平行于外磁场方向. 但当海森伯自旋间
的反铁磁耦合比较强时, 能量上海森伯自旋对更倾
向形成单 - 二聚态. 在这种情况下, 体系将处于量
子亚铁磁基态QFI, 表现为伊辛自旋朝向外磁场方
向, 表明自旋阻挫有效地消除了近邻间隙自旋和节

点自旋耦合的影响. 当磁场值非常小时, 节点伊辛
自旋间的次近邻反铁磁耦合将引起伊辛自旋间的

反铁磁排列, 从而使体系基态表现为量子反铁磁态
QAF. 除此之外, 节点自旋间的次近邻耦合还会引
入不具备平移对称性的FRI1基态, 具体表现为海
森伯自旋朝向外磁场方向, 节点伊辛自旋互相反平
行排列. 为了讨论的完整性, 将各基态相间的边界
方程列于表 1中.

表 1 边界两侧的磁有序相及边界方程

Table 1. Magnetic order phases and their boundary
equations.

磁有序相 1 磁有序相 2 两相边界方程

QAF FRI2&QFI h = jm

QAF FRI1 h = 1

FRI2&QFI FRI1 h = 2-jm

FRI1 SP h = 2 + jm

3.2 低温磁化行为和热力学性质

基于构建的基态相图, 对体系的低温磁化过
程进行了分析和讨论. 图 3描述了典型阻挫参数
jm = 0.75和 jm = 1.25分别作用下, 系统总磁化强
度随外磁场的变化行为. 总体上看, 当系统处于零
温时, 所有磁场诱导的零温相变呈现陡峭的跳跃,
相应磁化曲线表现为完美阶梯状. 当温度为有限值
时, 磁化曲线开始变得平滑, 并伴随着台阶宽度的
收缩. 对于不同伊辛自旋次近邻耦合 jm, 系统将经
历不同的磁化路径, 从而展现出不同的磁化平台,
其中磁化平台的宽度对应着基态相存在的场区间.

当 jm = 0.75时, 从图 3 (a)中可以看到, 磁化
曲线展现了 1/3, 2/3和 1磁化平台, 反映出磁场分
别在临界场hc1 = 0.75, hc2 = 1.25以及hc3 = 2.75
处诱导的连续相变QAF-FQ, FQ-FRI1和FRI1-SP.
当 jm = 1.25时, 如图 3 (b)所示, 1/3 磁化平台消
失, 2/3 磁化平台加宽, 与零温的QAF-FRI1相变
相呼应. 值得一提的是, 由于次近邻交换耦合 jm

的存在, 低温磁化曲线展现了与基态FRI1相密
切关联的新颖的 2/3磁化平台. 同时, 以上这些
磁化平台值满足Oshikawa-Yamanaka-Affleck条件
n(Stot − m) = integer, 其中n表示由哈密顿量的

空间结构决定的基态周期, Stot和m分别表示基

本单元的总自旋和磁化强度. 此外, 从图中还可
以看出低温磁化曲线紧密跟随零温磁化曲线, (如
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t = 0.01时的磁化曲线), 证明了图 2所构建基态相
图的正确性.

图 4给出了与图 3参数条件相同, 总磁化强度
在不同外磁场作用下随温度的变化行为. 可以看
到, 当外磁场非常接近临界场时, 磁化强度展现了
温度引起的显著变化. 当磁场略低于 (高于)临界场

时, 磁化强度在强烈地热涨落诱导下呈现增加 (减
小)趋势; 而当磁场的值处于相应磁化平台中间区
域或是大于饱和磁场值时, 磁化强度随着温度的增
加呈现了稳定的下降趋势. 值得注意的是当磁场处
于临界场时 (除了临界场hc1 = 0.75处), 磁化强度
随着温度的上升也呈现了单调递减的变化行为.
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图 3 当 j1 = j3 = 1时, 磁化强度在不同温度下随外磁场的变化 (a) jm = 0.75; (b) jm = 1.25.
Fig. 3. The total magnetization as a function of external magnetic field with j1 = j3 = 1 at several different
temperatures for two representative cases: (a) jm = 0.75; (b) jm = 1.25.
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图 4 当 j1 = j3 = 1时磁化强度在不同外磁场下随温度的变化 (a) jm = 0.75; (b) jm = 1.25; 其中深红色菱形表示不同
基态共存的临界场

Fig. 4. Temperature dependence of the magnetization per site with j1 = j3 = 1 at several magnetic fields for two
representative cases: (a) jm = 0.75; (b) jm = 1.25. The rhombus symbols in black red denote critical fields at which
different ground states coexist together.

由于系统中多种磁耦合作用的存在以及钻石

链本身的几何阻挫结构, 因此来自不同相互作用项
的能量将会产生微妙的竞争关系, 从而使系统展现
出丰富的热力学行为. 图 5给出了不同次近邻节点
伊辛自旋相互作用下, 零场磁比热随温度的变化曲
线. 由图 5 (a)可以看到, 当 jm = 0时, 磁比热曲线
在低温区仅呈现出一个宽阔的圆形单峰. 当 jm存

在且其值比较小时, 磁比热展现出双峰结构, 具体
表现为极低温区的高尖峰和低温区的驼峰, 表明次
近邻伊辛自旋间的交换耦合增强了体系的阻挫效

应, 诱导了磁比热极低温区的尖峰. 随着 jm的增

加, 尖峰和驼峰峰宽加宽并互相靠拢, 其中尖峰向
高温区移动,驼峰则向低温区靠近. 当继续增加 jm,
如图 5 (b)所示, 两峰汇聚在一起形成一个圆峰, 此
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时磁比热又恢复为单峰结构, 其峰值随着 jm增强

而变大. 磁比热曲线所展现的复杂和多样化变化行
为, 反映了体系自旋阻挫与温度热涨落引起的局域
自旋激发态的相互竞争.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0

0.08

0.16

0.24

0.32

0.5

0.4

0.3

0.1

t

(a)

0.8

0.7

0.6

C
m

C
m

t

(b)

图 5 不同交换耦合 jm作用下零场磁比热随温度的变化,
其中 j1 = j3 = 1

Fig. 5. Temperature variations of the zero-field spe-
cific heat for various exchange couplings jm under
j1 = j3 = 1.

4 结 论

研究了节点伊辛自旋间的次近邻交换耦合对

伊辛 -海森伯钻石链体系的基态性质和热力学行为
的影响. 利用传递矩阵方法严格求解了体系的磁
化强度、磁化率和磁比热, 着重探讨了所有交换耦
合为反铁磁时, 几何阻挫和局域量子涨落相互竞争
下体系有趣的磁学行为. 研究结果显示, 节点次近
邻交换耦合的引入, 丰富了体系的基态相和磁化平
台, 使体系展现出饱和顺磁态SP、亚铁磁态FRI1
和FRI2, 量子亚铁磁基态QFI 以及独一无二的量
子反铁磁基态QAF五个不同基态相. 其中量子亚
铁磁态FRI2和QFI对应着 1/3磁化平台, 经典亚
铁磁态FRI1对应着新颖的 2/3磁化平台. 值得注
意的是, 在不考虑次近邻交换耦合时, 该平台在钻

石链体系中并没有出现. 此外, 还展示了零场磁化
率和磁比热与温度间的多样化依赖关系, 其中零场
磁比热随次近邻伊辛反铁磁耦合的变化呈现丰富

的双峰结构.
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Abstract

The low-dimensional quantum spin systems have been extensively studied in the past three decades due to the

novel ground states and rich magnetic behaviors, especially the quantum spin chain with diamond topology structure.

Motivated by recent experimental success in Cu3(CO3)2(OH)2 compound, which is regarded as a model material of spin-

1/2 diamond chain, researchers have paid a lot of attention to various variants of diamond spin chains. In this paper, we

mainly examine the magnetic properties of an antisymmetric spin-1/2 Ising-Heisenberg diamond chain with the second-

neighbor interaction between nodal spins. By using exact diagonalization and transfer-matrix methods, the ground-state

phase diagram, magnetization behavior and macroscopic thermodynamics are exactly solved for the particular case

that all magnetic bonds yield antiferromagnetic couplings, which usually shows the most interesting magnetic features

closely related to a striking interplay between geometric frustration and quantum fluctuations. To clearly illustrate

the effect of second-neighbor interaction item, we consider a highly frustrated situation that all Ising-Heisenberg bonds

and Heisenberg bonds possess the same interaction strength. The calculation results indicate that the second-neighbor

interaction item will enrich ground states and magnetization plateaus. A classical ferrimagnetic phase FRI1 corresponding

to a novel two-thirds of intermediate plateau with translationally broken symmetry is introduced, manifesting itself as

up-up-up-down-up-up spin configuration at a ground-state. In addition, there are other four distinct ground states which

can be identified from the phase diagram, i.e., one saturated paramagnetic phase SP, one classical ferrimagnetic phase

FRI2, one quantum ferrimagnetic phase QFI and the unique quantum antiferromagnetic phase QAF. The classical phase

FRI2 and quantum phase QFI both generate one-third of magnetization plateau. It is worth mentioning that all the

values of these magnetization plateaus satisfy the Oshikawa-Yamanaka-Affleck condition. Besides, the results also have

shown a rich variety of temperature dependence of total magnetization and specific heat. The magnetization displays

the remarkable thermal-induced changes as the external field is sufficiently close to critical value where two or more

than two different ground states coexist. At the critical field relevant to a coexistence of two different states, the total

magnetization displays a monotonic decrease trend. The thermal dependence of zero-field specific heat displays relative

complex variations for different second-neighbor interactions between nodal spins. At first, the specific heat presents

only a single rounded Schottky-type maximum. Using the second-neighbor interaction, another sharp peak arises at
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low-temperature and is superimposed on this round maximum, and the specific heat exhibits a double-peak structure.

On further strengthening, the low-temperature one keeps its height shifting towards high temperature, while the high-

temperature round peak suffers great enhancement and moves in an opposite direction. Finally, the low temperature

peak entirely merges with the Schottky-type peak at a certain value of second-neighbor interaction, and above this value,

the specific curve recovers its single peak structure. The observed double-peak specific heat curves mainly originate from

thermal excitations between the ground-state spin configuration QAF and the ones close enough in energy to the ground

state.

Keywords: Ising-Heisenberg model, transfer-matrix method, exact solution, ground-state phase diagram
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