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专题: 拓扑经典波动

拓扑声子与声子霍尔效应∗

邢玉恒 徐锡方 张力发†

(南京师范大学物理科学与技术学院, 南京 210023)

( 2017年 9月 28日收到; 2017年 11月 6日收到修改稿 )

拓扑学与物理的结合是近几十年物理学蓬勃发展的一个新领域, 它不仅活跃在量子场理论以及高能物理
中, 更广泛地存在于凝聚态物理体系中, 包括量子 (反常、自旋)霍尔效应和拓扑绝缘体 (超导体)等. 声子是凝
聚态体系中热输运的主要载体; 最近由于各种声子器件的发现, 声子学得到了广泛的关注. 本文介绍了声子
的拓扑性质以及声子的霍尔效应现象, 分别评述了在破坏时间反演对称、破坏空间反演对称、以及同时破坏时
间和空间反演对称三种情况下所产生的声子霍尔效应、声子谷霍尔效应等相关物理研究进展. 最后对拓扑学
在其他声学体系中的应用做了简单介绍, 并进一步讨论了其未来的发展方向.

关键词: 拓扑学, Berry相位, Berry曲率, 声子霍尔效应
PACS: 66.70.–f, 03.65.Vf, 72.10.Bg, 72.15.Gd DOI: 10.7498/aps.66.226601

1 引 言

拓扑学是近代发展起来的一个数学分支, 主要
研究几何图形或空间在连续改变形状后还能保持

不变的一些性质的学科. 早在十七世纪科学家就提
出了 “ 位置几何学”和 “相位分析”学说. 1984 年,
英国布里斯托大学的科学家Michael Berry就提出
了关于量子力学中的 “几何相”概念 [1], 主要描述
了当一个量子体系在参数空间沿着闭合路径缓慢

变化时, 系统本征态所发生的变化, 即系统的哈密
顿量在参数空间发生绝热演化时体系的本征态的

变化. Berry 相在拓扑物理学领域是一个重要的概
念 [2], Berry 曲率由于揭示了量子力学中绝热过程
的奥秘且最近因其在量子计算机的实现中的重要

用途而引起了科学家们的广泛兴趣 [3]. Berry曲率
最早出现在带有布洛赫电子的单带的动力学中, 在
应用于量子霍尔体系时, 其半经典理论可以解释霍
尔电流和量子霍尔电导率 [4]. 近几年来, Berry 相
效应在解决铁磁材料中的反常霍尔效应时起到了

重要的作用 [5,6], 这也使Berry 曲率在拓扑材料应

用中的研究得到科学家们的广泛关注. 由于在拓
扑物理方面原创性的贡献, Thouless, Haldane 和
Kosterlitz被授予 2016 年诺贝尔物理学奖. 拓扑和
物理的巧妙结合, 带动了凝聚态物理的快速发展,
比较有代表性的就是其近十年来逐渐兴起的一个

分支——拓扑绝缘体 [7,8], 即在绝缘体中带隙中存
在拓扑保护的边界态.

由于热二极管、热晶体管、热逻辑门等 [9−11]的

相继提出, 最近几十年我们见证了声子学的飞速发
展, 从而使得利用声子进行热流控制和信息处理成
为可能. 由于声子作为一种中性的准粒子不能像电
子一样可以通过洛伦兹力直接和磁场耦合, 因此当
Rikken等 [12]科学家在顺磁介质样品中发现声子霍

尔效应现象时, 物理学家们普遍感到很惊奇, 即在
有热流通过的样品薄膜的垂直方向上施加磁场时

可以观察到横向热流, 由于电子对热流贡献可以
忽略, 所以把这种现象称之为声子霍尔效应. 此实
验被 Inyushkin和Taldenkov [13]所重复. 从那以后,
科学家们提出了几种理论来解释这一现象 [14]. 对
于各种量子、自旋或反常霍尔效应的电子输运性质,
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拓扑理论已经成功地解释了一些潜在的机理, 那么
对于声子的输运性质是否也可以运用拓扑理论来

进行研究呢？

2010年, Zhang等 [15]将声子的霍尔热导率和

声子谱的Berry曲率联系起来, 揭示了声子的拓扑
性质，并发现了其中的拓扑相变, 从而开创了拓扑
声子学的研究. 其后, 在2012年, Qin 等 [16]从能量

磁化的角度对声子霍尔热导提出了修正.当磁场作
用在具有自旋声子相互作用的体系上时, 时间反演
对称性会发生破缺, 从而产生声子霍尔效应. 在非
磁性体系中, 空间反演对称破缺而时间反演对称
性得到保护, 可以观察到谷声子霍尔效应 [17]. 在
2016年, Zhang研究组又继续通过半经典波包动力
学方法统一研究了电子、声子、磁子等热霍尔效应,
并得出了霍尔热导率在拓扑理论框架下的通用公

式 [18]. 最近Liu等 [19]研究了时间反演对称性和空

间反演对称性同时破缺的体系中的拓扑声子输运

现象.
本文以Berry曲率为切入点, 着重讨论Berry

相以及Berry曲率的基本理论与性质. 通过研究在
单独破坏时间反演对称、破坏空间反演对称以及

同时破坏时间反演对称和空间反演对称的声子体

系中Berry曲率的变化对声子输运的影响. 在本文
的第二部分介绍了Berry相的基本理论知识, 了解
Berry曲率与拓扑结构之间的关系; 第三部分介绍
了破坏时间反演对称时所产生的声子霍尔效应, 研
究其中的Berry曲率对拓扑结构性质的一些影响;
第四部分介绍了破坏空间反演对称后形成的声子

谷霍尔效应; 第五部分主要介绍同时破坏时间和空
间反演对称时对拓扑结构的影响; 第六部分简单介
绍了Berry相效应在其他声学体系中的应用; 第七
部分对拓扑声子学的应用做了简单展望.

2 Berry相及拓扑结构

Berry相位由三个至关重要的部分构成, 这三
个关键的特性决定了其在拓扑学中的重要地位. 第
一, Berry相位是规范不变的, 其本征波函数由线性
齐次方程定义, 这个性质使得Berry相位更加的物
理化, 早期的实验研究也是通过这个性质进行的.
第二, Berry相位具有独特的几何性质, Berry 相可
以表示为在闭合参数空间的线性积分, 且与实际路
径的变化率无关, Berry曲率的这种独特的性质使
得其得到了广泛的应用. 第三, Berry相位与规范

场论和微分几何有着密切的联系, 这使得Berry相
成为一种直观且意义十分重大的物理概念, 尤其在
今天的霍尔效应以及拓扑物理学的研究中具有重

要的意义 [7].

2.1 绝热循环演化

波函数的整体相位不会对物理观测造成影

响, 然而量子态之间的相对相位与很多的物理现
象有关系. 1984年, 英国布里斯托大学的科学家
Michael Berry 提出了关于量子力学中的 “几何相”
概念, 为了更好地诠释这个相位的物理意义, 以下
对这个相位进行简单的推导.

当物理系统沿着参数空间中任意闭合回路做

绝热演化, 其非简并本征态的变化除了一个额定的
相位之外, 必然回到其本身, 该相位就称为 Berry
相位. 设体系的哈密顿量算符 Ĥ是一组参量的

R (R1,R2, · · · ,RD)函数:

Ĥ = Ĥ (R1(t),R2(t), · · · ,RD(t)) , (1)

而R随着时间做周期性变化

Ri (t+ T ) = Ri(t). (2)

R(t)的周期变化在参量空间定义了一条闭合曲线

C, 假设此时周期T足够大, 以致哈密顿算符随时
间的变化非常缓慢, 从而使得这一过程被称为绝热
演化过程, 致使系统在每一瞬间都是静止的. 于是,
对于某一瞬时 t, 瞬时定态薛定谔方程成立. 在绝热
条件下, 瞬时本征波函数的含时薛定谔方程为

i~ ∂
∂t

|n (R(t))⟩ = En (R(t)) |n (R(t))⟩ . (3)

乘以 ⟨m (R(t))|化简后得

i~ ⟨m (R(t))| ∂
∂t

|n (R(t))⟩ = En (R(t)) ξmn. (4)

考虑一般含时薛定谔方程

i~ ∂
∂t

|ψ(t)⟩ = Ĥ (R(t)) |ψ(t)⟩ , (5)

在绝热近似条件下, 将本征函数归一化条件求
导可得

⟨ṁ (R(t))/m (R (t))⟩+ ⟨m (R(t))/ṁ (R(t))⟩ = 0.

(6)

所以绝热近似下式含时薛定谔方程的解为

|ψ(t)⟩ = e iαm(t) e iγm(t) |m (R(t))⟩ . (7)

在引入R(t)的空间“矢势”后, Berry相位可以写成

γm =

∮
C

Am (R) · dR(t)
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=

∫∫
S

dS · ∇ ×Am (R)

=

∫∫
S

dS ·Bm (R) = Φm, (8)

其中Bm (R) = ∇R×Am (R)称为参数空间的 “磁
场强度”.

从上式可以看到: 第一, Berry相位γm是实量;
第二, Berry相位是一个规范不变的量, 即在物理上
是一个可以观测的量; 第三, Berry相位不依赖于系
统参数演化的快慢, 只与演化的路径有关; 第四, 对
于一维的参数空间, Berry 相位为零, 但是对于高
维的参数空间, Berry 相位不为零; 第五, Berry 相
位是不可积的, 也就是说它不能写成一个关于参数
R 的连续函数 [20]. 故 Berry相位仅与闭合回路或
者闭合曲面的几何性质有关, 与参数随时间的变化
率无关, 因此, Berry 相位又称为几何相位.

2.2 Berry 曲率

通过 (8)式以及下面恒等式:

⟨m(R)|∇Rn(R)⟩

=
⟨m(R)∇RH(R)|n(R)⟩

(εn(R)− εm(R))
, m ̸= n,∑

m

|m(R)⟩⟨m(R)| = 1. (9)

所以 Berry 曲率可以写成本征态的求和 [21]:

Bn
µν(R)

= i
∑
n′ ̸=n

⟨
n

∣∣∣∣ ∂H∂ Rµ

∣∣∣∣n′
⟩⟨

n′
∣∣∣∣ ∂H∂ Rν

∣∣∣∣n⟩− (ν ↔ µ)

(εn − εn′)
2 .

(10)

在这里,通常将A称为 Berry联络 (Berry con-
nection), 将B称为 Berry 曲率 (Berry curvature).

在上述的公式推导过程中, 最重要的就是绝热
假设, 即参数变化的足够缓慢从而使体系一直约束
在某个能级上. 也就是说此时的取值空间已经从整
个完备的希尔伯特空间投影到某一个特定的能级

上, 这就是产生 Berry 相位的本质.

2.3 Berry 曲率与对称性的关系

上述已经写出的 Berry 曲率的表达式

Bσ
kxky

=
∂

∂kx
Aσ

ky
− ∂

∂ky
Aσ

kx

=
∑

σ′,σ′ ̸=σ

Bσσ′

kxky
, (11)

满足时间反演对称时

B (k) = −B (−k) , (12)

满足空间反演对称时

B (k) = B (−k) , (13)

若同时满足空间和时间反演对称

B (k) = 0. (14)

2.4 布洛赫能带中的 Berry 相位

以上介绍了用哈密顿算子描述通用体系 Berry
相位的基本概念, 现在考虑它在晶体中的实现. 我
们知道, 晶体的能带结构为研究Berry相效应提供
了一个天然的平台. 在孤立电子近似下, 首先可以
写出单电子情况下的哈密顿量:

H =
p̂2

2m
+ V (r), (15)

其中V (r + a) = V (r), a是布拉伐晶格的格矢, 通
过布洛赫定理, 周期性的哈密顿量的本征态满足以
下条件:

ψnq (r + a) = e iq·aψnq (r) , (16)

这里n是能带的数目, ~q是晶体的动量, 通过进一
步变换可得

H (q) = e−iq·rH e iq·r =
(p̂+ ~q)2

2m
+ V (r) ,

(17)

在这里, unq (r) = e−iq·rψnq (r) 是布洛赫函数

的周期性部分, 满足严格的周期性边界条件
unq (r + a) = unq (r). Berry 相位以及 Berry 曲
率可以写成:

γn =

∮
c
dq · ⟨un (q)| i∇q| un (q)⟩ , (18)

Bn (q) = ∇q × ⟨un (q)| i∇q| un (q)⟩ . (19)

3 声子霍尔效应

3.1 霍尔效应的发现

霍尔效应是电磁效应的一种, 这一现象是美国
物理学家霍尔于 1879年在研究金属的导电机理时
发现的: 即当电流垂直于外磁场通过导体时, 载流
子发生偏转, 在垂直于电流和磁场的方向会产生一
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附加电场, 从而在导体的两端产生电势差, 这个电
势差也被称为霍尔电势差.
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图 1 (a)声子霍尔效应示意图, 热流方向在磁场作用下发
生偏转 [24]; (b) 在Tb3Ga5O12 薄膜样品测得的横向温

差随磁场大小和方向的变化关系 [12]

Fig. 1. (a) Phonon Hall effect: the direction of the heat
flow is deflected by the magnetic field [24]; (b) magne-
totransverse temperature difference in a nonoriented
sample of Tb3Ga5O15for heat currents perpendicular
(circles) and parallel to the field(squares) [12].

近些年来, 半导体材料和低维物理学的发展推
动了许多霍尔效应的发展. 在电绝缘的晶体中, 声
子是热流的载体, 由于声子不能直接和磁场相互
作用, 所以通常认为不存在声子霍尔效应. 最近,
Strohm 等 [12]在顺磁介质Tb3Ga5O12 薄膜样品中

发现了声子霍尔效应现象, 如图 1 所示, 即在有纵
向温度梯度的顺磁绝缘体薄膜上, 加上垂直于薄膜
平面的磁场后, 测得横向温度差. 当磁场方向平行
于纵向热流时, 横向温度差可以忽略, 然而当磁场
方向垂直于纵向热流 (纵向温差为 1 K)时, 可以观
察到200 µK的温度差. 由于电子不参与热输运,所
以 Strohm 等将之命名为声子霍尔效应. 此后该实
验并被 Inyushkin 和Taldenkov [13]所重复. 科学家
们试图提出几种理论来解释这一现象 [14,22], 但是
相对复杂并且有相互矛盾之处. 另外, 文献 [23]利
用非平衡态格林函数方法研究了具有自旋声子相

互作用的四终端的二维薄膜的声子霍尔温差, 从另
一角度解释了声子霍尔效应. Zhang 等 [15] 的工作

从拓扑特性的角度首次对对声子霍尔效应进行了

揭示, 下面首先从声子霍尔体系的哈密顿量讲起.

3.2 哈密顿量以及二次量子化

在有磁场存在的情况下 [14], 离子晶体中晶格
格点的动能可以写成

Tα =
1

2
mα |ṙα|2

=
1

2mα
|pα

√
mα − qαAα|2 , (20)

这里rα = Rα + uα/
√
mα, Rα 是第α个格点处离

子的平衡坐标位置; pα是相应的动量除以质量mα

的平方根; qα是位点α处离子的电荷量; Aα表示

电磁矢势, 通过洛伦兹变换条件我们可以得到:

Aα =
1

2
B × uα/

√
mα. (21)

所以, 上式可以写成

Tα =
1

2

∣∣∣∣pα − qα
2mα

B × uα

∣∣∣∣2 . (22)

如果此时沿 z方向施加强度为B的磁场, 前提
是只考虑二维情况下的运动 (即只沿x和 y 方向),
此时离子α 的动能可以写成:

Tα =
1

2
(pα − Λαuα)

T
(pα − Λαuα) , (23)

这里 pα = (pαx, pαy)
T
, uα = (uαx, uαy)

T
, Λ = 0 hα

−hα 0

, hα = −qαB/2mα, 对于一般的顺磁

介质离子, 正离子的质量大于负离子的质量. 例如,
上述的实验中用到的Tb3Ga5O12, 在基本原胞中正
负离子质量的比值为m(+q)/m(−q) = 4.3, 因此, 负
离子将在对hα的贡献中占主导地位, 这使得hα具

有与施加的磁场B相同的符号. 在平均场近似下,
我们可以令hα=h. 所以均匀外部磁场中离子晶格
的哈密顿量可以写成 [25]

H =
1

2

(
p− Ãu

)T (
p− Ãu

)
+

1

2
uTKu, (24)

其中, Ã是具有块对角元素Λ的反对称实数矩阵, u
和p 分别是表示所有格点的位移和动量的列向量,
K是力常数矩阵. 故我们可以得到:

H =
1

2
pTp+

1

2
uT
(
K − Ã2

)
u+ uTÃp. (25)

之前的理论中, 科学家们考虑到拉曼相互作
用的影响, 基于量子理论和基本对称性的自旋 -
声子相互作用 [26−28], 得到了HI = h · (u× p), 这
里h = gcM , M 与磁场B 成正比. 如果磁场沿
z 方向的作用, 此时自旋 - 声子相互作用可以写
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成HI = uTÃp, 所以整个晶格的哈密顿量可以写
成 [29]

H =
1

2
pTp+

1

2
uTKu+ uTÃp,

这和 (25)式类似. 然而此哈密顿量并不总是正定
的, 我们应该选用 (25) 式, 其始终是正定的.

哈密顿量是关于u和 p二次型方程, 可以写出
线性运动方程:

ṗ = −
(
K − Ã2

)
u− Ãp, (26)

u̇ = p− Ãu. (27)

此时坐标的运动方程为: ü + 2Ãu̇ + Ku =

0, 由于晶格是周期性的, 通过布洛赫定理,
ul = ε e i(Rl·k−ωt). 本征矢量满足 [(−iω + A)2 +

D]ε = 0, 其中动力学矩阵D (k) = −A2 +∑
l′
Kll′ e i(Rl′−Rl)·k. 通过上式有 ε∗−k = εk,

ω−k = −ωk. 在这里用 k = (k, σ)来简记指定波

矢和声子分支, 且−k = (−k,−σ). 在晶格动力
学问题处理中, 常常令σ, ω > 0, 以此可以得到
ωσ,k = ωσ,−k, 但由于自旋声子相互作用破坏时间
反对称, 所以ωσ,k = ωσ,−k不成立. 如果频率采用
正负值结合的方式, 再结合 (28)式, 可以得出动量
和位移本证矢量 (µk, εk)满足方程:

µk = −iωkεk +Aεk. (28)

上式并不是标准的本征值问题, 重新定义一个新的
向量x = (µ, ε)

T. 然后, 通过布洛赫定理, (28) 式
可以写成 [15]:

i ∂
∂t

x = Heffx, Heff = i

−A −D

I −A

 , (29)

I是单位矩阵. 因此, 上式的本征值问题可以写成

Heffxk = ωkxk, x̃T
kHeff = ωkx̃

T
k . (30)

在这里, 由于该有效哈密顿量是非厄米的, 需要
计算右本征矢量为xk和左本征矢量 x̃T

k , 有 x̃T
k =(

ε†k,−µ
†
k

)
/ (−2iωk), 即 x̃T

σ,kxσ′,k = δσ,σ′ [23], 对于
本征矢εk 的归一化条件即为

ε†kεk +
i
ωk

ε†kAεk = 1. (31)

对于上式中的本征值问题, 可知完备基包
括负的分支等. 从声子霍尔效应的拓扑性质可
知 [15], 声子霍尔热导率的公式可以写成包括正
负频的所有分支的贡献形式, 为了简化符号, 对

于所有的分支, 定义a−k = a†k, 含时算子变换为
ak(t) = ak e−iωkt, a†

k
(t) = a†

k
eiωkt. 变换关系为[

ak, a
†
k′

]
= δk,k′sign (σ), 故由以上可以得到 [15]:⟨
a†kak

⟩
= f (ωk) sign (σ) , (32)⟨

aka
†
k

⟩
= [1 + f (ωk)] sign (σ) , (33)

这里的 f (ωk)为玻色 -爱因斯坦分布方程.
在上述变化后, 位移和动量运算符可以用二次

量子化算符写成 [30]:

ul =
∑
k

εk e iRl·k

√
~

2N |ωk|
ak, (34)

pl =
∑
k

µk e iRl·k

√
~

2N |ωk|
ak, (35)

这里 |ωk| = ωksign (σ). 通过上述, 系统的哈密顿
量可以写成

H =
1

2

∑
l,l′

χ̃T
l

 Aδl,l′ Kl,l′ −A2δl,l′

−Indδl,l′ Aδl,l′

χl′ .

(36)

通过一系列变换后, 哈密顿量最终可以化
为 [30]

H =
~
2N

∑
k,k′,l

e iR·(k′−k)c̃kck′ x̃T
k

 A D (k′)

−Ind A


× xk′a†kak′

=
~
2N

∑
k,k′,l

e iR·(k′−k)c̃kck′ x̃T
k iHeffxk′a†kak′

=
1

2

∑
k

~ |ωk|a†kak. (37)

系统的热流可以写为 [30]

J =
1

2V

∑
l,l′

(Rl −Rl′)u
T
l Kll′ u̇l′ , (38)

这里V 是N个基本原胞的总体积. 通过对上述式
的求导并引入Berry联络A = iX̃T ∂X

∂k
, 得出最终

的热流公式:

J =
i~
4V

∑
σ,σ′,k

c̃σ,kcσ′,ka
†
σ,k

×
(
∂Ω2

∂k
+
[
−iA, Ω2

])
σ,σ′

aσ′,k. (39)

通过格林 -库珀公式, 可以计算得到霍尔热导线性
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响应贡献κKubo:

κKubo
xy =

~
8V T

∑
k,σ ̸=σ′

f (ωσ) (ωσ+ωσ′)
2
Bσσ′

kxky
,

(40)

其中:

Bσσ′

kxky
=

i
4ωσωσ′

×
ε†σ
∂D

∂kx
εσ′ε†σ′

∂D

∂ky
εσ − ε†σ

∂D

∂ky
εσ′ε†σ′

∂D

∂kx
εσ

(ωσ − ωσ′)
2

(41)

是σ带到σ′带的对 Berry曲率的贡献. 另外我们还
必须考虑能量磁化贡献ME

[16], 总的霍尔热导率可
以写为

κtr
xy = κKubo

xy +
2Mz

E

TV
, (42)

最终可以得到声子热导率公式 [16]

κtr
xy = −(πkB)

2

3h
ZphT − 1

T

∫
dεε2σxy (ε)

dn (ε)
dε ,

(43)

这里 [16]

Zph =
2π

V

3r∑
k;i=1

Bz
ki· ,

σxy(ε) = − 1

V ~
∑

~ωki6ε

Bz
ki. (44)

从上述公式中可以看出声子的霍尔热导率由

其色散关系和 Berry 曲率所决定, 这与量子霍尔电
导有一定的类比性 [4].

此外, 通过半经典的波包动力学方法, 可以研
究热霍尔效应, 包括电子热霍尔效应、磁振子霍尔
效应以及声子霍尔效应. 在热霍尔效应中, 可以定
义粒子磁矩为

mN
n (q) =

1

2
⟨W0 |(r − rc)× v |W0⟩ . (45)

故体系的能量和热磁矩分别为

mE
n (q) = εn (q)m

N
n (q) ,

mQ
n (q) = mE

n (q)− µmN
n (q), (46)

这里 εn是布洛赫能带的能量, µ是化学势. 类比于
电子轨道磁化, 热轨道磁化MQ有两个部分, 一个
来自于波包的自转有关, 记为M self

Q ; 另一个是波包
中心的运动的贡献, 将其表示为M edge

Q
[18].

M self
Q =

1

V

∑
n,q

f (q)mQ
n (q) ,

M edge
Q = − 1

V ~
∑
n,q

∫ ∞

εn(q)

(ε− µ)f (ε) dε Bn (q) .

(47)

可以得到总的热流为

J total
Q =

1

V

∑
n,q

[
g (r, q) (ε− µ) ṙC

+∇× g (r, q)mQ
n (q)

]
. (48)

该总热流包括磁化热流Jmag
Q = ∇×MQ和传导热

流J tr
Q两部分, 而只有传导热流对霍尔热导有贡献,

所以κH = −
∂J tr

Qx

∂yT
可以写成 [18]

κH =
∂M edge

Q

∂T

=
1

V ~T
∑
n,q

[∫ ∞

εn(q)

(ε− µ)
2 ∂f

∂ε
dε
]
Bn (q) , (49)

此公式是电子霍尔热导、磁振子霍尔热导以及声子

霍尔热导的通用公式. 其中对于声子可以进一步
写成:

κH =
1

2V ~T
∑

q,m=1,2nd

[∫ ∞

εm(q)

ε2
∂f

∂e
dε
]
Bm (q) ,

(50)

其中n, d分别是原胞内的原子数和每一个原子的

自由度.

3.3 声子霍尔效应的拓扑性质

由于本证矢量的波矢依赖性, 可以计算其
Berry 相效应. 通过 Berry 近似, 首先设x(t) =

e iγσ(t)−i
∫ t
0

dt′ωσ[k(t
′)]xσ[k(t)], 并代入上式中. 由

于 Berry 相γσ =

∮
Aσ

kdk, 且Aσ
k = ix̃T

σ

∂xσ
∂k

, 所

以 Berry 曲率可写成

Bσ
kxky

=
∂

∂kx
Aσ

ky
− ∂

∂ky
Aσ

kx
=

∑
σ′,σ′ ̸=σ

Bσσ′

kxky
.

(51)

然后通过将第一布里渊区域上的 Berry 曲率
整合得到相关的拓扑陈数:

Cσ=
1

2π

∫
BZ

dkxdkyB
σ
kxky

=
2π

L2

∑
k

Bσ
kxky

. (52)

如果没有拉曼自旋声子的影响, 也就是说当
h = 0时, 此时 Berry 曲率Bσ

kxky
处处为零, 声子

的霍尔热导率消失. 当外加磁场作用时, Berry
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曲率不为零, 因此, 声子霍尔效应也随之出现.
另外研究发现, 如果体系出现对称性满足
SDS−1 = D, SAS−1 = −A, 此时声子的霍尔热
导为零 [31], 此时Bσσ′

kxky
= 0. 如果磁场改变了,

Berry 曲率也会改变, 但是陈数在很大的范围内并
不改变. 尽管陈数被量化了, 但是由于 (40)式中
f (ωσ) (ωσ + ωσ′)

2
项的存在, 声子的霍尔热导率并

没有被量化.
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图 2 (a)—(d)当临界磁场 hc− = hc − 10−2 rad/ps时能带 1到 4的Berry曲率轮廓图; (e)—(h)当临界磁场 hc+ = hc +

10−2 rad/ps时能带 1到 4的Berry曲率轮廓图; 从 (a)—(h)水平轴和垂直轴分别对应于波矢kx和ky ; (i) 在不同磁场中的Berry
曲率, 实线和虚线分别对应于在临界磁场为 hc−时Ω2 和Ω3, 相应的实点和虚点分别对应于临界磁场为 hc+ 时Ω2 和Ω3; (j) 四
种能带的陈数C1(实线), C2(虚线), C3(点线), C4(虚点线); (k)在临界磁场为 hc 附近的不同磁场下能带 2和能带 3 的色散关系图,
其中虚线、实线以及点线分别对应于在临界磁场为 hc−, hc, hc+时的带 [15]

Fig. 2. (a)–(d) The contour map of Berry curvatures for bands 1–4 at hc− = hc − 10−2 rad/ps; (e)–(h) the contour map of
Berry curvatures for bands 1–4 at hc+ = hc +10−2 rad/ps; for (a)–(h), the horizontal and vertical axes correspond to wave
vector kx and ky; (i) Ω at different magnetic fields, the solid and dashed lines correspond to Ω2 and Ω3 at hc−, respectively,
while dotted and dash-dotted lines correspond to those at hc+; (j) Chern numbers of four bands, C1 (solid line), C2 (dashed
line), C3 (dotted line), and C4 (dashdotted line); (k) the dispersion relation of bands 2 and 3 at different magnetic fields
in the vicinity of hc, the dashed, solid and dotted lines correspond to the bands at hc−, hc and hc+, respectively [15].

随着磁场的增加, 在临界磁场hc的附近, 发现
存在拓扑相变. 不同频带在靠近临界磁场的Berry
曲率由图 2 (a)—(f)给出, 当hc 附近磁场变化非常

小时, 在Γ点附近的能带 2和能带 3的Berry曲率
几乎是完全不同的, 而能带 1和能带 4却保持不变.

如图 2 (i)所示, 在临界磁场上方和下方Berry曲率
发生了急剧的变化, 从而导致能带 2和 3的陈数发
生跳跃, 如图 2 (j)所示, 这个跳跃表明两条带的拓
扑结构在临界磁场下突然改变, 这与能带结构的相
变有着重要的联系 [15].
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为了进一步研究声子拓扑带结构变化的机理,
同样给出了在临界磁场附近的声子的色散关系图,
如图 2 (k)所示, 可以看到当磁场增加到hc 时, 在Γ

点附近能带 2 和能带 3彼此的相互靠近. 同样, 在
临界磁场区域, 两条能带发生了简并且两条带的形
状出现了锥形. 而在临界点hc 上方, 两条能带发生
了分裂. 也就是说在临界磁场附近的声子的色散关
系直接影响了Berry曲率, 从而导致拓扑相变.

这里提出的声子霍尔热导率的拓扑学方法是

一般的, 可以应用于低温下的真实材料. 最近的研
究发现它也可以用于磁霍尔效应 [32]. 从拓扑性质
和色散关系来解释的声子霍尔效应相变也可以推

广到研究其他霍尔效应或非平衡运输中的相变.

4 声子谷霍尔效应

4.1 谷电子霍尔效应

由于空间反演对称性的破坏, 动量空间里分开
的不等价的能谷K, K ′, 通过Berry曲率或轨道磁
矩可以来描述这种不等价性. 因此这两处不等价的
能谷便构成了除电荷和自旋以外电子的另一个自

由度, 这也导致了能谷电子学的出现.
自然界大量存在类似于石墨烯的六角蜂窝状

晶格层状材料, 例如氮化硼、硒化镓、过渡金属二硫
化物等. 不同于石墨烯, 这些材料中的A和B子格
是由不同的原子构成, 从而体系破坏了空间反演对
称性. 这些材料也为研究能谷电子学提供了条件.

在A/B堆积的双层石墨烯材料中, 通过施加
垂直与二维平面的电场来打破石墨烯的空间反演

对称性, 从而在K 和K′ 能谷处产生大小相等但反

向的并且与能谷相关的Berry曲率及轨道磁矩 [33].
因此也带来了一系列新奇的效应, 如能谷霍尔效
应 [34]. 如图 3 , 在非零的Berry 曲率和外加面内电
场的作用下, 谷电子获得反常的大小与Berry曲率
成正比 [35,36] 的横向速度, 不同的谷电子偏转方向
相反. 因此在样品两端可探测到谷极化电流, 图中
Berry曲率的反差使得K和K ′能谷电子在垂直外

加电场方向的运动发生横向相反方向的偏转, 这就
是谷电子霍尔效应. 最近, 实验上已经在单层二硫
化钼三极管 [37] 和石墨烯超晶格 [38]中观测到了谷

电子霍尔效应.
通过对称性分析可知, 破坏时间反演对称性或

破坏空间反演对称性的系统中声子携带非零的角

动量. 在这一部分, 我们引入非磁性的六角AB晶
格体系, 即破坏空间反演对称性, 但保留时间反演
对称性. 在两个不等价的能谷处手性的声子大量集
中, 即谷上的声子是左旋或者右旋圆极化的, 且非
简并的声子模可以用量子的赝角动量标记 [17]. 所
以, 类比谷电子霍尔效应, 对于谷声子, 自然要提
出两个问题: 谷声子的Berry曲率是否为零？如果
Berry曲率是非零的, 是否存在谷声子霍尔效应？

Kϕ

e-

K

E

图 3 谷电子霍尔效应示意图 [34]

Fig. 3. Valley electronic Hall effect diagram [34].

4.2 声子Berry曲率

之前计算声子的Berry曲率, 采用传统的晶格
动力学周期解

ul,α = m
− 1

2
α εα (k) e iRl·k, (53)

这里的u和 ε是维度为 2(二维运动)或 3(三维运动)
的列向量. 接着可以得到运动方程

ω2
k,σεα (k, σ) = Dαα′ (k) ε′α (k, σ) . (54)

而实际上, 为了准确地得到声子的Berry曲率,
必须考虑到原胞内格点的相位差, 因此这里采取布
洛赫波形式的声子波函数

ul,α = m
− 1

2
α ε′α (k) e irl,α·k,

rl,α = Rl + dα, (55)

其中dα是第α原子相较于第 l个原胞的平衡位置,
因此可以得出

ε′α = e−idα·kεα, (56)

所以动力学矩阵变为

D′
αα′ (k)

=
∑

R′
l−Rl

Klα,l′α′√
mαm′

α

e i(R′
l−Rl+d′

α−dα)·k, (57)

此时的运动方程为
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ω2
k,σε

′
α(k, σ) = D′

αα′(k)ε′α′(k, σ), (58)

这与之前的运动方程是等价的, 它们具有相同的色
散关系, 仅仅是波函数相差了一个相位.

在第二节已经计算过声子的Berry曲率, 这里
由于具有时间反演对称性, 只需考虑所有正的声
子模.

由于 ε (k, σ) = ε∗ (−k,−σ), 在时间反演对
称性的保护下, 有 ε (k, σ) = ε∗ (−k, σ), 所以
εσ = ε−σ, ε

′
σ = ε′−σ, 因此Bσ,−σ

kxky
= 0.

类比于电子的Berry曲率计算Hψn = Enψn,
声子的Berry曲率为

Bσ,σ′

kxky
+Bσ,−σ′

kxky

=

(
i

4ωσωσ′ (ωσ − ωσ′)
2 − i

4ωσωσ′ (ωσ + ωσ′)
2

)

×
(
ε′

†
σ

∂D′

∂kx
ε′σ′ε′

†
σ′
∂D′

∂ky
ε′σ−(kx ↔ ky)

)
,

(59)
即

Bσ
kxky

= i
∑
σ′ ̸=σ

1

(ω2
σ − ω2

σ′)2

[
ε′

†
σ

∂D′

∂kx
ε′σε

′†
σ′
∂D′

∂ky
ε′σ

− (kx ↔ ky)

]
, (60)

这一形式也与第二节所给的声子Berry曲率相
符合.

4.3 谷声子霍尔效应

非磁性的六角A/B晶格体系破坏了空间反演
对称性, 如图 4 (a), 在能谷处观察到了非零的声子
Berry 曲率. 能带 1 和能带 4在能谷处拥有较大的
Berry 曲率, 而能带2和能带3在能谷处的Berry曲
率较小. 正因为能谷处存在非零的Berry 曲率, 施
加纵向的应变梯度Estrain, 类比于谷电子霍尔效
应, 会出现与应变梯度和Berry 曲率的叉矢成正比
的反常速度, νanom ∝ −Estrain ×B. 因此, 被左旋
或者右旋极化光子激发的位于不同能谷处的声子

会沿横向移动. 如图 4 (b)和图 4 (c), 如果光子的极
性反转,那么横向声子流的方向也会翻转. 随着声
子在某条边的积累, 可以测得横向的温度差. 很显
然, 如果圆极化的受激光子极性反转, 则横向温差
也会相反.

20
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0

-10

-20
-2

-2

-1

-1
0 0

1

1

2

2

Ω
z

-25

25

-0.041

0.041

Strain gradient

Strain gradient

σ+

σ-

k
xa/p

ky
a/
p

(a)

(b)

(c)

图 4 六角A/B晶格的声子贝里曲率和谷声子霍尔效应 (a) 能带 1(底部二维图)和能带 2(顶部三维图)的Berry
曲率; (b), (c)谷声子被右旋或左旋极化光激发 (霍尔热流由红色箭头标出), 在应力梯度下产生相应的声子 [17]

Fig. 4. Phonon Berry curvature and valleyphonon Hall effect in a honeycomb of A/B lattice: (a) Berry cur-
vatureof band 1 (bottom contour plot) and band 2 (top 3D plot); (b), (c) schematic of the valley phonon hall
effect (the Hall current denoted by the olive curve arrows) undera strain gradient (the orange arrows), where
valley phononsare excited by a ray of right-handed or left-handed polarizedlight (the red wave lines) [17].

声子霍尔效应已在实验上证实 [39], 在顺磁绝
缘体中, 磁场可以改变声子的输运, 因此可以测得
横向的温度差, 但是其效应受限于及其微弱的自旋
声子相互作用. 在破坏空间反演对称性而保持时间
反演对称性的体系中, 非零的Berry曲率诱发的谷
声子霍尔效应确实广泛存在于六角晶格中, 将会有
更大范围的应用.

5 同时破坏时间和空间反演对称的声
子模型

由于时间反演对称破缺会产生具有非零拓扑

陈数的声子态, 即声子霍尔效应, 其具有单向导通
的不受散射的声子边界模式; 空间反演对称破缺会
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产生具有非零的Berry相的谷, 可用作调控声子输
运的新型量子自由度, 即谷声子霍尔效应; 如果两
种对称性破缺同时存在, 则能产生新的拓扑相变并
演生出丰富的声子拓扑量子态.

(a) (b)

 P֒T symmetric  P֒T breaking

A

B

Kϕ K

ω

ω

ω

Kϕ K

Kϕ K

图 5 (a)由A/B晶格组成的蜂窝状晶格示意图, 以及在
K和K′ 声子谷附近的狄拉克锥; (b) 当同时破坏掉时间
反演和空间反演对称两个谷的频率不变, 其中A/B 晶格
声子态A由红色标出, B 由蓝色标出 [19]

Fig. 5. (a) A honeycomb lattice composed of A/B
sublattices, and the Dirac cones of phonons near the
K and K′ valleys; (b) the two valleys that arenon-
degenerate in frequency caused by breaking P and T

simultaneously [19].

Liu等 [19]的最新研究中, 利用类似于Haldane
蜂窝晶格模型, 研究并探索Berry 相与声子的拓扑
效应. 在这种晶格中, 纵向光学和声学模式在K处

形成线性交叉条带和 Dirac点, 如图 5所示. 当破
坏空间反演对称性以及时间反演对称时, 哈密顿量
可以写成:

H ′ = mIσZ +mTσzτz. (61)

在上述的介绍中, 我们已经了解了单独破坏时
间反演对称或者空间反演对称对 Berry 曲率的影
响, 此时Berry通量在每个谷中的值为±π, 且陈数
CK(K′) = ±1/2. 由于C = CK + CK′ , 故在单独
破坏时间反演时, Berry 曲率B(k) = B(−k), 陈
数为C = ±1, 此系统中可以观测到声子霍尔效应;
在单独破坏空间反演对称时, B(k) = −B(−k), 陈
数C = 0, 可以观测到谷声子霍尔效应. 如图 5所
示, 当同时破坏时间反演和空间对称性时, 两声子
谷之间的频率简并消失, K和K ′之间的能带带隙

打开且相互独立, 即在极端情况下, 只能在一个谷

中实现零带隙能带, 这种发现可以应用在声子谷滤
波器中.

6 Berry相效应在其他声学体系中的
应用

近几年, 关于Berry曲率在声学体系中的应用
的研究很多, 例如在低温的情况下, 磁绝缘体中的
自旋激发的热导率可超过声子的自发激发的热导

率, 但由于其电荷为中性的, 故自旋波不会产生相
应的热霍尔效应. 然而, 在戈薇晶格, Berry曲率与
热导率之间有着紧密的联系, 在实验中观察到κ 随

着温度或磁场的变化而发生符号反转, 其与金属
带之间的陈数通量的符号交替相关 [40]. 其次, 在
电子和声子相互作用的系统中, 量子霍尔效应与
无耗散电流情况下霍尔电导率之间也有着紧密的

联系, 最近已经观察到, 当电流增加到一个临界值
时, 对应于声速的载波漂移速度出现了一个戏剧
性的耗散 [41]. 在反转对称性破坏的非磁性系统中,
Berry曲率诱导横向谷声子霍尔效应将产生一些新
的应用.

对于谷赝自旋, 由于其作为新型信息载体的潜
力巨大且在动量空间中能标注能量极值的量子状

态而引起了人们的关注 [37,38,42,43]. 在最近的一项
研究中, 武汉大学刘正猷研究组从实验上在声波晶
体中观察到了声音的拓扑谷输运现象 [44], 他们除
了通过声场的空间扫描直接观察谷选择性边缘模

式之外, 还在急剧弯曲的界面中观察到抗反射现
象. 与传统声波导相比, 拓扑保护的声音传输与其
明显不同, 这一发现可以作为设计具有非常规功能
设备的基础.

另外, 近期刘正猷教授研究组在声子晶体中首
次引入谷自由度的概念, 预测了声学谷态所具有的
涡旋声场分布并提出了产生特定手性声涡旋场的

方法, 在此基础上, 他们进一步实现了谷束分离和
基于谷态的粒子操控. 可以预期其潜在的应用与声
学涡旋及物质的异乎寻常的相互作用, 例如触发俘
获的微粒的旋转而不接触. 这一发现具有重要的科
学意义 [45].

此外, 通过刚性键或者弹簧连接起来的质点组
成的框架或格子模型构造在结构工程、建筑和材料

科学等不同领域有着重要的应用. 在这类晶格中,
刚性键的数量与格子自由度之间的差异决定了它
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们的 “零频率”软盘模式的数量. 当这些平衡时, 系
统处于机械不稳定的边缘, 被称为等静压. 由于某
些扩展的等静压晶格在其边界的软盘模式呈现局

部化, 这些边界模式对局部扰动不敏感, 似乎具有
拓扑起源, 可联想到在量子霍尔效应和拓扑绝缘子
中发生的受保护的电子边界模式. 由此科学家们建
立了拓扑机械模式和电子系统的拓扑带理论之间

的联系, 并预测了具有不同边界模式的新的拓扑大
体积机械相的存在 [46].

最近, 科学家在机械拓扑绝缘子中观察到声子
的螺旋边缘态, 这一发现使得利用表面声子的稳定
性设计可靠的波导的拓扑声学材料成为可能 [47].
在具有单向弹性边缘波的拓扑声子晶体中, 科学家
们通过使用陀螺惯性效应来打破时间反演对称, 实
现电子量子 (反常)霍尔效应的声子模拟, 研究结果
激发了新型表面波器件的设计热潮, 将广泛应用于
电子、电信和声学成像 [48].

7 展 望

拓扑物理学是一个方兴未艾的领域, 有着很广
泛的前景等待着科学家们去开发. 自从量子霍尔效
应发现以来, 凝聚态物理中的拓扑现象层出不穷,
如拓扑绝缘体、拓扑超导体等. 拓扑与声子学的结
合才刚刚开始, 已有的相关研究工作中已可看到很
大的发展空间和广阔的应用前景.

在磁性体系中, 声子霍尔效应的发现给声子输
运与控制提供了新的方法, 但至今没有更多的实验
研究声子霍尔效应. 由于绝大部分顺磁材料自旋声
子相互作用很小, 所以测得霍尔效应很弱, 如何寻
找更大效应的顺磁材料是一个挑战. 另外铁磁绝
缘体, 由于更大的磁化率和更大的自旋声子相互作
用, 可以存在更强的的声子霍尔效应, 但是由于其
中的磁振子霍尔效应也很强, 所以区分铁磁绝缘材
料中热霍尔效应中磁振子和声子的贡献也是一个

很有意义的课题, 由于磁振子和声子的拓扑性质不
一样, 拓扑声子学在铁磁材料中声子霍尔效应可以
发挥更大的作用.

块体能谱的拓扑特性实际上也对应着非平凡

的边界态, 那么对于这里的声子霍尔效应, 理论上
应该存在相应的拓扑保护的边界态或者边界模式,
和磁振子一样声子等玻色子体系中都没有费米面

的概念, 所以真正意义上的玻色子拓扑绝缘体不存
在, 但是可以通过波导选择带隙中的模式, 这样磁

振子和声子拓扑绝缘体也可以存在. 拓扑磁振子绝
缘体已经发现, 但是拓扑声子绝缘体还没有真正发
现, 寻找拓扑保护的边界声子模对于无耗散的声子
输运控制及相关能量科学将具有潜在的应用价值.

谷声子霍尔效应为声子的控制提供了一个新

的自由度. 由于电子的谷间散射与谷声子紧密联
系, 如最近发现的谷声子具有确定的手性并且决定
电子谷间散射的选择定则 [16], 因而谷声子对谷电
子学的发展意义重大. 对于谷声子相关理论, 以及
不同模型和材料中的手性声子计算还需广泛深入

的研究. 另外实验直接观测谷声子以及谷声子霍尔
效应也是一项具有重大意义的研究.

对于同时破坏时空对称性的体系, 谷声子的能
量简并打开, 为实现单谷声子的选择与应用提供了
思路. 而如何找到这样的材料还有待进一步的探索
研究.

拓扑声子学才刚刚开始. 而拓扑与自旋电子学
的结合已经引领了凝聚态物理几十年. 我们相信,
由于声子在凝聚态物理中广泛存在, 如超导、电声
相互作用、布里渊区及拉曼散射、热电效应、热效应

等, 拓扑声子在这些领域中不可回避并起到关键作
用, 也将引领凝聚态物理学的蓬勃发展.
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SPECIAL TOPIC — Topological classical waves
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Abstract
The combination of topology and physics is a new field of physics development in recent decades. It is not only

active in quantum field theory and high energy physics, but also widely exists in condensed matter physics, including
quantum (anomalous, spin) Hall effect and topological insulators (superconductors) etc. Phonon, as the main carrier
of heat transport in the crystal, recently, due to the discovery of various phonon devices, phonons has been widely
concerned by scientist. In this paper, we introduce the topological properties of phonons and the phonon hall effect. We
have reviewed the related physical research progress of phonon hall effect, phonon valley hall effect and so on, which
are generated by breaking the time reversal symmetry, spatial inversion symmetry, both breaking the time and spatial
inversion symmetry. Finally, the application of topology in other acoustic systems is briefly introduced, and the future
development direction is discussed too.
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