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二维方形量子点体系等离激元的量子化∗

吴仍来1) 肖世发1) 薛红杰2) 全军1)†

1)(岭南师范学院物理科学与技术学院, 湛江 524048)

2)(西安航空学院电子工程学院, 西安 710077)

( 2017年 5月 19日收到; 2017年 8月 19日收到修改稿 )

量子点体系等离激元的研究是光电子学领域的热点. 为进一步加深和完善对等离激元的量子效应的认
识, 本文利用紧束缚近似和线性响应理论研究了二维方形量子点体系对外场的集体响应. 结果表明, 当外场
频率等于等离激元的频率时, 量子点体系会有强烈的电荷振荡, 并伴随着能量的极大吸收和近场的增强. 在
量子点中, 等离子体存在分立的元激发. 等离子体元激发的个数将随着量子点尺寸和电子个数的增加而增加.
随量子点尺寸的增加, 分立的等离激元将逐步呈现准连续的特性, 即过渡为经典连续的等离激元, 其频谱曲线
演化为经典的色散曲线. 结果还表明:随量子点尺寸的增加, 等离激元的频率会红移, 等离激元的激发强度会
增大; 随量子点中电子数的增加, 等离激元的频率会蓝移, 等离激元的激发强度会增大.

关键词: 二维方形量子点, 等离激元, 量子化
PACS: 73.20.Mf, 73.21.–b, 78.67.–n DOI: 10.7498/aps.66.227301

1 引 言

随着纳米科技的发展, 量子点体系等离激元的
研究已成为光电子学领域最受人瞩目的研究课题

之一, 其独特的突破衍射极限和近场增强特性帮助
人们在光学传感 [1]、单分子信号检测 [2]、光谱学 [3]、

太阳能 [4,5]、化学反应 [6]和生物治疗 [7]等方面取得

了突破性的成果. 在等离激元的研究过程中, 尺寸
小于 10 nm以下的单个纳米颗粒中等离激元的激
发问题引起了人们的兴趣, 因为 10 nm尺寸以下的
单个纳米颗粒中, 经典物理开始失效, 粒子会表现
出与相同块状材料体系不同的奇异物理特性. 数
十年, 科学界一直在探索纳米颗粒体系中的等离
激元, 随着纳米技术和扫描隧道显微技术的发展,
实验上已经实现了纳米颗粒体系的等离激元的探

测. 2012年, 斯坦福大学的实验工作者给单个微观
颗粒体系等离激元的研究做出了定论:在微观结构
体系中, 10 nm以下单个纳米颗粒的等离激元的行

为是量子化的 [8]. 随着这项成果的发表, 研究人员
在近几年做过很多这方面的研究: Gao课题组 [9,10]

利用局域密度近似下的含时密度泛函理论研究了

线性金属原子链中的端点和中心模式的等离激元,
Cassidy等 [11]利用线性响应理论和无规相近似, 探
索了等离激元在金属纳米线体系中的构造, 研究了
一维体系随尺度的变化单粒子激发到经典等离激

元的转变过程; Nordlander课题组 [12]利用含时的

局域密度近似, 给出了一个量子动力学方案研究了
分离的两个纳米二聚物中的等离子体共振, 发现两
个聚合物的距离低于 1 nm 时, 量子效应开始影响
等离激元的性质, 相比于经典预测结果, 会大大降
低电磁场增强; Li课题组 [13]利用实空间的无规相

近似和电子 -空穴对基研究了零维纳米团簇到二维
超薄薄膜体系量子等离激元的朗道阻尼; Moaied
等 [14]利用动力学理论中的维格纳方程研究了介电

函数近似为零的超材料中量子等离激元的传播和

色散特性, 发现量子等离激元的传播长度远远大于
经典的计算结果. 上述研究为等离激元的量子效应
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和尺寸效应提供了很多有意义的结果. 但这些工
作没有明确给出微观体系等离激元量子模式的完

备解, 没有讨论量子等离激元激发频率的离散分布
情况.

为进一步加深和完善对等离激元的量子效应

的认识, 解决等离激元量子模式向经典模式的过渡
问题, 本文引用线性响应理论来研究二维方形量子
点的等离激元. 基于线性响应理论的计算结果, 对
二维方形量子点体系等离激元的量子化机制进行

了研究, 分析了随量子点尺寸变化量子等离激元向
经典等离激元的转变和过渡问题, 并系统地讨论了
量子点的尺寸和电子数目对等离激元的模式、激发

强度的影响.

2 理论模型与公式

基于紧束缚和平均场近似, 忽略电子的自旋,
量子点体系的哈密顿量在频谱空间可表示为 [15]

H

= − γ
∑
l,l′

(d+l dl′ + h.c.) +
∑
l

eV ex
l (ω)d+l dl

+
∑
l

(
Uδ⟨nl(ω)⟩+ V

∑
l′

δ⟨nl′(ω)⟩
)
nl, (1)

其中 γ为跃迁矩阵元, 由 γ可确定电子的能带

宽为 4γ, l和 l′为电子的坐标, d+l 和 dl分别为产

生和湮灭算符, h.c.表示 d+l dl′的复共轭, e表示
单个电子所带的电荷量, V ex

l (ω)为含时外扰电

势, ω表示频率, U为电子受到自身格点的库

仑作用, V 为最近邻格点对电子的库仑作用;
nl = d+

l
dl. δ⟨nl(ω)⟩为体系对外场的电荷数响

应, 满足 ⟨nl(ω)⟩ = ⟨nl⟩0 + δ⟨nl(ω)⟩, ⟨nl⟩0为无扰
动下的平均电荷数. 由于与时间无关的项不会影响
体系的动力学性质, ⟨nl⟩0可以忽略. 设ψn(l)和En

分别为二维方形量子点体系电子的本征波函数和

本征能量, 对于处于无限深方势阱中的二维方形量
子点体系, 有
ψn(l) =

√
4

LxLy
sin

(
mxπ

Lx
lx

)
sin

(
myπ

Ly
ly

)
En = −2γ cos

(
mxπ

Lx

)
− 2γ cos

(
myπ

Ly

)
mx = 1, 2, 3 · · ·Nx, �my = 1, 2, 3 · · ·Ny, (2)

其中Lx和Ly分别为二维方形量子点的长度和宽

度, 且Lx = Nx +1, Ly = Ny +1, Nx和Ny分别表

示横向和纵向上的格点数. 基于线性响应理论, 电
荷数对含时微扰的响应为 [16−18]:

δ⟨nl(ω)⟩

=
∑
l′

Π(l, l′, ω)

[
eV ex

l′ (ω) + Uδ⟨nl′(ω)⟩

+ V
∑
l′′

⟨δnl′′(ω)⟩
]
, (3)

其中Π(l, l′, ω)为林哈德函数

Π(l, l′, ω) = 2
∑
mn

f(Em)− f(En)

Em − En − ω − γ
ψ∗
m(l)ψn(l)

× ψ∗
n(l

′)ψm(l′). (4)

(3)式可简化为

δ⟨nl(ω)⟩ −
∑
l′,l′′

Π(l, l′, ω)vl′l′′δ⟨nl′′(ω)⟩

=
∑
l′

Π(l, l′, ω)eV ex
l′ (ω), (5)

其中

vl′l′′ =


U �, |l′ − l′′| = 0

V, |l′ − l′′| = 1

0, 其他

. (6)

又Ql(ω) = eδ⟨nl(ω)⟩, 则

Ql(ω)−
∑
l′,l′′

Π(l, l′, ω)vl′l′′Ql′′(ω)

= e2
∑
l′

Π(l, l′, ω)V ex
l′ (ω). (7)

整理 (7)式可得∑
l′

[
δll′ −

∑
l′′

Π(l, l′′, ω)vl′′l′

]
Ql′(ω)

= e2
∑
l′

Π(l, l′, ω)V ex
l′ (ω), (8)

此式即为方形量子点中电荷对外场的响应方程, 通
过本方程的求解即可完成等离激元的相关计算.

3 结果与分析

计算中U = 1.5, V = 1, γ = 1. ~ω以γ为基

本单位, 约化为频率ω, 其他物理量均采用任意单
位 [9,10]. 方形量子点中的电子数用Ne表示, 电子
密度用ne表示, ne = Ne/Na, Na为总格点数. 文
献 [18]指出V ext

l (ω) = −(lx + ly) e−iωt即可激发等
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离激元的所有偶极模式, 因此文中也采用该势. 对
于方形二维量子点结构, 其内部电荷满足

Q =
∑
l

Ql(ω), (9)

该结构的偶极矩可表示为

P (ω) =
∑
l

lQl(ω). (10)

0 1 2 3 4
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图 1 响应函数随外场频率的变化 (a)电荷的绝对值;
(b)偶极矩的实部; (c)偶极矩的虚部
Fig. 1. Response functions vary with the frequency
of the external field: (a) The absolute value of the
charge; (b) the real part of the dipole moment; (c) the
imaginary part of the dipole moment.

图 1 (a)给出了电荷的绝对值随外场频率的变
化, 从图 1 (a)所示结果可观察出明显的峰状结构,
其峰的个数正好对应方形量子点中等离子体的

元激发个数. 在外场作用下, 如果Lx = Ly = 4,
Ne = 4, 电荷有三个共振峰, 共振峰所在的位置正
好对应等离激元的 3个激发频率. 从结果来看一个
量子点体系在多个频率点将出现电子的集体振荡,
这就是等离激元量子化的结果, 这种行为类似于晶
格振动的能量量子化行为. 图 1 (b)和图 1 (c) 分别
给出了偶极矩的实部和虚部随外场频率的变化. 偶
极矩的实部代表电偶极矩的大小, 虚部代表能量吸
收. 图示结果显示在电荷共振峰位置, 偶极矩的实
部出现巨大涨落, 虚部在出现极大值. 此结果说明
在外场作用下, 等离激元激发时量子点中会发生巨
大的偶极振荡, 偶极振荡的整体效果表现为电偶
极矩反转, 同时伴随着能量的极大吸收, 此结果与
Muniz 等 [19]和Yu等 [20−22]之前的研究结果类似.

根据文献 [9, 10] 的处理方法, 本文采用偶极矩的虚
部作为响应函数来给出等离激元.
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图 2 (网刊彩色)偶极响应函数随外场频率的变化 (a)固
定电子数Ne = 4; (b)固定电子密度 ne = 1; (c) 固定量
子点尺寸Lx = Ly = 9

Fig. 2. (color online) The dipole response functions
vary with the frequency of the external field: (a) For a
fixed electron number Ne = 4; (b) for a fixed electron
density ne = 1; (c) for a fixed size of quantum dot
Lx = Ly = 9.

图 2 (a)和图 2 (b)给出了量子点体系的偶极响
应函数随外场频率的变化, 两图分别对应固定电子
数和固定电子密度情形. 为了显示多个偶极响应
峰, 纵坐标采用了对数形式. 图 2 (a)和图 2 (b)均
显示, 随着量子点尺寸的增加 (图中曲线由下往上),
偶极响应峰的个数将增加, 即等离子体元激发的个
数将增加. 造成此结果的根本原因是, 随体系长度
的增加, 电子的能级将变得密集, 费米能附近一定
能量范围内的能级数增多, 电子可选择从更多的能
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级集体激发到费米圆外. 另外, 图 2 (b)中元激发的
个数比图 2 (a)增加更多. 这是由于图 2 (b)固定电
子密度情况下, 随着体系尺寸的增加, 电子数将增
加. 因此更多的电子将填充到费米能附近的高能
级, 在相同的激发频率范围内, 会有更多的集体激
发产生. 这将造成元激发的个数随电子数的增加
而增加, 如图 2 (c)中偶极响应峰所示. 但元激发个
数不是随电子数单调递增的, 一方面由于能级简并
的影响, 增加的电子不一定就会填充到更高能级,
另一方面, 由于电子和空穴激发的等价性, 电子数
增多, 对应空穴减少. 所以, 在电子数达到半满之
前, 增加比较多的电子, 元激发个数的增加才会比
较明显.

小尺寸量子点体系存在分立的等离激元, 大尺
寸量子点体系的等离激元随波矢是连续变化的, 那
么等离激元的量子模式是如何转变为经典的连续

模式呢? 为了回答这个问题, 在图 2 (b)结果的基
础上, 图 3 (a)给出了等离激元的频谱分布, 横坐标
np 为等离激元的序数, np = 1, 2, 3· · · 表示从第一
个元激发排到最后一个元激发. 图 3 (a)结果显示,
在Lx, Ly < 7的量子点体系中, 等离激元的频谱高
度离散化, 不同元激发间的频率间隔较大. 随量子
点尺寸的增加, 元激发的个数在增加, 元激发间的
频率间隔逐渐变小, 在Lx, Ly >9的量子点体系中,
等离激元的离散频谱将变成准连续频谱.
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图 3 (网刊彩色) (a)等离激元的频谱分布; (b)等离激元的频率随准波矢的变化
Fig. 3. (color online) (a) Frequency spectra of the plasmons; (b) the frequencies of the plasmons vary with the
quasi-wave vector.

继续引入准波矢来阐明等离激元的量子模

式如何转变为经典连续模式. 根据等离激元的
量子模式的分布情况, 准波矢的大小可定义为
qs = (np/Np) kF, 其中, Np为元激发的总数目, kF

为费米波矢的大小. 图 3 (b) 在图 3 (a)的基础上给
出了等离激元频率随准波矢的变化情况, 并与经典
的等离激元的色散曲线做比较. 经典色散曲线由

ω2
q =

(
2πne e2
me

)
q +

3

4
q2v2F

给出 [23], 其中 vF = ~kF/me为费米速度的大小,
me为电子的质量, q为波矢的大小. 图 3 (b)结果显
示, 量子点在尺寸较小时, 等离激元的频率离散的
分布在经典色散曲线附近, 且色散曲线较经典色散
曲线更低. 量子点的尺寸逐步增大时, 等离激元离
散色散曲线将逐步向经典色散曲线靠拢. 当量子点

的尺寸Lx = Ly = 13时, 等离激元色散曲线与经
典色散曲线相当接近, 符合得很好, 此时等离激元
的量子模式已基本转变为经典连续模式. 随量子
点尺寸增加, 等离激元的量子模式逐步向经典模式
转变的过程符合玻尔的对应原理, 同时也体现了量
子化的等离激元和经典等离激元在宏观尺度上的

统一.
进一步研究了量子点的尺寸和电子数对等离

激元的频率和激发强度的影响. 量子点的尺寸和电
子数对等离激元频率的影响结果已显示在图 2中.
图 2 (a)和图 2 (b)均显示, 等离激元的频率整体上
会随着量子点尺寸的增加而红移, 尤其是偶极响应
的最大峰所对应的激发频率蓝移最明显. 产生此
结果的原因是随着量子点尺寸的增长能级降低, 导
致电子的集体振荡在更小的能量下被激发, 这与文
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献 [21, 22, 24, 25]的结果定性一致. 同时图 2 (a)等
离激元频率的红移速度会更快, 因为导致图 2 (a)
结果的还有另一个主要原因, 那就是费米能的减小
导致等离激元的频率减小 [21,22]. 图 2 (c)显示, 等
离激元的频率整体上随电子数目的增加在蓝移. 等
离激元频率蓝移的主要原因是电子数目的增加导

致费米能的增大, 集体激发时电子需要更大的能量
才能跑到费米圆外.

图 4 (a)给出了等离激元的激发强度随量子点
尺寸的变化情况, 其中等离激元的激发强度由偶
极响应的最大峰值给出, 其他响应峰值与最大峰
值随量子点尺寸的变化情况一致, 不予重复给出.
图 4 (a)结果显示, 固定电子数Ne = 2, 随量子点体
系尺寸的增加, 等离激元的激发强度近似线性增
大. 造成此结果的主要原因是集体激发在大尺度上
的累积效应 [9,10]. 图 4 (a)结果还显示, 固定电子密

度ne = 1时, 等离激元激发强度的增大比固定电子
数时更快. 这是由于固定电子密度情形, 随着体系
尺寸的增加, 电子数将增加, 有更多的电子在大尺
寸时加入集体振荡, 这将造成等离激元的激发强度
随电子数的增加而增大, 如图 4 (b)所示. 同时由于
量子点体系能级简并和其中电子空穴双重激发的

影响, 随着量子点中电子数的增加, 等离激元的激
发强度不是单调递增的, 而是呈Z字形递增.

图 5给出Lx = Ly = 5的量子点在等离激元频

率ω = 1.586处的近场分布. 等离激元的近场分布
由U(r, ω) =

∑
l

Ql(ω)

|r − l|
的等势线给出, 图 5 (a)和

图 5 (b)分别给出电势的实部和虚部. 图 5 (a)结果
显示, 量子点所在的二维平面上, 格点附近的电势
远远大于其他位置的电势, 并比外加势强很多, 且
其分布表现出明显的偶极特性. 这一结果明显对应
等离激元的偶极激发特征. 图 5 (b)结果显示, 相比
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图 4 等离激元的激发强度 (a)随量子点尺寸的变化; (b) 随量子点中电子数的变化
Fig. 4. The excitation intensity of the plasmon: (a) Vary with the size of the quantum dots; (b) vary with the
electron number of the quantum dot.
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Fig. 5. (color online) Distribution of the electric potential at plasmon frequency: (a) Real part; (b) imaginary part.
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电势的实部, 格点附近电势的虚部得到更大的增
强, 电势虚部和量子点与外场的能量吸收有关, 说
明利用能量吸收比利用电场增强更容易探测到格

点的信息, 利用这个特征, 局域的等离激元可用于
单原子和单分子的探测.

4 结 论

基于紧束缚近似和线性响应理论, 本文研究了
量子点体系等离激元的量子化现象, 并分析了等离
激元的量子模式随量子点尺寸的转变情况. 计算结
果表明:量子点体系在等离激元激发时会有明显的
电荷共振, 并伴随着极大的能量吸收和近场增强.
在小量子点体系, 等离激元是量子化的, 等离子体
元激发的个数会随着量子点尺寸和电子个数的增

加而增加. 随着量子点尺寸的增加, 不同元激发间
的频率间隔会越来越小, 等离激元会由分立的量子
模式逐渐向连续模式转变, 等离激元的离散频谱曲
线会渐渐演变为经典的连续色散曲线, 这个演变过
程符合玻尔的对应原理, 体现了量子化的等离激元
和经典等离激元在宏观程度上逐渐统一的思想, 对
微观体系等离激元的研究具有理论指导意义. 此
外, 本文研究了量子点的尺寸和电子数对等离激元
的频率和激发强度的影响, 对于不同量子点体系,
随着量子点尺寸的增加, 等离激元的频率将红移,
等离激元的激发强度将增大. 对同一个量子点体
系, 随电子数的增加, 等离激元的频率将蓝移, 等离
激元的激发强度增大. 希望今后能在Ge或其他二
元聚合物量子点体系得到表面等离激元的量子化

现象, 并得出量子等离激元到经典等离激元的转变
情况.
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Abstract
Plasmon in quantum dot system is one of the most notable research topics in the field of optoelectronics. With

the development of nanotechnology, plasmon in nano-structure has received considerable attention due to its potential
applications in future natural science areas. To better understand the quantum effect and the properties of plasmon, in
this paper we use the linear response theory and the tight-binding approximation to investigate the collective response
of charge in a twodimensional square quantum dot system. The results show that when the frequency of the external
field equals the frequency of the plasmon, there are strong charge collective oscillations in the quantum dot system,
accompanied by great energy absorption and near-field enhancement. Owing to the quantization of plasmon, the collective
charge oscillations in a two-dimensional square quantum dot system are found at different frequencies. The number of
quantum modes of plasmon increases with the size and electron number of square quantum dots increasing, this behaviour
of quantum mode of plasmon is similar to the one of phonon. The reasons for this behaviour are as follows. First, with
the increase of quantum dot size, there are more energy levels around the fermi energy, and the electrons can jump from
more energy levels to the outside of fermi circle, so there are more collective excitation frequencies (i.e., more quantum
modes of plasmon) in a larger size system. Second, with the increase of electron number in quantum dots, there are more
energy levels occupied by electrons, so there are more quantum modes of plasmon too. Furthermore, the size dependence
of plasmon shows that with the increase of quantum dot size, the frequency interval between two neighbouring modes
of plasmon is smaller, and the discrete modes of plasmon will gradually display quasi-continuous characteristic and
transform gradually into the classical continuous modes of plasmon, and the frequency spectrum of plasmon turns into
the classical dispersion relation. Such a characteristic is in accord with Bohr’s correspondence principle, implying that
the quantum plasmon and classical plasmon are gradually unified in a macroscopic size. The dependence of plasmon on
the size and electron number of quantum dots also show that with the increase of the quantum dot size, the frequencies of
the plasmon is red-shifted and the excitation intensity of the plasmon increases; with the increase of the electron number
in quantum dot, the frequency of the plasmon is blue-shifted and the excitation intensity of the plasmon increases.
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