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二维氢原子中的基态奇异特性数值精确对角化法∗

刘褚航1) 强百强1) 季育琛1) 李炜2)†

1)(上海科技大学物质科学与技术学院, 上海 201210)

2)(中国科学院上海微系统与信息技术研究所, 信息功能材料国家重点实验室, 上海 200050)

( 2017年 7月 6日收到; 2017年 8月 13日收到修改稿 )

利用数值有限差分法处理二维氢原子的基态波函数时, 计算结果发现其存在着数值奇异特性. 本文通过
构造一套具有正交完备性的离散贝塞尔基函数, 并结合基于Lanczos技术的数值精确对角化方法研究二维氢
原子中的基态波函数的数值奇异特性, 得到的波函数数值解及其相应的本征能量均与解析结果相一致. 这套
新的完备的离散贝塞尔基函数, 可以在研究一些波函数具有数值奇异特性的体系中发挥至关重要的作用.

关键词: 二维氢原子, 离散贝塞尔基函数, Lanczos法
PACS: 01.40.Fk, 03.65.Ge, 03.67.Lx DOI: 10.7498/aps.66.230102

1 引 言

随着计算机技术的发展, 数值精确对角化法
在现代计算凝聚态物理学中扮演着至关重要的角

色 [1], 尤其是在强关联电子体系的研究领域中, 它
已成为其他数值计算技术的参照, 尽管数值精确对
角化法存在着其只能处理较小的物理系统的局限

性. 另外, 可以通过幺正变换改变基函数的选取,
以及通过对称性的约束来极大程度地提高计算体

系的尺寸 [2], 比如通过傅里叶变换将实空间中的哈
密顿量变换到动量空间 [3], 从而改变基函数的选取
来处理具有平带特性 [4−6]的分数拓扑量子态的新

奇特性 [7−9], 以及极大程度地提高数值计算量和所
计算体系的尺寸大小 [10,11].

通过幺正变换改变基函数的选取在量子力学

中被称为表象变换 [12,13]. 选择合适的表象会让人
们对物理系统的图像有更清晰的认识, 比如对于
自由运动的粒子, 在动量表象下它的本征能谱是
对角化的; 对于超导体中的电子Copper配对, 在
Bogoliubov表象下它的本征能谱也是对角化的 [14].

在本文中, 我们利用表象变换选取合适的贝塞

尔函数为基函数, 再利用Lanczos技术 [15]数值精

确对角化处理在维度受限下的二维氢原子基态的

奇异行为, 得到的数值基态波函数与解析结果完全
符合. 构造这套具有正交性、归一化、完备的离散贝
塞尔基函数, 将有助于今后研究一些波函数具有数
值奇异特性的体系中发挥重要作用; 同时, 与这套
离散贝塞尔基函数相类似的线性缀加平面波的基

函数, 在基于密度泛函理论框架下的第一性原理计
算模拟中也扮演着重要的角色 [16,17].

本文讨论了利用解析和数值有限差分法计算

三维氢原子的本征能级及其相应的本征波函数, 所
得到的解析结果与数值结果相一致. 这说明数值有
限差分法在三维氢原子体系中的合理适用性. 同
时, 进一步推广数值有限差分法到维度受限下的二
维氢原子体系, 计算发现对于基态波函数所得的解
析结果与数值结果不一致, 但是对于其他激发态
的径向波函数解析和数值计算所得的结果却相一

致. 这说明二维氢原子体系的基态波函数存在着
数值奇异特性. 该奇异特性主要体现在基态的径
向波函数R(r)随着 r趋于 0时, 简化的径向波函数
u(r) =

√
rR(r)将趋于有限值, 而不再是 0. 为了在

数值上克服该奇异特性, 引入一套新的具有轴向对

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11404359)和中国科学院青年创新促进会计划 (批准号: 2016215)资助的课题.
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称性的离散贝塞尔基函数, 并将径向波函数R(r)

用这套新的离散贝塞尔基函数做线性展开, 同时利
用数值Lanczos 技术精确对角化获得了体系基态
能量与基态波函数, 与解析结果完全一致.

2 三维氢原子模型的解析和数值有限
差分法求解

2.1 模型解析求解

对于三维氢原子的定态薛定谔方程可表示

为 [13]

− ~2

2µ
∇2

rΨ(r) + V (r)Ψ(r) = EΨ(r), (1)

其中~为约化普朗克常数, µ为折合质量, V (r) =

−e2/r为三维氢原子的中心势能, E为体系的本征
能量, 其相应的本征波函数为Ψ(r). 考虑到体系的
库仑能具有中心球对称性, 可以将本征波函数Ψ(r)

用球谐函数Ylm(θ, φ) 为基做线性展开 [18], 即

Ψ(r) =
∑
l,m

R(r)Ylm(θ, φ), (2)

其中R(r)为展开系数, 称之为径向波函数, 代入
到定态薛定谔方程 (1), 于是得到关于在三维氢原
子的中心势场下的径向波函数R(r)所满足的微分

方程为

d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

[
2µr2

~2

(
E +

e2

r

)
− l(l + 1)

]
R

= 0, (3)

其中 l = 0, 1, 2, · · · 称为轨道角动量量子数. 引入函
数变量代换R(r) = u(r)/r, 并代入到微分方程 (3),
化简得到关于u(r)的微分方程为

d2u

dr2 +

[
2µ

~2

(
E +

e2

r

)
− l(l + 1)

r2

]
u = 0. (4)

可以较为容易地通过幂级数展开法 [19]严格解析求

得径向波函数Rnl(r) 的解析表达形式及其相对应

的本征能量En = − e2

2a0

1

n2
, 这里n称为主量子数.

在 l = 0时, 前三个本征态的径向波函数Rnl(r)的

解析形式分别为:

R10(r) =

(
1

a0

) 3
2

2 e−
r
a0 , (5)

R20(r) =

(
1

2a0

) 3
2
(
2− r

a0

)
e−

r
2a0 , (6)

R30(r) =

(
1

3a0

) 3
2
[
2− 4r

3a0
+

4

27

(
r

a0

)2]
e−

r
3a0 ,

(7)

其中a0 =
~2

µe2
= 0.529 Å, 称为第一玻尔半径.

2.2 数值有限差分法

采用数值计算方法来求解径向波函数u(r)所

满足的微分方程 (4), 即利用数值离散差分法化简
微分方程 (4), 并得到差分方程 [20]为

− u(ri+1)− 2u(ri) + u(ri−1)

(∆r)2

−
[
2µ

~2

(
e2

ri

)
− l(l + 1)

r2i

]
u(ri) =

2µ

~2
Eu(ri), (8)

r⊳r r⊳r

     















u
↼r

↽

 
u

u

u

     









20

R
↼r

↽

(a) (b)

R10

R30

R20

图 1 三维氢原子径向波函数 (a) u(r)和 (b) R(r)的解析 (实线)和数值有限差分法 (虚线)所得到的结果
Fig. 1. Radial wave function of the three-dimensional hydrogen atom for u(r) in (a) and R(r) in (b) by
using an analytical (solid line) and numerical (dashed line) methods.
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其中∆r为离散化的两个格点之间的距离. 为求解
差分方程 (8), 首要考虑的是边界条件. 考虑到径
向波函数u(r)随着 r趋于+∞时, 径向波函数u(r)

将趋于 0, 以及径向波函数u(r)随着 r趋于 0时, 径
向波函数u(r)也将趋于0; 同时, 结合差分方程 (8),
可很容易通过数值精确对角化法精确地求解差分

方程 (8), 并得到体系的本征能量及其相应的本征
波函数. 从图 1可以很清楚地看到, 对于三维氢原
子的径向波函数u(r)和R(r)的解析结果与数值有

限差分法所得的结果完全符合, 相应的本征能量
也完全符合, 即解析和数值解得的基态能量均为
E1 = −13.625 eV.

3 二维氢原子模型的解析和数值有限
差分法求解

3.1 模型解析求解

下面讨论二维氢原子情况, 即在维度受限下的
二维氢原子的定态薛定谔方程可表示为

− ~2

2µ
∇2

rΨ(r) + V (r)Ψ(r) = EΨ(r), (9)

其中势能V (r) = −e2/r, 它已不再具有三维球对称
性, 而是具有平面轴对称性 [18]. 因此, 可以将波函
数Ψ(r)用轴向波函数 e imθ为基做线性展开, 即

Ψ(r) =
∑
m

R(r) e imθ, (10)

其中m = 0,±1,±2, · · · 称为磁量子数, 它是角动量
l在z方向上的投影算符 lz的本征值, 即算符 lz的

本征方程为

lz e imθ = m~ e imθ. (11)

同样, 可以做函数变量代换R(r) = u(r)/
√
r, 代入

到定态薛定谔方程 (9), 得到二维氢原子的径向波
函数u(r)所满足的微分方程为

d2u

dr2 +

[
2µ

~2

(
E +

e2

r

)
− m2 − 1/4

r2

]
u = 0. (12)

相比三维氢原子的径向波函数u(r)所满足的微分

方程 (4)而言, 可以很清楚地看到两者微分方程的
形式是极为相似的, 但是对于基态所满足的微分方
程, 即 l = 0的三维氢原子和m = 0的二维氢原子

的微分方程却有着本质的区别, 它将会给二维氢原
子的基态行为带来诸多奇异性质.

同样地, 类似于三维氢原子的幂级数展开解
法 [19]也很容易地通过幂级数展开法解析求得二维

氢原子的径向波函数Rnm(r)的解析表达形式及其

相对应的本征能级

En = − e2

2a0

1(
n− 1/2

)2 .
与三维氢原子的本征能级En = − e2

2a0

1

n2
相比, 二

维氢原子的本征能级在主量子数n变为n−1/2. 此
外, 在m = 0, 1, 2时的径向波函数Rnm(r)解析形

式分别为:

R10(r) =
4

a0
e−

2r
a0 , (13)

R21(r) =
16r

9
√
6a20

e−
2r
3a0 , (14)

R32(r) =
64r2

125
√
120a30

e−
2r
5a0 . (15)

3.2 数值有限差分法

采用数值有限差分法数值求解二维氢原子的

径向波函数u(r)所满足的微分方程 (12)式, 并得到
离散差分方程 [20]为

− u(ri+1)− 2u(ri) + u(ri−1)

(∆r)2

−
[
2µ

~2

(
e2

ri

)
−

m2 − 1

4
r2i

]
u(ri)

=
2µ

~2
Eu(ri), (16)

其中∆r为离散化的两个格点之间的距离. 为求
解差分方程 (16), 同样需要考虑体系的边界条件.
如果依然假设径向波函数u(r)随着 r趋于+∞时,
径向波函数u(r)将趋于 0, 以及径向波函数u(r)随

着 r趋于 0时, 径向波函数u(r)也将趋于 0; 同时,
结合差分方程 (16), 可很容易地通过数值精确对
角化法求解差分方程 (16)并得到体系的本征能量
及其相对应的本征波函数. 如图 2所示, 体系在
m ̸= 0时的激发态径向波函数unm(r)的解析结

果均与数值有限差分法所获得的结果完全符合,
但是对于基态径向波函数u10(r), 数值有限差分
法的结果与解析结果却不一致, 同时其相应的本
征能量也不一致, 即解析解得的基态本征能量为
E1 = −54.4 eV, 而数值有限差分法所解得的基态
本征能量为E1 = −2214.6 eV. 这说明数值有限差
分法已不再适用于处理二维氢原子的基态本征值

问题. 其原因是对于二维氢原子的基态径向波函
数u10(r), 随着 r 趋于 0时, u10(r)趋于有限值, 而
不再是零, 它与三维氢原子的情形截然不同. 出
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现这样的问题, 本质上是源于有限差分方法在处
理边界条件问题上存在着局限性, 即无法处理具
有非零特性的第一类边界条件的微分方程. 因

此, 需要寻找其他数值技术来克服这类问题, 比
如可以采用贝塞尔函数为基函数做线性展开进行

处理 [19].

r⊳a r⊳a

           


⊲

⊲

⊲

⊲

u
↼r

↽

u10

u21

u32

            


⊲

⊲

⊲

⊲

R
↼r

↽

R10

R21

R32

(a) (b)

图 2 二维氢原子径向波函数 (a) u(r)和 (b) R(r)的解析 (实线)和数值有限差分法 (虚线)所得到的结果
Fig. 2. Radial wave function of the two-dimensional hydrogen atom for u(r) in (a) and R(r) in (b)
by using an analytical (solid line) and numerical (dashed line) methods.

4 以贝塞尔函数为基函数做线性展开
的数值精确对角化法

4.1 讨论二维氢原子的径向波函数u(r)在

r = 0处的渐近行为

以上数值有限差分法的计算结果表明, 对于有
限差分法已不再适用于处理具有数值奇异特性的

二维氢原子体系的基态波函数行为, 即本征波函数
u10(r)的特征. 因此, 可以采用另一套数值方法, 即
将本征波函数用一套具有正交完备性的函数为基

函数做线性展开, 以此来数值求解此体系的微分方
程. 考虑到二维氢原子系统具有轴向对称性, 可以
选用贝塞尔函数为基函数 [19]. 由于贝塞尔函数种
类很多, 可根据体系的渐近行为, 选择一套合适的
正交基. 首先讨论球贝塞尔函数, 它的正交性为 [19]∫ 1

0

x2jα(xuα,m)jα(xuα,n)dx

=
δm,n

2
[jα+1(uα,m)]2, (17)

其中α为球贝塞尔函数的阶, uα,m为α阶的球贝塞

尔函数的第m个零点. 根据基函数的正交特性, 可

以得到一套正交基为:
√
2x

jα+1(uα,m)
jα(xuα,m). 另

外, 根据前面的解析计算可知, 当m = 0时, 二维
氢原子的径向波函数R(r)在 r = 0处是一个不为

零的有限值. 因此, 径向波函数u(r)在 r = 0处的

渐近行为必须满足
√
r形式. 如果这里选用以球贝

塞尔函数为正交完备基, 那么径向波函数u(r)在

r = 0处的渐近行为将与 r相同, 这会导致所计算出
来的径向波函数R(0) = 0, 依然与解析计算结果不
一致. 因此, 当且仅当正交基函数在 r = 0 处的渐

近行为满足
√
r形式时, 径向波函数R(0)的行为才

符合解析结果的特性. 能满足这种特性的是贝塞尔
函数. 如果我们考虑贝塞尔函数的连续正交基, 其
正交关系为 [19]∫ ∞

0

xJα(ux)Jα(vx)dx =
1

u
δ(u− v), (18)

它的积分区间为无穷大, 而且还是具有连续变化的
基函数, 它将不利于数值计算. 因此, 改用贝塞尔
函数的离散正交基, 其正交关系为 [19]∫ 1

0

xJα(xuα,m)Jα(xuα,n)dx

=
δm,n

2
[Jα+1(uα,m)]2, (19)

其中α为贝塞尔函数的阶, uα,m为α阶贝塞尔函数

的第m个零点. 根据正交关系, 可很容易地得到一

套新的正交完备基为

√
2x

Jα+1(uα,m)
Jα(xuα,m). 若取
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α = 0, 即若选取零阶贝塞尔函数为离散正交基, 那
么在 r = 0处, 径向波函数R(r)的渐近行为刚好符

合
√
r形式.

4.2 基于Lanczos技术的数值精确对角
化法

根据上述讨论的径向波函数的渐近行为, 可以
将零阶贝塞尔函数的离散正交基表示为 fm:

fm(x) =

√
2x

jα+1(uα,m)
jα(xuα,m). (20)

然后进行变量代换x = y/b, 则新的基函数
hm(y) =

√
bfm(y/b)在区间 [0, b] 上满足正交性,

适合于数值求解. 通过基的幺正变换后, 得到体系
的哈密顿量在基函数hm下的矩阵元为

H(i, j) =

∫ b

0

h∗
i (r)

[
− d2

dr2 +
m2 − 1/4

r2
+

2µ

~2
e2

r

]
× hj(r)dr. (21)

可以通过Lanczos方法 [15]数值精确对角化体系的

哈密度量H的矩阵元 (21)式并得到在基函数hm

下的本征矢量v及其相应的本征能量. 最终求得二
维氢原子的径向波函数u(r)为

u(r) =
∑
i

vihi(r). (22)

在数值计算过程中,选取有限个hi(i = 1, 2, · · · , N)

作为假想的完备性基函数, 其中N 为基函数的截

断值. 理论上, 随着选取的截断值N趋于无穷大,
基函数hi接近于完备性. 但是在实际的数值计算
过程中需要对N做截断. 截断的合理性根据误差
∆E来确定, 即∆E = En

1 − Ea
1 , 其中En

1 表示为数

值精确对角化求得的基态能量, 而Ea
1则表示为解

析求得的基态能量. 如图 3 (a)所示, 可以清楚地看
到随着截断值N 的增大, 误差∆E将快速地趋于

零. 当N = 7000时误差已经小于 0.005. 同时, 在
N = 7000时, 还计算了体系的径向波函数u10(r)

和R10(r), 如图 3 (b)所示, 与解析结果完全一致.

r⊳a

  

⊲

⊲



N

D
E

    


⊲

⊲

⊲

⊲

u
↼r

↽֒
 R

↼r
↽

u10↼r↽

R10↼r↽

(a) (b)

图 3 (a)数值计算的基态本征值与理论值之间的误差随基函数个数的关系; (b)基态径向波函数 u(r)和R(r)的解

析 (实线)与数值有限差分法 (虚线)所得到的结果
Fig. 3. (a) Error ∆E between numeral (En

0 ) and analytical (Ea
0 ) results for the ground state of two-

dimensional hydrogen system; (b) radial wave function of the two-dimensional hydrogen atom for u(r) and
R(r) by using an analytical (solid line) and numerical (dashed line) methods for the ground state.

5 结 论

讨论了利用解析和数值有限差分法分别计算

三维氢原子和二维氢原子的本征能级及其相应的

本征波函数, 计算发现由于在维度受限下的二维氢
原子体系的基态波函数存在着数值奇异特性. 为了

解决该数值奇异性, 构造了一套新的离散的贝塞尔
函数为基函数做线性展开, 同时结合数值Lanczos
精确对角化法, 最终获得体系基态能量和基态波函
数均与解析相一致的结果. 这套新的完备的离散贝
塞尔基函数的构造可以在研究一些波函数具有数

值奇异特性的体系中发挥至关重要的作用.
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Abstract
With the development of computing technology, numerical exact diagonalization method plays a vital role in mod-

ern computational condensed matter physics, especially in the research area of strongly correlated electron systems: it
becomes a benchmark for other numerical computational techniques, such as quantum Monte Carlo, numerical renormal-
ization group, density matrix renormalization group, and dynamic mean field theory. In this paper, we first numerically
exactly diagonalize the three-dimensional hydrogen atom with the combination of finite-difference method, and find that
the numerical wave function of ground state is in good agreement with the analytical calculations. We then turn to
discuss the space dimension confinement hydrogen system, two-dimensional hydrogen atom, and notice that the numer-
ical wave function is no longer in agreement with the analytical calculation, where the ground state wave function has a
numerical singularity as radius approaches to zero. Compared with the case of the three-dimensional hydrogen atom, this
issue mainly comes from the nature of space dimension confinement. To resolve such an issue of numerical singularity
in two-dimensional hydrogen atom, we need to construct a new discrete and normalized Bessel function as a basis to
study the ground state behavior of dimension confinement system based on the framework of Lanczos-type numerical
exact diagonalization. The constructed normalized Bessel basis is orthogonal and discrete, and thus becomes suitable
for practical calculation. Besides, these prominent properties of such a Bessel basis greatly reduce the complexity and
difficulty in practical calculation, and thus makes computing work efficient. In addition, Lanczos-type numerical exact
diagonalization method can extremely speed up the process of solving the eigenvalue equation. As a result, such a high
efficient calculation of our method demonstrates the consistence between numerical and analytical ground state energy
value, and the corresponding wave function with enough truncated basis number. Since this kind of numerical singularity
occurs in many space dimension confinement systems, our finding for constructing a new discrete Bessel basis function
may be helpful in studying the quantum systems with numerical singularity behaviors in wavefunctions in future. On the
other hand, it should be pointed out that the Bessel basis is incorporated into the linear augment plane wave method in
the density functional theory to study the electronic band structure of the condensed material and obtain high accurate
results, especially in the theoretical prediction of topological insulators and in experimental realization as well.

Keywords: two-dimensional hydrogen atom, discrete Bessel basis function, Lanczos-type numerical
exact diagonalization
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