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二维圆盘颗粒体系声学行为的数值研究∗

刘晓宇1) 张国华1)† 孙其诚2)‡ 赵雪丹1) 刘尚1)

1)(北京科技大学物理系, 北京 100083)

2)(清华大学, 水沙科学与水利水电工程国家重点实验室, 北京 100084)

( 2017年 5月 15日收到; 2017年 7月 17日收到修改稿 )

数值测量了卸载过程中二维单分散圆盘颗粒系统的横波、纵波声速、声衰减系数、非线性系数随压强

的变化以及声衰减系数随频率的变化. 结果表明, 二维 (2D)圆盘颗粒体系的横波、纵波声速均随压强呈分
段幂律标度: 当压强P < 10−4时, 横波、纵波声速随压强的增大而减小; 当P > 10−4时, 有 vt ∼ P 0.202,
vl ∼ P 0.338. 进一步得到其剪切模量和体积模量的比值G/B也随压强呈幂律标度, G/B ∼ P−0.502, 暗示
在低压强下, 与三维 (3D)球形颗粒体系类似, 2D圆盘颗粒体系也处于L 玻璃态. 水平激励和垂直激励下
2D圆盘颗粒系统的衰减系数随频率变化也呈现分段行为: 当频率 f < 0.05 时, 衰减系数不随 f变化; 当
f > 0.05时, 横波纵波的衰减系数α ∼ f ; 当 f > 0.35时, 横波衰减系数αT ∼ f2, 纵波衰减系数αL ∼ f1.5.
此外, 竖直水平激励下的 2D圆盘颗粒系统的非线性系数和衰减系数随压强也呈现与声速类似的分段规律:
当P < 10−4时, 横波非线性系数βT ∼ P−0.230, 其余都不随压强变化. 当P > 10−4时, 两者均随压强增大
呈幂律减小: βT ∼ P−0.703, βL ∼ P−0.684, αT ∼ P−0.099, αL ∼ P−0.105. 进而得到 2D圆盘颗粒系统中散
射相关的特征长度 ℓ∗随压强呈幂律标度, 当P < 10−4时, ℓ∗ ∼ P−0.595; 当P > 10−4时, ℓ∗ ∼ P 0.236.

关键词: 颗粒物质, 声速, 非线性, 声衰减
PACS: 45.70.–n, 46.40.Cd, 43.40.+s DOI: 10.7498/aps.66.234501

1 引 言

在非热条件下压缩颗粒系统可使系统经历

堵塞 (jamming)转变 [1−3]. 根据O’Hern的分析, 在
jamming点 (J点)附近, 剪切模量G、体积模量B

及剪切模量与体积模量的比值G/B均随压强P

呈幂律标度 [3−5]: P ∼ (∆ϕ)a−1, B ∼ (∆ϕ)a−2,
G ∼ (∆ϕ)a−3/2, Z−Zc ∼ (∆ϕ)1/2(Z为配位数, Zc

为J点配位数), G/B ∼ P 1/(2a−2),其中, a = 2对应

线弹性接触, a = 5/2对应赫兹接触. 因此, 在J点
附近剪切和体积模量比值G/B随压强P的标度是

验证 jamming临界性的重要标记 [6]. 最近, Wang
等 [7]发现当P > Pj (Pj为类 jamming转变点)时,
双分散的赫兹接触颗粒体系中G/B ∼ P 1/3, 体

系处于TL玻璃态 (横模纵模都存在的状态); 当
P < Pj时, G/B ∼ (P/T )−1/2, 体系处于只能承载
有效纵向声子的L玻璃态; 当P = 0时, 体系处于
无刚性的未堵塞态. 但是, 在 2D线弹性接触的颗
粒体系中是否也存在处于TL玻璃态和未堵塞态之
间的L玻璃态仍然是一个未解决的问题. 另外, 由
于L玻璃态不能严格定义横波声子, L玻璃态表现
出与TL玻璃态非常不同的力学特性, 目前关于L
玻璃态力学特性的研究已经成为一个新的热点.

颗粒物质是典型的无序系统, 内部本征的不
均匀性使得颗粒系统的力学和输运特性与晶体

的情况存在明显不同 [8]. 比如, 颗粒材料中的振
动自由度不是总能用普通的平面波表征, 而是存
在一个在基本成分 (颗粒)的微观尺寸和宏观样品

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11272048, 11572178, 91634202)资助的课题.
† 通信作者. E-mail: zhguohua@sas.ustb.edu.cn
‡ 通信作者. E-mail: qcsun@tsinghua.edu.cn

© 2017 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

234501-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.234501
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 23 (2017) 234501

尺寸之间的特征介观长度尺度 l∗, 低于 l∗的系统

不再支持波长λ小于 l∗的声学平面波, 连续体弹
性理论失效 [9]. 但是, λ ≫ l∗的长波长声子仍然

能在无序固体中存在, 在这个长度尺度上体系能
被看作连续弹性介质. 从这个角度讲, 颗粒材料
等无序固体可以看作一系列由特征尺寸 l∗量级的

区域结构单元组成 [10]. 近年来, 关于颗粒材料中
介观长度尺度随体积分数的变化的研究已经取

得了很大的进展. 例如: 文献 [11—13]通过研究
振动态密度曲线发现颗粒体系中存在区分德拜

标度和态密度平台的过渡频率ω∗ [5], 与ω∗对应

的纵波特征波长λ∗
L(=2πvl/ω

∗, vl为纵波声速)及
横波特征波长λ∗

L(=2πvt/ω
∗, vt为横波声速)均随

到 J点的距离 (ϕ − ϕc) 发散: λ∗
L ∼ (ϕ − ϕc)

−1/2,
λ∗

T ∼ (ϕ − ϕc)
−1/4. Vitelli [14]数值研究了通过排

斥弹簧互相作用的无摩擦软球 jammed体系剪切声
波的长波衰减, 发现特征长度 ℓ∗ ∼ (ϕ − ϕc)

−1/2.
Mizuno等 [15]数值研究发现 3D无序体系偏离宏观
弹性性质的特征尺度 ξG ∼ (ϕ − ϕc)

−0.16. Wang
等 [7]数值确定颗粒材料等无序固体的特征长度

ℓ∗ ∼ P−2/9. 同时 Ikeda和Berthier [6]的研究给出

了不同的结论, 即纵向和横向振动都在硬球区域中
存在, 且相关的长度尺度和时间尺度均随着密度减
少远离J点而变微观. 由于对无序材料中的特征尺
度的研究还存在争议, 值得进一步研究.

声学测量是一种探测颗粒系统内部结构和力

学特性的有效手段 [16−19]. 目前, 人们已经利用声
学手段对 3维 (3D)颗粒体系低压下声学特性进行
了大量研究, 但是关于 2D圆盘颗粒体系低压强下
是否也存在L玻璃态以及其低压强下的声学衰减、
声学非线性等行为的研究还较少. 本文利用数值模
拟手段对卸载过程中 2D颗粒圆盘体系在低压强下
的声学行为展开了系统研究. 首先, 利用飞行时间
法数值测量了卸载过程中不同压强下二维单分散

颗粒体系中的横波声速 vt和纵波声速 vl, 进一步研
究了剪切模量G与体积模量B的比值G/B随压强

的变化规律, 结果表明, 在低压强区域2D单分散圆
盘颗粒体系处于L玻璃态. 其次, 利用傅里叶变换
研究了非线性系数、声学衰减系数随压强P的变化

以及衰减系数α随频率 f的变化规律, 并且进一步
研究了 2D圆盘颗粒系统中散射相关的特征长度 ℓ∗

随压强的变化规律. 本文的结果对于进一步理解
2D颗粒体系中是否存在L玻璃态以及L玻璃态的

声学衰减及非线性行为的规律有所帮助.

2 数值模拟

研究的颗粒体系由 2048个质量相同的无摩擦
单分散圆盘颗粒组成, 它们被随机放置在边长为
L的正方形盒子中, 采用周期性边界, 且不考虑
重力的影响. 颗粒与颗粒间的相互作用为单边线
性弹簧, 即当颗粒 i和 j间距 rij = ri − rj小于它

们的半径之和时存在相互作用, 其中ri, rj分别

为颗粒 i和 j的位置矢量. 接触力的法向分量由
Fn
ij = knnij + 2ζ

√
mimj

mi +mj
knṅij给出, 其中, kn

是法向接触刚度, ζ为阻尼比, nij = rij/|rij |是颗
粒 i中心指向颗粒 j中心的单位矢量, mi和mj是

颗粒 i和颗粒 j的质量. 在本文的模拟中, 颗粒法向
刚度系数为1.0× 106 N/m, 切向刚度系数为0.

非热 (T = 0)颗粒体系的具体制备过程如下:
首先, 在边长为L的正方形盒子中随机生成 2048
个半径很小的单分散光滑圆盘颗粒. 接着, 一步
增大颗粒半径使体系的体积分数达到某一固定值

(P/T = ∞). 然后, 采用共轭梯度使得体积能量
趋于能量极小的亚稳态, 可认为体系为非热体系
(T = 0). 最后, 通过逐渐减小颗粒半径的方法
对体系进行卸载, 生成一系列压强的稳定颗粒构
形. 本文分别取σ, m, ε/σ2和

√
ε/(mσ2)

(
其中,

σ = Ri + Rj为颗粒的平均直径, m为颗粒的质量,

ε =
1

2
kn(Ri +Rj)

2 为体系特征能量, Ri与Rj分别

为体系中颗粒 i与颗粒 j的半径
)
为长度、质量、压

强和频率的单位.
采用飞行时间 (TOF)法测量颗粒体系的声

速, 测量过程中分别使用单个颗粒作为激励源和
接收器. 具体的测量过程如下: 用单个正弦脉
冲信号驱动激励源颗粒, 使它从初速度为零开始
在水平 (或垂直)方向上做一个完整的正弦振动
(v = 0.0001ω sin(ωt), 时间步长 t0 = Tperiod/1000,
Tperiod为周期, 反比于圆频率ω), 同时记录激励和
接收颗粒的 v-t曲线. 测量发射端信号、接收端信号
第一个波峰的时间差 tTOF = t2 − t1(其中, t1和 t2

分别是激励脉冲和接受脉冲的第一个波峰对应的

时间). 进而可以得到声速 vTOF = l/tTOF(l为激励
源和接收器颗粒间的距离).

采用傅里叶变换法来研究颗粒物质中的声学

衰减和非线性现象. 实验过程中, 用连续的正弦信
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号激励颗粒, 并同时记录激励颗粒和接受颗粒的振
动速度随时间的变化, 如图 1所示. 通过对接收和
发射信号的傅里叶变换分析, 从中提取出接收信号
和发射信号的基频、二倍频幅值. 可进一步得到声

衰减系数α = −1

l
ln I(l)

I0
(其中, l为接收颗粒与激

励颗粒之间的距离, I0为激励颗粒的振动强度即初
始强度, I(l)为接收颗粒的振动强度即通过介质颗
粒衰减后的强度), 及接收信号二倍频幅值与接收
信号基频幅值平方的比值, 进而研究颗粒物质的非
线性特性.
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图 1 激励波形速度度幅A1(黑线)和接收波形的速度振
幅A2(蓝线)随时间 t的变化

Fig. 1. Time t dependence of velocity amplitude of
exciting waveform A1 (black line) and velocity ampli-
tude of receiving waveform A2 (blue line).

3 结果与讨论

3.1 横波、纵波声速及材料剪切模量与体积

模量比值G/B随压强的变化

图 2 (a)和图 2 (b)分别显示了用飞行时间法
测得的 2D圆盘颗粒体系的横波声速 vt和纵波声

速 vl随压强的变化曲线. 由图 2可知, vt(P )和

vl(P )曲线均呈现分段行为: 当P < 10−4时, 横
纵波声速均随压强的增加幂律减小, vt ∼ P−0.446,
vl ∼ P−0.232; 当P > 10−4时, 横波、纵波声速均随
压强增加幂律增大, vt ∼ P 0.202, vl ∼ P 0.338, 与线
弹性接触理论 [5,20]预言 vt ∼ P 1/4一致. 应该指出
的是, 关于 3D球形颗粒体系 vt-P和 vl-P曲线的分
段行为在Somfai等 [21]的数值模拟、Jia等 [22]及张

攀等 [23]的实验中也有报道, Lherminier 等 [24] 在

研究声波通过受压的二维颗粒介质时也发现了类

似现象. 值得一提的是, 图 2给出的 vt(P )和 vl(P )

曲线的分段行为与理论的预言并不一致, 即在本文

的体系中 vt(P ) 和 vl(P )曲线呈现先幂律减小再幂

律增大的规律. 这可能对应着卸载过程中在振动
源颗粒和接收颗粒之间形成了一个强力链, 导致测
得的横波和纵波声速都按幂律增加. vt(P )和 vl(P )

曲线的拐点实际上对应着在振动源颗粒和接收颗

粒之间强力链的形成点. 关于整体压强降低过程
中, 在体系局部形成强力链的过程的物理机制值得
进一步研究.
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图 2 声波在光滑颗粒物质中的传播速度与压强的依赖关系,
实线为拟合曲线 (a)横波速度与压强的幂律关系; (b) 纵
波速度与压强的幂律关系; (c) 剪切模量与体积模量的比值
G/B与压强P 的变化关系

Fig. 2. Pressure dependence of velocity of acoustic wave
propagating through frictionless granular matter, the
solid line are the fitted line: (a) The velocity of transver-
sal wave versus pressure exhibits picewise power law scal-
ing behaviors; (b) the velocity of longitudinal wave ver-
sus pressure shows similar picewise power law as that of
transversal wave; (c) the ratio of shear modulus and bulk
modulus G/B versus pressure P .

材料剪切模量与体积模量的比值G/B是反

映材料塑性的重要物理量, 例如: 对于液体,
G/B = 0; 对于赫兹接触固体, G/B ∼ P 1/3. 为
了探究卸载过程中 2D颗粒体系塑性转变, 根据
vt =

√
G/ρ, vl =

√
[B + (4/3)G]/ρ, 进一步得到

2D颗粒体系的G/B = (v2l /v
2
t − 4/3)−1. 图 2 (c)显

示了 2D颗粒体系剪切模量与体积模量比值G/B

随压强P的变化规律. 由图 2 (c)可知, 在本文研
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究的低压强范围内, 2D颗粒体系的G/B随P的变

化也出现了类似于在 3D颗粒体系中 [7,23]发现的

随压强P增加G/B减小的现象, G/B ∼ P−0.502,
而与线弹性接触理论 [5,20]预言的在P > Pj情况

下G/B ∼ P 1/2不同. 有趣的是, Wang等 [7]的

数值研究发现在卸载过程中硬球胶体玻璃分别

经历高压强的TL玻璃态到低压强的L玻璃态及
从L玻璃态到未堵塞态的两次转变, 并且发现
当系统处在硬球玻璃的等效区域L玻璃区域, 即
Pg < P < Pj(Pg 是玻璃化转变点)时, 赫兹接触
颗粒体系G/B ∼ P−1/2, 与张攀等 [23]的实验结果

及本文在 2D颗粒体系的低压强范围内中发现的
G/B ∼ P−0.502接近, 暗示在低压强范围内 2D颗
粒体系也处于L玻璃态. 值得一提的是, 2D颗粒体
系和 3D颗粒体系在L玻璃态的中G/B随压强的

标度指数与颗粒作用势无关, 具体原因有待进一步
研究.

3.2 衰减系数随频率的变化

通常, 非均匀介质的声学衰减分为吸收衰减
αa(ω) = Aω和由于声阻抗不连续发生在颗粒边

界和缺位的弹性散射αs(ω). 其中αs(ω)随频率的

幂律关系由散射机制决定 [25], 例如: 对于瑞利
散射, 即入射波长频率λ远大于散射体的平均尺

寸D(λ ≫ D), αs(f) = S1D
3ω4; 对于随机散射

(λ 6 D), αs(f) = S2Dω2; 对于几何散射 (λ ≪ D),
αs(f) = S3/D. 为了研究 2D颗粒体系的声学衰
减机制, 数值测量了压强P = 0.2, 0.1, 0.02, 0.01,
0.002, 0.001, 0.0002, 0.0001时 2D颗粒体系的横
波和纵波衰减系数随频率的变化, 如图 3 (a)和
图 3 (b)所示. 为了避开系统共振的影响, 本文对
远离共振峰的实验数据进行了拟合, 如图 3中的
实线所示. 由图 3 (a)和图 3 (b)可知, 2D颗粒物质
的横波、纵波衰减系数均随频率呈分段规律: 当
f < 0.05时, 横波、纵波的衰减系数均不随频率
的增加而变化; 当 0.05 < f < 0.35时, 横纵波衰
减系数与频率成正比αT ∼ f , αL ∼ f , 意味着在
0.05—0.35频率范围 (在P = 0.02压强下, 对应横
波波长 2.11—15.464, 纵波波长 9.726—64.895)内,
2D颗粒物质中的衰减的主要机制为吸收衰减; 当
f > 0.35时, αT ∼ f2, αL ∼ f1.5, 此时衰减机制中
除了吸收衰减还有瑞利散射衰减 [25]. 值得一提的
是, 在 f > 0.35范围内, 横波和纵波衰减随频率的

变化不同 (αT ∼ f2, αL ∼ f1.5), 可能与横波和纵
波波长不同导致散射衰减占总衰减的比例不同有

关 [26].
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图 3 压强P = 0.2, 0.1, 0.02, 0.01, 0.002, 0.001, 0.0002,
0.0001时, 衰减系数α与频率 f 的变化 (a)横波的衰减
系数αT随频率 f 的变化; (b)纵波的衰减系数αL随频率

f 的变化; 图中用实线显示不同压强范围内衰减系数随频
率的幂律关系

Fig. 3. The attenuation coefficient α versus frequency
f at P = 0.2, 0.1, 0.02, 0.01, 0.002, 0.001, 0.0002,
0.0001: (a) The attenuation coefficient of transversal
acoustic αT versus frequency f ; (b) the attenuation co-
efficient of longitudinal acoustic αL versus frequency
f . The solid line in the figure shows the picewise power
law frequency dependence of attenuation coefficient.

3.3 衰减系数随压强的变化

衰减系数的标度分析能够提供对 jammed固体
结构的洞察力. 为了研究 2D颗粒体系中散射特征
长度随压强的演化, 本文测量了卸载过程 2D颗粒
物质横波、纵波长波长衰减系数随压强的变化, 如
图 4 (a)和图 4 (b)所示. 由图 4 (a)和图 4 (b)可知,
2D颗粒物质的横波、纵波衰减系数均随压强也呈
分段现象. 当P < 10−4时, 横纵波的衰减系数αT,
αL几乎不随压强变化; 而当P > 10−4时, 横纵波
的衰减系数αT, αL均随压强的增大而呈幂律减小,
αT ∼ P−0.099, αL ∼ P−0.105. 2D颗粒系统中声衰
减系数αT, αL随压强的变化与系统内部结构随压
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强调整有关. 即随着压强的增大, 颗粒的平均接
触数增加, 颗粒体系内部结构更不容易发生调整,
使得横波和纵波的声学耗散相应减小. 这一点与
Hong [27]对一维水平干颗粒能量衰减的研究及Liu
等 [28,29]、张攀等 [23]对颗粒 3D体系衰减耗散的研
究定性一致. 注意到弹性散射对衰减系数的贡献
与散射平均自由程 ls(ω)成反比, α(ω) ∼ 1/ls, 在
颗粒介质中, 观察到声音衰减由横向波支配. 根
据瑞利定律, ls(ω) ∼ (vt/ω)

4(1/D)3(其中, D是表
征对散射负责的无序结构的长度尺度), 可以得到
α(ω) ∼ (ω/vt)

4D3. P < 10−4时, vt ∝ P−0.446,
P > 10−4时, vt ∼ P 0.202, αT ∼ P−0.099, 将测得的
2D颗粒体系的横波声速,代入α(ω) ∼ (ω/vt)

4D3

式, 可进一步得到与散射相关特征长度随压强的标
度: P < 10−4时, ℓ∗ ∼ D ∼ P−0.595; P > 10−4时,
ℓ∗ ∼ D ∼ P 0.236. 在低压强下的结果与文献 [5, 14]
中长波长的剪切波在 J点附近存在 ℓ∗ ∼ P−1/2并
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图 4 衰减系数随压强的依赖关系 (a)在 1 × 10−4—
0.2的压强范围内, 横波衰减系数随压强幂律减小
αT ∼ P−0.099, 实线为幂律拟合曲线; (b)在 1× 10−4—
0.2的压强范围内, 纵波衰减系数随压强的幂律依赖
αL ∼ P−0.105, 实线为幂律拟合曲线
Fig. 4. The pressure dependence of attenuation coeffi-
cient, the line is a power law fit: (a) The power law de-
crease of attenuation coefficient of transversal acoustic
αT with the pressure P increasing from 1×10−4 to 0.2,
αT ∼ P−0.099; (b) the power law decrease of attenua-
tion coefficient of longitudinal acoustic αL with pres-
sure P increasing from 1×10−4 to 0.2, αL ∼ P−0.105.

在 J点处发散的结果一致. 综合考虑图 2中 vt(P )

和 vl(P )曲线的分段行为 (P = 10−4为拐点), 我们
认为这里发现的与散射相关特征长度随压强的分

段标度可能与 vt(P )和 vl(P )曲线的分段行为具有

相同的结构起源, 即在卸载 (整体压强下降)过程中
在振动源颗粒和接收颗粒之间形成了一个强力链

有关. 对比图 4 (a)和图 4 (b)可知, 横波衰减随压
强变化的幂指数与纵波衰减随压强的变化的幂指

数基本一致, 说明纵波与横波的衰减行为并无太大
不同.

3.4 非线性系数随压强的变化

颗粒材料是典型的非均匀系统, 体系内部的
弱接触使得体系表现出强烈的非线性. 由于系统
非线性的影响, 当用正弦信号激励颗粒介质时, 颗
粒介质中声波除了一阶声波外, 还会出现二阶甚

至更高阶的谐波. 非线性系数β ∼ αv2

ω2

∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣(其中,

A1是接收基频振幅A2是接收二倍频的振幅, v代
表声速, ω代表频率)是一个表征非线性大小的重
要参数, 非线性系数越大, 二次谐波成分越大, 波
形畸变越严重. 为了研究压强变化对系统非线性
的影响, 本文数值测量了 2D颗粒体系横波、纵波
非线性系数随压强的变化, 如图 5 (a)和图 5 (b)所
示. 由图 5 (a)和图 5 (b)可知, 2D颗粒体系横波、
纵波二倍频振幅与基频振幅平方的比值均随压强

呈分段关系: 当P < 10−5时, 横纵波的
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣不随
压强变化; 当P > 10−5时, 横波、纵波二倍频振
幅与基频振幅平方的比值均随压强增大幂律减小:∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣
T

∼ P−1.251,
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣
L
∼ P−1.007. 利用本文测

得的α, v,
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣, 可进一步得到横波、纵波非线性系
数随压强的幂律标度: 当P < 10−4时, 横波非线性
系数βT ∝ P−0.230, 纵波则与压强无明显的依赖关
系. 当P > 10−4时, 两者均随压强增大呈幂律减小
βT ∼ P−0.703, βL ∼ P−0.684. 颗粒体系非线性系
数随压强增加而减小可能与体系结构随压强调整

有关, 即随着压强的增加, 颗粒间的接触紧密, 随着
接触网络的变化, 非线性系数减小. 值得注意的是,
2D颗粒体系表现出与 3D赫兹接触颗粒体系 [30]类

似的非线性随压强的幂律衰减. 但是, 当P > 10−4

时, 2D体系的非线性系数随压强变化的幂指数的
绝对值略大于3D体系β ∼ P−0.51的幂指数.
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需要强调的是, 以单一颗粒激励作为声源可
能会测量到力链效应. 本文中测量到的 vt(P )和

vl(P )曲线以及与散射相关特征长度随压强变化曲

线的分段标度很可能与卸载 (整体压强下降)过程

中在振动源颗粒和接收颗粒之间形成了一个强力

链有关. 另外, 由单粒子源辐射引起的扩散衰减的
削减可能与在源颗粒和接收颗粒之间存在的多个

衰减通路的统计平均有关.
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图 5 (a) 横波非线性系数随压强的变化, 在低压强下 βT ∼ P−0.230, 在高压强下 βT ∼ P−0.703, 实线为拟合曲线; (b) 纵

波非线性系数随压强的变化, 在高压强下 βL ∼ P−0.684; 插图为横纵波的二倍频振幅与基频振幅平方的比值
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣随压强
P 的变化关系,

∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣
T

∼ P−1.251,
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣
L
∼ P−1.007, 实线为拟合曲线

Fig. 5. (a) The pressure dependence of the nonlinear coefficient of transverse wave, βT ∼ P−0.230, at lower pressure,
βT ∼ P−0.703, at higher pressure, and the solid line is a power law fit; (b) the pressure dependence of the nonlinear
coefficient of longitudinal wave, βL ∼ P−0.684, at higher pressure. The inset is the ratio of the second harmonic

amplitude of the transverse and longitudinal wave to the square of the fundamental frequency amplitude
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣ with
pressure P ,

∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣
T

∼ P−1.251,
∣∣∣∣A2

A2
1

∣∣∣∣
L
∼ P−1.007, and the line is a power law fit.

4 结 论

数值研究了在二维光滑圆盘颗粒体系中传播

过程的横波、纵波的声速、剪切模量与体积模量的

比值G/B、声衰减及非线性效应随压强的变化规

律, 得到如下结论.
1) 2D颗粒体系中, 横波和纵波声速随压强

的变化均出现了分段现象, 当P < 10−4时, 横
纵波声速均随压强的增大而减小, vt ∼ P−0.446,

vl ∼ P−0.232; 而当P > 10−4时, 横波、纵波声速
均随压强呈现幂律关系为 vt ∼ P 0.202, vl ∼ P 0.338.
由此可以得到 2D圆盘颗粒体的G/B随压强P的

变化关系G/B ∼ P−0.502对应着L玻璃态.
2) 2D颗粒体系中横波和纵波衰减随频率的变

化规律不同: 对于横纵波, 在低频率下, 有α ∼ f ,
暗示 2D颗粒体系的横纵向衰减主要是起因于阻尼
导致的吸收衰减及少部分散射衰减. 而在高频率
下, 横波经历了αT ∼ f到αT ∼ f2的转变, 纵波经
历了αL ∼ f到αL ∼ f1.5的转变. 表明随频率的增
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加, 横纵波衰减中的散射衰减成分增加.
3) 2D颗粒体系的声衰减系数随压强也呈分段

规律: 当P < 10−4时, 横波、纵波声衰减系数αT和

αL几乎都不随压强变化; 当P > 10−4时, 横波、纵
波声衰减系数与压强呈现幂律规律, αT ∼ P−0.099,
αL ∼ P−0.105, 进而得到 2D颗粒体系散射相关的
特征长度 ℓ∗随压强P的幂律关系: 当P < 10−4时

ℓ∗ ∼ P−0.595; 当P > 10−4时 ℓ∗ ∼ P 0.236.
4) 2D颗粒体系的横波的非线性响应要略大

于纵波, 且横波、纵波非线性系数随压强的变化
也呈分段现象: 当P < 10−4时, 横波非线性系数
βT ∼ P−0.230, βL不随压强变化; 而当P > 10−4

时, 横波、纵波非线性系数均随压强P的增加呈幂

律减小, βT ∼ P−0.703, βL ∼ P−0.684. 在高压强
下非线性系数的减小暗示高压强下颗粒间的接触

紧密, 沿强力链传播的声波产生了更少的非线性
响应.
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Abstract
The transversal and longitudinal wave velocities, the acoustic attenuation coefficients, the nonlinear coefficients

at different pressures and the acoustic attenuation coefficient as a function of frequency in a two-dimensional (2D)
monodisperse disc system are numerically calculated. The results show that the transversal and longitudinal wave
velocities both exhibit a piecewise power law with pressure P . When P < 10−4, the velocity decreases with the increase
of pressure in the 2D disc granular system, and when P > 10−4, the transversal wave velocity Vt and longitudinal wave
velocity Vl show the scaling power laws, i.e., vt ∼ P 0.202 and vl ∼ P 0.338, respectively. The ratio of the shear modulus
to the bulk modulus G/B shows a power law scaling with the pressure, G/B ∼ P−0.502, implying that the system lies in
an L glass state at low pressure, similar to that of a three-dimensional (3D) spherical granular system. The attenuation
coefficients (αT, αL) of the horizontal excitation and vertical excitation also show the picecewise behaviors with the
change of frequency f . When f < 0.05, neither of the two attenuation coefficients changes with frequency f . When
f > 0.05, α ∝ fα

T , αL ∝ f . And when f > 0.35, αT ∝ f2 and αL ∝ f1.5. In addition, the nonlinear coefficient and
the attenuation coefficient of the 2D disc granular system under the vertical and horizontal excitation both also show
a piecewise law behavior with pressure, similar to that of the acoustic velocity. When P < 10−4, only the transversal
nonlinear coefficient changes according to βT ∝ P−0.230, while the other coefficient has no change. When P > 10−4, the
attenuation coefficients and nonlinear coefficients decrease according to their power law with the increase of pressure,
i.e., βT ∝ P−0.703, βL ∝ P−0.684, αT ∝ P−0.099, αL ∝ P−0.105. The characteristic length ℓ∗, which characterizes the
disordered structure responsible for the scattering, also decreases according to power law with the increase of pressure,
whenP < 10−4, ℓ∗ ∝ P−0.595; when P > 10−4, ℓ∗ ∝ P 0.236.
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