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带有Dzyaloshinski-Mariya相互作用的两比特
纠缠量子Otto热机和量子Stirling热机∗

赵丽梅 张国锋†

(北京航空航天大学物理科学与核能工程学院, 北京 100191)

( 2017年 5月 24日收到; 2017年 8月 22日收到修改稿 )

研究了以带有Dzyaloshinski-Mariya (DM)相互作用的两比特自旋体系为工质的量子纠缠Otto热机和
量子Stirling热机. 两种不同热机在各自的循环过程中, 通过保持其他参量不变, 只有DM相互作用发生改变,
从而分析热机循环中DM相互作用与热传递、做功以及效率等热力学量之间的关系. 研究结果表明: DM相互
作用对两种热机的基本量子热力学量都具有重要的影响, 但量子Stirling热机由于回热器的使用, 其循环效率
会大于量子Otto纠缠热机的效率, 甚至会超过Carnot效率; 得到了量子Otto纠缠热机和量子 Stirling热机
做正功的条件. 因此, 在这两个纠缠体系中, 热力学第二定律都依然成立.

关键词: 量子热机, Dzyaloshinski-Mariya相互作用, 效率
PACS: 05.70.Ln, 07.20.Pe DOI: 10.7498/aps.66.240502

1 引 言

随着量子信息科学的蓬勃发展, 量子力学和热
力学的交叉领域逐渐引起了越来越多物理学家的

关注 [1,2]. 自从量子热力学这一概念被Kieu首次提
出以来, 物理学者们在这一领域做了大量的研究工
作, 使得量子热力学循环性能成为近年来研究的热
点 [3,4]. 目前研究比较多的体系有自旋系统 [5−27]、

谐振子系统 [28−31]二能级或多能级系统 [32,33]以及

腔量子电动力学系统 [34,35]等.
Dzyaloshinski-Mariya (DM)相互作用 [36,37]是

一种具有反对称的各向异性超交换相互作用, 可
用来解释反铁磁材料中的弱铁磁性以及其他的新

奇性质 [38]. 近年来, 人们也广泛讨论和研究了在
各向异性交换作用下的海森伯模型, 发现DM相互
作用会对研究系统的性质产生重要的影响. 例如,
Zhang [39]探讨了具有DM相互作用的两个自旋各

向异性系统纠缠量子热机. Wang等 [40]研究了具

有DM相互作用的各向异性海森伯XXZ模型的热

纠缠等, 这些研究工作都取得了丰富的成果. 但是
到目前为止, 尚未见具体的DM相互作用对量子热
机影响的探究.

为了进一步丰富量子热力学循环理论, 本文
以带有DM相互作用的两比特模型作为工作物质,
构建一个四能级纠缠量子Otto热机和量子Stirling
热机, 通过保持其他参数不变, 仅改变DM相互作
用参数来研究DM相互作用对量子热机的影响. 而
这种操作在具体的实际过程中也很容易实现 [41,42],
例如, Niu等 [43]研究了当保持外磁场不变, 只有
粒子间的自旋耦合系数J发生变化的四能级量子

Otto热机.
通过数值计算, 探究了循环过程中在不同的

DM相互作用参数下对热机的基本热力学参数的
影响, 并且利用等值线图描绘和分析了纠缠与热
量、功和机械效率之间的关系.

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11574022)资助的课题.
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2 具有DM相互作用的量子Otto热机
模型

量子Otto热机是以具有DM相互作用各向异
性的两比特海森伯模型为工作物质, 其哈密顿量
可写为

HDM =
J

2

[
(σ1Xσ2X + σ1Y σ2Y ) +D ·

(
σ1 × σ2

)]
+B

(
σ1
Z + σ2

Z

)
, (1)

式中 J表示自旋耦合系数, 反铁磁性物质对应
J > 0, 铁磁性物质对应 J < 0, 为了计算方便, 本
文只取J > 0; B是沿Z方向的连续外磁场; D表

示DM相互作用矢量, σi (i = 1, 2)是泡利算符. 为
了简便, 我们只考虑 D = Dz时的情况, 此时的哈
密顿量可化简为

HDM = J [(1 + iD)σ1+σ2−] + (1−iD)σ1−σ2+

+B
(
σ1
Z + σ2

Z

)
. (2)

选 |00⟩, |11⟩, |10⟩, |01⟩为基矢,则HDM的本征态为

|ψ1⟩ = |00⟩, |ψ2⟩ = |11⟩,

|ψ3⟩ =
1√
2
(|01⟩+ e−iθ|10⟩),

|ψ4⟩ =
1√
2

(
|01⟩ − e−iθ|10⟩

)
. (3)

其中 θ = arctanD, 相应的四个本征值为

E1 = − 2B, E2 = 2B,

E3 = J
√
1 +D2,

E4 = − J
√
1 +D2. (4)

当系统处于热平衡态时, 其状态密度算符可写
为 ρ =

∑
i
pi|ψi⟩⟨ψi|. 其中, pi = exp(−βEi)/Z,

配分函数Z = Tr[exp(−βEi)], β = 1/(kBT ).
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图 1 (网刊彩色) 当 T1 = 2, T2 = 1, J = 1和B = 4时, (a) QH, (b) QL, (c) W 和 (d) η随D1和D2变化的等值线图

Fig. 1. (color online) Variations of heat transferred (a) QH, (b) QL, (c) net work input W and (d) the efficiency η of the
QHE with variables D1 and D2 in isoline map for parameters T1 = 2, T2 = 1, J = 1 and B = 4.
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采用Kieu在量子水平上对做功和热传递的
解释 [3,4], 系统内能的平均值为: U = ⟨H⟩ =∑

i
piEi, 其中 pi表示粒子的占有概率, Ei表示

相应的本征能量. 对于微小的热力学过程, 取内能
期望值的无穷小变化量 dU , 由热力学第一定律, 传
递的热量的微量为 dQ =

∑
i
Eidpi, 做功的微量

dW =
∑

i
pidEi. 由这两式可知, 热量是粒子占

有概率的重新分布而与能谱分布的变化无关; 做功
是能谱的重新排布而与粒子占有概率的变化无关.

量子Otto热机循环由两个量子等容过程和两
个量子绝热过程构成, 下面是量子Otto热机循环
的四个阶段.

阶段一: 初始时, 体系的四个本征态的概率为
pi, DM耦合相互作用为D = D1, 外部磁场B保持

不变, 将体系与温度为TH的高温热源接触, 经过一
段时间, 达到热力学平衡, 在这个过程中系统本征

能量Ei保持不变, 体系的四个本征态的概率变为
p′i. 在这个阶段中, 只有热量的交换, 不做功.

阶段二: 移除热源, 体系经历一个量子绝热过
程, DM耦合作用从D1变到D2, 这个过程要足够
缓慢, 使得每个量子态的概率不变, 依旧为p′i, 体系
各本征能级Ei变为 E′

i. 因此在这个过程中, 只有
做功而无热量的传递, 指出要使该过程保持绝热,
耦合作用的变化需要满足传统的量子绝热定理 [16].

阶段三: 与第一阶段相似, 体系与温度为TL的

低温热源持续接触, 经过一段时间的耦合作用后达
到热平衡状态, 工作物质的每个态的占有概率由 p′i

变为 pi, 体系各本征能级E′
i保持不变. 在此过程

中, 由于占有概率的改变使体系与热源之间存在热
传递, 没有做功.

阶段四: 与第二阶段类似, 移除热源, 体系再
次经历量子绝热过程, 这一过程, DM 耦合作用从

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

D1 D1

D1 D1

D
2

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

D
2

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

D
2

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

D
2

0.072

0.081

0.090

0.099

0.108

QH QL

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.1224

-0.1080

-0.0936

-0.0792

-0.0648

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.0196

-0.0140

-0.0084

-0.0028

0.0028

W

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.168

-0.112

-0.056

0

0.056

η

(a) (b)

(c) (d)

图 2 (网刊彩色) 当 T1 = 2, T2= 1, J = 1和B = 6时, (a) QH, (b) QL, (c) W 和 (d) η 随D1和D2变化的等值线图

Fig. 2. (color online) Variations of heat transferred (a) QH, (b) QL, (c) net work input W and (d) the efficiency η

of the QHE with variables D1 and D2 in isoline map for parameters T1 = 2, T2 = 1, J = 1 and B = 6.
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D2变到D1, 每个本征态的占有概率pi均保持不变,
体系各本征能级由E′

i又回到了Ei. 此过程中体系
只做功, 没有热量的交换.

根据上述过程, 可以得到在阶段一和阶段三的
两个等容过程中, 转移的能量分别为

QH =
∑
i

Ei (pi − p′i)

= J
√
D2

1 + 1 (p3 − p′3 + p′1 − p1)

+ 2B(p4 − p′4 + p′2 − p2), (5)

QL =
∑
i

E′
i (p

′
i − pi)

= − J
√
D2

2 + 1 (p3 − p′3 + p′1 − p1)

− 2B (p4 − p′4 + p′2 − p2) , (6)

式中, QH > 0和QL < 0分别代表系统吸热和放热.
因此整个循环的输出功为

W = J

(√
D2

1 + 1−
√
D2

2 + 1

)
× (p3 − p′3 + p′1 − p1), (7)

量子热机的机械效率为

η =W/QH. (8)

当T1 = 2, T2 = 1, J = 1, 磁场B分别为 4和
6时, 我们给出了以D1, D2为变量的函数, 通过数
值分析, 绘出了基本热力学量QH, QL, W , η随D1,
D2变化的等值线图 (如图 1和图 2所示).

从图 1和图 2可以得到 4个结论: 1) DM相
互作用不仅能够提高系统的热纠缠度, 而且会
对Otto热机的基本量子热力学量产生很大的
影响, 既能影响工作热力学量的大小, 也能影
响其变化趋势; 2) 当系统做正功时, 满足条件
D1 < D2, 这个结论也可以从 (7)式中推理得到,
当W > 0, 有 (p3 − p′3 + p′1 − p1) < 0, 化简后得到
B/T1 < B/T2; 3) 当W > 0时, QH > −QL > 0 始

终成立, 且在不同的外磁场参数下该纠缠热机机械
效率都小于卡诺热机的效率, 因此热力学第二定律
始终成立; 4) 随着外磁场B的增大, 做功和效率的
取值范围也会越来越大.

3 具有DM相互作用的量子Stirling
热机

在本节中, 考虑了同样的耦合系统作为工作物
质构建了量子Stirling循环. 量子Stirling循环是经
典Stirling循环的量子推广, 包括两个量子等温过
程和两个量子等容过程 [44]. 该热机的四个过程可
以做如下表述.

阶段一: 是量子等温过程. 在该过程中, 系统
与处于TH的高温热源接触. DM耦合作用缓慢的
从D1变到D2, 外部磁场B保持不变, 并且在此过
程中, 系统与热源在任何一个时刻都保持热平衡.
系统从高温热源吸热为Q1.

阶段二: 是量子等容过程. 在该过程中, DM
耦合作用为D2保持不变, 系统的温度从TH减小到

TL, 该过程系统不对外做功, 但释放热量为Q23.
阶段三: 是另外一个量子等温过程. 在该过程

中, 系统与温度为TL的低温热源接触, DM耦合作
用从D2变到D1. 系统的温度保持不变. 系统向低
温热源释放热量 (记为Q2).

阶段四: 是另一个量子等容过程. 在该过程
中, DM耦合作用为D1保持不变, 系统吸收热量
(记为Q41), 但不对外做功. 整个系统循环过程如
图 3所示.

Regenerator

Q23

D2

Q1

Q2









D1

TH

TL

Q41

图 3 (网刊彩色) 量子 Stirling热机的D-U (DM作用: 内能)
Fig. 3. (color online) Scheme illustration of a quantum Stir-
ling heat engine cycle based on DM interaction-energy D-U
diagram.

在两个等容过程中, 由于系统对外不做功, 因
此其热传递等于内能U的改变. 则该系统内能

U = ⟨H⟩ =
∑
i

piEi = −
2B sinh

(
2B

T

)
+ J

√
D2 + 1 sinh

(
J
√
D2 + 1

T

)

cosh
(
2B

T

)
+ cosh

(
J
√
D2 + 1

T

) . (9)
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从 (9)式可以得到系统与回热器之间的热交换Q23和Q41分别为

Q23 = U (3)− U (2)

= −
2B sinh

(
2B

T2

)
+ J

√
D2

2 + 1 sinh
(
J
√
D2

2 + 1

T2

)

cosh
(
2B

T2

)
+ cosh

(
J
√
D2

2 + 1

T2

) +

2B sinh
(
2B

T1

)
+ J

√
D2

2 + 1 sinh
(
J
√
D2

2 + 1

T1

)

cosh
(
2B

T1

)
+ cosh

(
J
√
D2

2 + 1

T1

) ,

Q41 = U (1)− U (4)

= −
2B sinh

(
2B

T1

)
+ J

√
D2

1+1 sinh
(
J
√
D2

1+1

T1

)

cosh
(
2B

T1

)
+ cosh

(
J
√
D2

1+1

T1

) +

2B sinh
(
2B

T2

)
+ J

√
D2

1+1 sinh
(
J
√
D2

1+1

T2

)

cosh
(
2B

T2

)
+ cosh

(
J
√
D2

1+1

T2

) .

(10)
两个等温过程中, 系统与外界环境之间的热交换为 dQ = T dS, 这里的S是工作物质的熵. 则该系统熵为

S = −
∑
i

pilnpi = ln
[
2

(
cosh

(
2B

T

)
+ cosh

(
J
√
D2 + 1

T

))]
+
U

T
, (11)

代入到 dQ = T dS中, 得到在两个等温过程中系统从高温热源吸收的热量以及向低温热源释放的热量Q1

和Q2分别为

Q1 = T1(S(2)− S(1))

= T1 ln
cosh

(
2B

T1

)
+ cosh

(
J
√
D2

2 + 1

T1

)

cosh
(
2B

T1

)
+ cosh

(
J
√
D2

1 + 1

T1

) −
2B sinh

(
2B

T1

)
+ J

√
D2

2 + 1 sinh
(
J
√
D2

2 + 1

T1

)

cosh
(
2B

T1

)
+ cosh

(
J
√
D2

2 + 1

T1

)

+

2B sinh
(
2B

T1

)
+ J

√
D2

1 + 1 sinh
(
J
√
D2

1 + 1

T1

)

cosh
(
2B

T1

)
+ cosh

(
J
√
D2

1 + 1

T1

) ,

Q2 = T2(S(4)− S(3))

= T2 ln
cosh

(
2B

T2

)
+ cosh

(
J
√
D2

1 + 1

T2

)

cosh
(
2B

T2

)
+ cosh

(
J
√
D2

2 + 1

T2

) +

2B sinh
(
2B

T2

)
+ J

√
D2

2 + 1 sinh
(
J
√
D2

2 + 1

T2

)

cosh
(
2B

T2

)
+ cosh

(
J
√
D2

2 + 1

T2

)

−
2B sinh

(
2B

T2

)
+ J

√
D2

1 + 1 sinh
(
J
√
D2

1 + 1

T2

)

cosh
(
2B

T2

)
+ cosh

(
J
√
D2

1 + 1

T2

) . (12)

与量子Otto循环很不相同, 量子Stirling循环
可以使用回热器. 通过回热器便可以使循环过程中

的阶段二释放的热量会在阶段四中重新被系统吸

收, 从而达到改善热机循环的性能的目的. 典理想
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气体为工作物质的循环而言, 系统达到最佳回热的
条件是Q23 +Q41 = 0. 然而, 以量子系统为工作物
质的循环却并非如此. 事实上, 对于量子循环而言,
系统与回热器在两个等容过程中的净热传递量需

要满足: ∆Q = Q23 +Q41, 因此系统在整个循环过
程中,从高温热源 (温度为T1)吸收的热量和从低温
热源 (温度为T2)释放的热量为

QH = Q1 + δ∆Q, (13)

QL = Q2 + δ∆Q, (14)

(13)式中, 如果∆Q < 0, δ = 0; ∆Q > 0, δ = 1;
(14)式中, 如果∆Q > 0, δ = 0; ∆Q < 0, δ = 1. 以
这些热交换为基础, 根据热力学第一定律可以得出
系统对外做功为

W =
∑

dQ, (15)

W > 0代表系统对外界做功. 量子热机的机械

效率为

η =W/QH. (16)

令T1 = 2, T2 = 1, J = 1, B = 4, 通过数值
软件, 就可以绘制出量子Stirling热机在整个循环
过程中∆Q不同情况下的基本热力学量QH, QL,
W , η随D1, D2的变化的等值线图, 结果如图 4 —
图 6所示.

从所示的等值线图中可以得出 3个结论:
1) DM相互作用会对量子Stirling循环热机的基
本量子热力学产生重要影响; 2) 当W > 0时,
QH > −QL > 0, 满足条件D1 < D2, 这个结
论也可以从 (14)式中推理得到, 最终化简后得到
B/T1 < B/T2; 3) 在量子Stirling热机循环中, 热
机由于回热器的使用, 其循环效率甚至会超过
Carnot效率, 热力学第二定律在整个循环中都始终
成立.
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图 4 (网刊彩色) 在Q23 +Q41 > 0情况下, T1 = 2, T2 = 1, J = 1和 B = 4时, (a) QH, (b) QL, (c) W 和 (d) η随D1和D2

变化的等值线图

Fig. 4. (color online) In the case of Q23+Q41 > 0, variations of heat transferred (a) QH, (b) QL, (c) net work input W and
(d) the efficiency η of the QHE with variables D1 and D2 in isoline map for parameters T1 = 2, T2 = 1, J = 1 and B = 4.
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图 5 (网刊彩色) 在Q23 +Q41 = 0情况下, T1 = 2, T2 = 1, J = 1和B = 4时, (a) QH, (b) QL, (c) W 和 (d) η 随D1 和D2变化

的等值线图

Fig. 5. (color online) In the case of Q23 + Q41 = 0, variations of heat transferred (a) QH, (b) QL, (c) net work input W and
(d) the efficiency η of the QHE with variables D1 and D2 in isoline map for parameters T1 = 2, T2 = 1, J = 1 and B = 4.
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图 6 (网刊彩色) 在Q23 +Q41 < 0情况下, T1 = 2, T2 = 1, J = 1和B = 4时, (a) QH, (b) QL, (c) W 和 (d) η 随D1和D2变化

的等值线图

Fig. 6. (color online) In the case of Q23 + Q41 < 0, variations of heat transferred (a) QH, (b) QL, (c) net work input W and
(d) the efficiency η of the QHE with variables D1 and D2 in isoline map for parameters T1 = 2, T2 = 1, J = 1 and B = 4.
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4 结 论

以含有DM相互作用的两比特模型为工作物
质构建了一个纠缠量子热机. 分别介绍了两种不同
的量子热机模型: 量子Otto热机和量子Stirling热
机. 通过保持其他参量不变, 只有DM相互作用发
生改变, 利用数值运算, 分析出了热机循环中DM
相互作用与热传递、做功以及效率等热力学量之间

的关系. 结果表明: DM相互作用对两种热机的基
本热力学量都会产生重要影响; 发现量子Otto热
机的机械效率始终小于卡诺热机的效率, 但是量子
Stirling热机的循环效率大于量子Otto热机, 甚至
可以超过Carnot效率. 在这两个纠缠体系中, 热力
学第二定律都依然成立.
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Abstract
Recently, the influences of the Dzyaloshinski-Moriya (DM) interaction on the performances of the basic thermo-

dynamical quantities have attracted a lot of attention. A large number of investigations on the quantum coupling systems
with DM interaction have been carried out. However, the specific effects of spin-orbit coupling with the performance
on the quantum heat engine have not been taken into account in previous studies. DM interaction is a special kind
spin-orbit coupling. To enrich the research of the quantum heat engines, the investigation about the effect of DM
interaction on its thermodynamic characteristics should be included. In this study, we construct two entangled quantum
engines based on spin-1/2 systems with different DM interactions, with the spin exchange constant and magnetic field
fixed. The quantum Otto engine and the quantum Stirling engine are discussed in this article. By numerical calculation,
we obtain the expressions for several thermodynamic quantities and plot the isoline maps of the variation of the basic
thermodynamic quantities such as heat transfer, work with D1 and D2 and their efficiency in the two engines. The results
indicate that the DM interaction plays an important role in the thermodynamic quantities for the quantum Otto engine
and the quantum Stirling engine. In addition, the positive work condition is discussed with different DM interactions,
with the spin exchange constant and magnetic field. Furthermore fixed, it is found that the efficiency of quantum Otto
engine cycle is smaller than the Carnot efficiency while the quantum Stirling cycle can exceed the Carnot efficiency by
using the regenerator. Finally, the second law of thermodynamics is shown to be valid in the two entangled quantum
systems.

Keywords: quantum heat engine, Dzyaloshinski-Moriya interaction, efficiency
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