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一种非轴对称磁绝缘电子鞘层边界的计算方法∗
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( 2016年 6月 30日收到; 2016年 11月 20日收到修改稿 )

长距离磁绝缘传输线内电极偏心、感应腔注入电流非均匀分布引起电子鞘层边界偏心等非对称磁绝缘特

性. 电子鞘层边界是研究非轴对称磁绝缘特性的重要参数. 本文提出一种计算非轴对称磁绝缘电子鞘层边界
的方法. 通过引入角向非均匀分布的模数, 将经典一维轴对称Creedon稳态磁绝缘理论推广应用于圆柱坐标
系下二维 (r, θ)平面. 建立了感应电压叠加器次级非轴对称磁绝缘的二维Creedon物理模型, 给出了非轴对
称磁绝缘电子鞘层边界的数值计算方法和计算误差. 当阴极角向磁场 (阴极电流)角向分布满足余弦函数时,
电子鞘层边界接近高斯分布. 阴极电流角向不均匀程度越大, 电子鞘层边界偏心程度越严重, 计算误差越大.

关键词: 磁绝缘感应电压叠加器, 注入电流非均匀分布, 非轴对称磁绝缘, 电子鞘层边界
PACS: 84.70.+p, 07.85.Fv, 41.20.–q, 52.35.–g DOI: 10.7498/aps.66.038402

1 引 言

磁绝缘传输线 (magnetically insulated trans-
mission lines, MITL)在超高功率脉冲传输和汇聚
中具有重要应用 [1−4]. 大型脉冲功率装置常采用
数米至几十米长的MITL, 长距离MITL内电极通
常仅在首端与装置连接固定, 这种悬臂式支撑结
构易造成MITL内电极偏心、电极间电/磁场非轴
对称分布, 从而引起非轴对称磁绝缘 [4−7]. 此外,
在磁绝缘感应电压叠加器 (magnetically induction
voltage adders, MIVA)中, 由于感应腔初级注入电
流非均匀分布, 也会导致MIVA次级磁绝缘呈现非
轴对称特性 [7−11].

磁绝缘电子鞘层边界是联系MITL微观特性
(空间电子电荷密度、电荷质心、漂移速率)和宏观
特性 (线电压、阴/阳极电流、运行阻抗)的关键参数.

电子鞘层边界限定了磁绝缘空间电子的活动区域,
可视作MITL的虚阴极, 电子鞘层边界和阳极构成
的传输线特征阻抗即是MITL的实际运行阻抗 [12].
沿电子鞘层边界对磁场强度进行环路积分, 可获得
MITL阳极电流. 在非轴对称磁绝缘研究中, 电子
鞘层边界是评估磁绝缘状态和性能的重要物理量.

在通常的一维、轴对称磁绝缘中, 电子鞘层边
界是与MITL阴/阳电极共圆心的同心圆 (rs ≡常
数). 对于非轴对称磁绝缘, 电子鞘层边界 rs(θ)随
角向位置呈某种分布, 即 rs(θ) = f(θ). 目前已有
的磁绝缘模型 (1975年Creedon层流理论 [13], 1979
年Mendel [14]任意动量理论, 1990 年Lawconnell
和Neri [15]通用Laminar理论, 2006年Ottinger和
Schumer [16]基于粒子模拟修正的Mendel理论, 以
及 2006年Stygar等 [17]磁绝缘电子弹性碰撞理论)
主要用来描述一维、轴对称磁绝缘问题. 由现有模
型很难直接获得非轴对称磁绝缘 rs(θ)的解析解.
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电子鞘层边界 rs(θ)也很难直接实验测量, 目
前主要采用粒子模拟 (particle in cell, PIC)方法,
通过跟踪大量磁绝缘空间电子的轨迹来确定 [16].
确定非轴对称磁绝缘的 rs(θ)必须采用三维 PIC
模型, 这对PIC模拟软件及代码提出了较高要求.
国外主要采用大型三维粒子模拟软件LSP (large
scale procedure), 国内电子科技大学研发了三维
粒子模拟软件CHIPIC3D,并用于 “聚龙一号”装置
四层圆盘锥MITL和 1 MV LTD装置螺旋支撑杆
MITL的三维粒子模拟 [18−21]. 但是, 大型脉冲功
率装置或器件的三维PIC计算耗时极长, 模拟结果
因受多种因素和假设条件的影响随机性很大. 因
此, 本文提出了一种确定MIVA次级非对称磁绝缘
电子鞘层边界 rs(θ) 的方法.

2 MIVA次级非轴对称磁绝缘物理
模型

图 1为MIVA次级MITL横截面 (垂直功率传
输方向)示意图. rc, ra分别为MITL阴、阳极半径,
rs(θ)为待求解的磁绝缘电子鞘层边界. MIVA感应
腔初级注入电流非均匀分布导致次级磁绝缘阴/阳
极电流、电/磁场角向非轴对称分布 [22,23]. 即使
MITL阴/阳电极同轴, 仍然会导致 rs(θ)偏心 [24].

rc

ra

rs↼θ↽

图 1 圆柱坐标系下两维 (r, θ)平面非轴对称磁绝缘
示意图

Fig. 1. The schematic of the nonaxisymmetrical
magnetic insulation on a two-dimensional plane of
(r, θ) under cylindrical coordinate.

由磁绝缘Creedon层流理论 [13], 磁绝缘达到
稳态时空间电子区域 (rc < r < rs(θ))和真空区域
(rs(θ) < r < ra) 的相对论因子γi(r, θ)和γo(r, θ)
分别满足数学物理方程 [25−28],

∇2γi =
γ

γ2 − 1
(∇γi)

2, (1a)

∇2γo = 0. (1b)

在阴极 (r = rc)和阳极 (r = ra)的边界位置,
γi(r, θ)和γo(r, θ)分别满足如下边界条件,γi(rc, θ) ≡ 1,

γo(ra, θ) ≡ γ0,
(2)

其中γ0 = 1 + eV0/(mc2)为阳极的相对论因子, e

为电子电荷量, m为电子静止质量, V0为阴 -阳电极
间线电压.

在电子鞘层边界 rs(θ) 处, 满足分界面衔接
条件,

γi(r, θ) = γo(r, θ)|r=rs(θ), (3a)
∂γi(r, θ)

∂n
=

∂γo(r, θ)

∂n

∣∣∣
r=rs(θ)

. (3b)

采取分离变量法 [29]求解方程 (1), 考虑到γi(r,
θ)和γo(r, θ)在 [0, 2π]内关于 θ = π 对称, 并代入
边界条件 (2), 得到相对论因子 γi(r, θ)和 γo(r, θ)
的解析解分别为

γi(r, θ) = cosh
{
a0 ln

(
r

rc

)
+

n∑
j=0

aj ·
[(

r

rc

)j

−
(
rc
r

)j]
× cos(jθ)

}
, (4a)

γo(r, θ) = γ0 + b0 ln
(

r

ra

)
+

n∑
j=0

bj ·
[(

r

ra

)j

−
(
ra
r

)j]
× cos(jθ), (4b)

其中n为非负整数, 表征阴/阳极电流角向非均
匀分布的模数, 若令n = 0, (4)式即为经典的一
维、轴对称磁绝缘Creedon层流模型 [13,28]; 系数aj ,
bj (0 6 j 6 n, j为整数)为待定常数, 其取值与
阴/阳极电流角向分布有关.

当给定MITL结构参数 (阴/阳极半径 ra, rc)、
线电压V0和阴极电流角向分布 Ic(θ)时, 联合方程
(3)和 (4), 可确定电子鞘层边界 rs(θ). 但因方程 (4)
为超越方程, 难以直接获得 rs(θ)的解析解, 需要采
用数值方法进行求解.
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3 计算电子鞘层边界rs(θ)的数值
方法

3.1 确定系数aj (0 6 j 6 n)

由磁绝缘稳态时空间电子径向受力平衡 [27],
得到

Bθ(r, θ) = −Er(r, θ)

υz
, (5)

其中Er(r, θ) = −∂V

∂r
= −mc2

e
· ∂γi(r, θ)

∂r
, vz为磁

绝缘空间电子轴向漂移速率, Bθ(r, θ)为磁感应强
度的角向分量.

(4)和 (5)式联合, 得到在 rc < r < rs(θ) 区域
Bθ(r, θ)满足,

Bθ(r, θ) = − mcγ

e
· 1
r

{
a0 +

n∑
j=1

j · aj

×
[(

r

rc

)j

+

(
rc
r

)j]
cos(jθ)

}
. (6)

令 (6)式中 r = rc, 得到阴极表面角向磁场Bθ(rc, θ),

Bθ�(rc, θ)

= − mc

e
· 1

rc

(
a0 +

n∑
j=1

2j · aj · cos(jθ)
)
. (7)

采用正交三角函数系 cos(jθ)将Bθ(rc, θ)在 [0,
2π]区间内做Fourier级数展开, 得系数aj ,

a0 =
1

2π
κ ·

∫ 2π

0

Bθ�(rc, θ)�dθ,

aj =
1

2jπ
κ ·

∫ 2π

0

Bθ�(rc, θ) · cos(jθ)dθ

(1 6 j 6 n), (8)

其中κ为常数, κ = −erc/mc.
由 (8)式可知, 系数aj取决于阴极表面角向磁

场Bθ(rc, θ)角向分布. 实际中, Bθ(rc, θ)角向分布
可由感应电压叠加器的电磁模拟或实验测量获得.

3.2 确定系数bj(0 6 j 6 n)

由方程 (3b)可以推导系数 bj (0 6 j 6 n)满足
如下矩阵方程,

N(rs) · a = M(rs) · b, (9)

其中a = (a0, a1, · · · , an)T和b = (b0, b1, · · · , bn)T

为n+ 1阶向量. N(rs),M(rs)为 (n+ 1)× (n+ 1)

阶矩阵, 其元素分别为

Mij =
n+1∑
j=1

εj ·
[(

rs
ra

)j−1

+

(
ra
rs

)j−1]
× cos((j − 1)θi),

Nij =
√
γ2

s − 1 ·
{ n+1∑

j=1

εj ·
[(

rs
rc

)j−1

+

(
rc
rs

)j−1]
× cos((j − 1)θi)

}
. (10)

(9)和 (10)式的推导过程见附录A. (9)和 (10)
式表明, 当系数aj确定后, 系数 bj仅与电子鞘层边

界 rs(θ)有关. 因此, 可依据 MIVA次级磁绝缘电子
鞘层边界的物理实际和可能分布, 假定 rs(θ)满足
某种特定的函数分布 f0(θ)(如高斯分布、余弦分布、
二次抛物线分布等), f0(θ)中含有待定系数.

3.3 确定f0(θ)的待定系数

采用最优化问题的全局搜索解法 [30], 确定函
数 f0(θ)中待定系数. 最优化问题可表述为

min σ =

∫ 2π

0

[γi(f0(θ), θ)− γo(f0(θ), θ)]
2dθ,

(11a)

f0(θ) s.t.{rc 6 f0(θ) 6 ra}, (11b)

其中 (11a)式为最优化问题的目标函数, 表征当
rs(θ)为假定函数分布 f0(θ)时, γi(r, θ)和 γo(r, θ)
偏离方程 (3a)的程度, 定义为计算误差. 搜索约束
条件 (11b)限定了电子鞘层边界的取值范围, 即 rc

< f0(θ) <ra.

3.4 确定电子鞘层边界rs(θ)

重复 3.2—3.3节的步骤, 比较多种假定函数分
布 (高斯分布、余弦分布、二次抛物线分布等)的计
算误差, 计算误差最小的分布视为电子鞘层边界
rs(θ).

4 计算方法在MIVA次级非轴对称磁
绝缘的应用

给定MIVA次级MITL运行参数: 阴极半径
rc = 0.1 m, 阳极半径 ra = 0.2 m, 阴 -阳极线电
压V0 = 4 MV, γ0 = 9, 磁绝缘运行在最小电流工
作点.
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在一维轴对称情况 (阴/阳极电流角向均匀分
布)下, 由磁绝缘经典Creedon层流理论, 计算磁绝
缘电子鞘层边缘的相对论势γs = 2.0, 电子鞘层边
界 rs = 0.119 m, 阳极电流 Ia = 132 kA, 阴极电流
Ic = 65.5 kA, 阴极表面角向磁场Bco = 0.131 T.

二维、非轴对称情况下, 由于MIVA感应腔初
级注入电流角向的非均匀分布, 靠近馈入点的角
向位置 (θ = 0) Bθ(rc, θ)明显偏大, 远离馈入点的
角向位置 (θ = π) Bθ(rc, θ)偏小. 假定角向磁场
Bθ(rc, θ) 满足余弦分布,

Bθ(rc, θ) = Bco +Bco · δ · cos(θ), (12)

其中Bco为一维轴对称 (电流角向均匀分布)时阴
极角向磁场, 不均匀系数 δ 用于表征二维非轴对称

情况下Bθ(rc, θ)角向非均匀分布的程度.
假定MIVA次级MITL电子鞘层边界 rs(θ)满

足余弦分布、高斯分布和二次抛物线分布, 其分布
函数分别如 (13)—(15)式所示,

f1(θ) = −p1 cos θ + q1, (13)

f2(θ) = p2 exp[−(θ − π)2/w2
2] + q2, (14)

f3(θ) = −p3(θ − π)2 + q3. (15)

由本文所述的数值计算方法, 可以确定 f1(θ),
f2(θ)和 f3(θ)中待定系数. 三种假定分布函数下电
子鞘层边界 rs(θ)如图 2所示. 余弦、高斯和二次
抛物线三种分布函数下的计算误差分别为 2.7084,
0.0682和 9.6110. 高斯分布的计算误差最小, 因此,
当阴极角向磁场Bθ(rc, θ)满足余弦分布时, MITL
电子鞘层边界 rs(θ)最接近高斯分布.

改变Bθ(rc, θ)角向不均匀系数 δ, 电子鞘层边
界 rs(θ)随之变化. 表 1为几种不均匀系数 δ时三种

分布函数的计算误差. 由表 1可知, 二次抛物线分
布的计算误差最大, 高斯分布的计算误差均最小.
注入电流分布越均匀 (角向磁场Bθ(rc, θ)不均匀系
数 δ越小), 计算误差越小.

当Bθ(rc, θ)不均匀系数 δ分别为25%, 10% 和
2.5%时, 采用高斯函数分布求解的电子鞘层边界
如图 3所示. 电子鞘层边界 rs(θ)的最大值、最小值
和电子鞘层不均匀系数 ζ 如表 2所列, 其中电子鞘
层角向不均匀系数 ζ定义为

ζ =
1

2
· max(rs(θ))− min(rs(θ))

mean(rs(θ))− rc
× 100%, (16)

其中max(rs(θ)), min(rs(θ))和mean(rs(θ)) 分别为
rs(θ)在 θ ∈[0, 2π]的最大值、最小值和平均值. (16)
式定义的 ζ物理含义为电子鞘层厚度的极差与平均

厚度之比.
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图 2 (网刊彩色)三种假定分布函数时电子鞘层边界
(Bθ(rc, θ)不均匀系数 δ = 25%)
Fig. 2. (color online) The electron sheath profiles un-
der the three assumed dstribution functions as the
asymmetric cofficient of Bθ(rc, θ), δ, is about 25%.

表 1 Bθ(rc, θ)不均匀系数 δ 对计算误差的影响

Table 1. The influences of the asymmetric coefficient
of Bθ(rc, θ), δ, on the calculation errors.

不均匀系数 δ
计算误差

余弦分布 高斯分布 二次抛物线分布

25% 2.7084 0.0682 9.6110

10% 0.0619 0.0387 1.2056

2.5% 0.1349 0.0269 0.8871

0.5% 0.1845 0.0098 0.1845

表 2 Bθ(rc, θ)角向不均匀系数 δ不同时电子鞘层边界 rs(θ)的特性
Table 2. The parameters of the electron sheath profiles function as the asymmetric coefficients of Bθ(rc, θ).

Bθ(rc, θ)
不均匀系数 δ

电子鞘层边界

最大max(rs(θ))/m
电子鞘层边界

最小值min(rs(θ))/m
电子鞘层

不均匀系数 ζ

25% 0.135 0.112 27.1%

10% 0.123 0.115 10.1%

2.5% 0.120 0.118 2.6%

0.5% 0.119 0.118 0.86%

038402-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 3 (2017) 038402

由图 3和表 2可知, Bθ(rc, θ)不均匀系数 δ越

大 (注入电流角向不均匀程度越大), 电子鞘层边
界 rs(θ) 偏心程度越严重. 电子鞘层角向不均匀系
数 ζ与Bθ(rc, θ)角向不均匀系数 δ数值相接近. 当
Bθ(rc, θ)分布较均匀 (δ = 0.5%)时, 电子鞘层边界
rs(θ) ≈ 0.119 m, 此数值与一维轴对称Creedon理
论计算的结果相同.
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图 3 不同Bθ(rc, θ)角向不均匀系数 δ时的磁绝缘电子

鞘层边界 (a) δ = 25%; (b) δ = 10%; (c) δ = 2.5%
Fig. 3. The electron sheath profiles under three dif-
ferent asymmetric coefficients of Bθ(rc, θ) for (a)
δ = 25%, (b) δ = 10%, and (c) δ = 2.5%.

5 结 论

在稳态磁绝缘经典、一维轴对称Creedon理论
基础上, 引入表征阴/阳极电流角向非均匀分布的
参数 (角向非均匀分布模数n), 建立了圆柱坐标下
MIVA次级非轴对称磁绝缘的二维Creedon物理模
型, 给出了磁绝缘电子鞘层边界 rs(θ)的数值计算
方法和计算误差. 当给定磁绝缘线结构参数 (阴/阳
极半径)、线电压和阴极电流 (阴极角向磁场)角向
分布时, 可计算磁绝缘电子鞘层边界 rs(θ). 本文提
出的磁绝缘电子鞘层边界确定方法具有计算效率

高、耗时短等优点, 该方法已用于MIVA次级非轴
对称磁绝缘电子鞘层边界的确定. 结果表明, 当阴
极角向磁场Bθ(rc, θ)角向分布满足余弦函数时, 电
子鞘层边界 rs(θ)呈高斯分布. 研究了电流均匀性
对磁绝缘电子鞘层边界 rs(θ)的影响, 结果表明, 随
着电流不均匀程度增加, 电子鞘层偏心程度加大;
电子鞘层 rs(θ)的角向不均匀系数和阴极角向磁场
Bθ(rc, θ)的不均匀系数数值相近.

感谢西安交通大学数学学院李东升教授、电气工程学

院马西奎教授和葛晓宇博士对数值求解方法给予的良好建

议. 感谢西北核技术研究所付梅艳、尹佳辉、姜晓峰、曾江

涛、张鹏飞、来定国、孙江等的讨论.

附录A 矩阵方程 (9)的推导
分界面衔接条件 (3)的物理意义是在分界面 rs(θ)上,

电势和法向电场连续.
当电子鞘层偏心程度较轻 (即 (rs − rc)/rc ≪ 1)时,

∂/∂n ∼= ∂/∂r, (3b)式可简化为

∂γi(r, θ)

∂r
=

∂γo(r, θ)

∂r

∣∣∣
r=rs(θ)

. (A1)

将 (4)式中 γi(r, θ)和 γo(r, θ)表达式代入 (A1)式, 得
到

√
γ2s − 1 ·

{
a0 +

n∑
j=1

j · aj

[(
rs

rc

)j

+

(
rc

rs

)j]
· cos(jθ)

}

=

[
b0 +

n∑
j=1

j · bj
[(

rs

ra

)j

+

(
ra

rs

)j]
· cos(jθ)

]
. (A2)

为了便于分析, 将 (A2)式等号两边均写成级数求和形
成, 即

√
γ2s − 1 ·

{ n+1∑
j=1

εj · aj−1 ·
[(

rs

rc

)j−1

+

(
rc

rs

)j−1]

× cos((j − 1)θ)

}
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=

n+1∑
j=1

εj · bj−1

[(
rs

ra

)j−1

+

(
ra

rs

)j−1]
× cos((j − 1)θ), (A3)

其中

εj =

1/2, j = 1,

j − 1, 2 6 j 6 n+ 1.
(A4)

由于方程 (A3)对于 [0, 2π]内任意 θ均成立, 因此, 将
θ 离散化处理, 在 [0, 2π]取 (n+ 1)个离散点,

θi =
2π

n
· i (i = 0, 1, 2, · · · , n). (A5)

对于任意一个 θi均满足方程 (A3), 可以得到,

√
γ2s − 1 ·

{ n+1∑
j=1

εj · aj−1 ·
[(

rs

rc

)j−1

+

(
rc

rs

)j−1]

× cos((j − 1)θ0)

}
=

n+1∑
j=1

εj · bj−1

[(
rs

ra

)j−1

+

(
ra

rs

)j−1]
· cos((j − 1)θ0),

√
γ2s − 1 ·

{ n+1∑
j=1

εj · aj−1 ·
[(

rs

rc

)j−1

+

(
rc

rs

)j−1]

× cos((j − 1)θ1)

}
=

n+1∑
j=1

εj · bj−1

[(
rs

ra

)j−1

+

(
ra

rs

)j−1]
· cos((j − 1)θ1),

...√
γ2s − 1 ·

{ n+1∑
j=1

εj · aj−1 ·
[(

rs

rc

)j−1

+

(
rc

rs

)j−1]

× cos((j − 1)θn)

}
=

n+1∑
j=1

εj · bj−1

[(
rs

ra

)j−1

+

(
ra

rs

)j−1]
× cos((j − 1)θn). (A6)

将公式 (A6)写成矩阵方程的形式, 即

N(rs) · a = M(rs) · b, (A7)

其中, a = (a0, a1, · · · , an)
T和 b = (b0, b1, · · · , bn)T 为

n + 1阶向量; N(rs),M(rs)为 (n + 1) × (n + 1)阶矩阵,
其元素分别为

Mij =

n+1∑
j=1

εj ·
[(

rs

ra

)j−1

+

(
ra

rs

)j−1]
· cos((j − 1)θi),

Nij =
√

γ2s − 1 ·
{ n+1∑

j=1

εj ·
[(

rs

rc

)j−1

+

(
rc

rs

)j−1]

× cos((j − 1)θi)

}
. (A8)
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Abstract
The nonaxisymmetrical magnetic insulation would occur due to the disalignment of inner electrodes in long magneti-

cally insulated transmission lines, or the nonuniform distributions of injected currents in induction cavities of magnetically
insulated induction voltage adders (MIVA). The electron sheath profile is a very important parameter to characterize
the nonaxisymmetrical magnetic insulation. In the past, the three-dimensional particle in cell simulation was usually
used to determine the electron sheath profile, which is extremely time-consuming and inefficient. In this paper, a fast
and efficient calculation method is proposed. The classical one-dimensional Creedon theory of the magnetic insulation
equilibrium is generalized to a two-dimensional plane of (r, θ) via introducing a parameter defined as the azimuthal mode
number. Two-dimensional Creedon is developed to model the asymmetric magnetic insulation of the MIVA. Provided
the azimuthal distributions of magnetic flux density on the cathode, which is in proportion to the cathode current, the
two-dimensional Creedon model is numerically solved. A numerical solution method to calculate the electron sheath
profile is proposed, and then the calculation error is also given. As the azimuthal distribution of magnetic flux density
on the cathode meets a cosine function, the profile of the electron sheath is approximate to the Gauss function. As the
nonuniform portion of cathode current increases, the electron sheath becomes more eccentric, and the calculation error
is also much larger.

Keywords: magnetically insulated induction voltage adders, asymmetrical distribution of injected
currents, nonaxisymmetrical magnetic insulation, electron sheath profile
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