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基于多重影响力矩阵的有向加权网络节点重要性

评估方法∗

王雨 郭进利†

(上海理工大学管理学院, 上海 200093)

( 2016年 10月 15日收到; 2016年 11月 23日收到修改稿 )

本文基于有向加权网络模型, 构建了三个影响力矩阵, 并利用层次分析法对其赋权求和, 形成多重影响力
矩阵, 从而提出了一种基于该矩阵的节点重要性评价方法. 该方法通过新定义的交叉强度指标, 来表征节点
的局部重要性; 利用全网节点对待评估节点的重要性影响总值, 来表征节点在全网中的相对重要性. 在分析
影响节点对待评估节点的影响比例时, 既考虑到节点间的距离因素, 又引入了最短路径条数因素; 既考虑了该
影响节点对网络中其他节点的影响关系, 又考虑了网络中其他节点对该待评估节点的影响关系, 使得评价方
法更加全面. 将算法运用于ARPA网络, 结果表明, 该方法能有效地区分各节点之间的差异. 最后, 对实验结
果进行连锁故障的仿真对比实验, 进一步验证了方法的有效性.

关键词: 有向加权网络, 节点重要性, 多重影响力矩阵, 最短路径条数
PACS: 02.10.Ox, 89.75.Hc, 89.75.Fb DOI: 10.7498/aps.66.050201

1 引 言

复杂网络具有非同质的拓扑结构, 这决定了
网络中的每个节点不可能具有完全相同的重要程

度 [1]. 因此, 采用定量方法挖掘出网络中的关键节
点, 并对其性质进行针对性的分析和利用具有十分
重要的意义 [2], 它有助于提高整个网络的可靠性与
抗毁性 [3,4]. 目前, 节点重要性评估的研究多集中
在无向或无权网络上 [5−12], 然而, 现实世界中的网
络多数是有向加权网络, 不仅要考虑节点之间相互
作用的强弱 [12], 还要考虑其方向 [5]. 将节点重要性
评估的研究拓展到有向加权网络, 对于推动复杂网
络的发展具有更为重要的实用价值.

国内外学者从不同角度提出了多种有价值的

评价方法. “中心性”常用来衡量节点的重要性, 常
见的指标有度、接近中心性、介数、累计提名等. 例
如Jeong等 [13]利用度指标研究了蛋白质网络. 然

而, 度相同的节点在网络中的重要度未必相同. 另
外, 度指标仅利用了节点最局部的邻居信息, 并
没有考虑节点在网络中的位置, 其应用非常有限.
Freeman [14]于1977年在研究社会网络时提出介数
指标. 但该指标需要计算网络中任意节点对之间
的最短路径, 其算法的时间复杂度较高, 对于大规
模网络并不适用. 近年来, 有学者开始基于信息
扩散的视角识别网络中的关键节点. 例如Kitsak
等 [15]提出利用k-核 (ks)分解法来挖掘中心节点.
该方法认为ks指标越大的节点越重要. 然而, 在
BA网络和树形网络中, 所有的节点具有相同的ks
值, 同层的节点无法比较其重要性. 另外, 该方法
也不能直接运用于有向网络、加权网络. Lü等 [16]

提出了LeaderRank算法, 该算法没有参数, 相比
经典的PageRank算法 [17]更加精准. 但是, 标准的
LeaderRank算法中背景节点和所有节点的连接都
一样, 不切合实际且不能直接运用到加权网络.

目前有向加权网络节点重要度评估的研究
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还相对较少. Xu等 [18]借鉴PageRank算法, 提出
一个有向加权网络节点重要性的评价指标——

DWCN-NodeRank. 但是, 该算法不能同时获得较
高的评估精度和较快的收敛速度. Liu等 [5]充分利

用网络的拓扑结构特征和邻居节点的重要性, 提出
了一种基于交互信息的节点重要性评价方法, 该
方法将节点所包含的信息量作为其重要性的衡量

指标. 节点所包含的信息越多, 就越重要, 这在一
定程度上能区分节点间的差异. 但该方法仅考虑
了网络的有向性, 而没有对加权网络进行讨论, 王
班等 [19]对其进行改进, 使其适用于有向加权网络.
但是, 文献 [5, 19] 均只考虑了邻居节点之间的交互
信息, 而忽略了那些非直接相邻的节点之间也可能
沿着某路径进行信息交互, 不够全面. 周漩等 [20]

结合节点的效率和度值, 提出了节点重要度贡献矩
阵的概念, 以此表示节点之间的相互依赖关系, 进
而判断节点的重要度. 但是, 该方法将节点的重要
度平均贡献给邻居节点, 且认为这种重要性依赖关
系仅仅存在于邻居节点之间, 与现实不符. 实际上,
当网络具有较强的连通性, 即所有节点之间的关系
比较紧密时, 非邻居节点之间的相互依赖关系就不
能被忽略. Hu等 [21]以及范文礼和刘志刚 [22] 分别

提出了基于重要度贡献关联矩阵和网络传输效率

矩阵的节点重要性评价方法. 这两种方法不仅认为
邻居节点之间存在相互作用, 而且考虑到非邻居节
点也可通过某种途径向待评估节点贡献自身的重

要度, 克服了重要度贡献只依赖邻居节点的不足.
但是, 传输效率矩阵在判断重要性贡献比例值时,
仅考虑了节点间的最短路径长度这一因素, 显然不
够全面. 事实上, 两节点间的相互影响程度还与二
者之间的最短路径条数相关.

基于以上考虑, 本文通过新定义的交叉强度指
标, 来表征有向加权网络中节点的局部重要性. 为
研究节点在全网中的相对重要性, 本文不仅同时考
虑了最短路径长度和最短路径条数两个影响因素,
还分别从影响节点和待评估节点两个角度构建了

另外两个影响力矩阵, 以此来表示全网节点之间的
重要性影响关系, 进而提出了基于多重影响力矩阵
的综合评价算法. 本文结构如下: 在第二部分, 引
入交叉强度指标及其他相关指标. 在第三部分, 构
建三种影响力矩阵, 并运用层次分析法求得 “多重
影响力矩阵”, 进而提出评价算法. 在第四部分, 将
评价方法运用于几个具体的有向加权网络, 并进行

仿真实验分析, 以此验证算法的有效性. 在最后一
部分, 给出本文的总结.

2 理论基础

有向加权复杂网络模型G = (V,E,W ).
其中V = {v1, v2, · · · , vn}为节点集合, E =

{e1, e2, · · · , em}为边集合, (vi, vj) ∈ E, 表示从节
点 vi到 vj的一条有向边. 网络节点数目为n = |V |,
边数为m = |E|. 邻接矩阵记为An×n = (aij),当且
仅当存在一条从节点 vi指向 vj的有向边时aij = 1,
否则aij = 0. W 表示有向边的权重矩阵, wij表示

有向边 (vi, vj)的权值. 有向加权网络的权重矩阵
一般不对称, 即wij ̸= wji.

在有向加权网络中, 每个节点的强度可以分为
入强度和出强度 [23]. 强度指标将入强度和出强度
简单相加, 无法有效区分两者之间的差异. 针对这
一问题, 本文把有向加权网络中入强度和出强度的
概念相结合, 提出节点交叉强度的概念.

定义1 交叉强度. 为了综合考虑节点的入强
度和出强度, 本文将节点 vi的交叉强度定义如下:

Sc
i = λSin

i + (1− λ)Sout
i , (1)

其中, λ是一常数, 它满足0 < λ < 1, Sin
i =

n∑
j=1

wji

表示节点 vi的入强度, Sout
i =

n∑
j=1

wij表示节点 vi

的出强度. 当λ > 0.5时, 节点的入强度被认为对节
点的重要性影响程度更大; 当λ < 0.5时, 节点的出
强度被认为对节点的重要性影响程度更大. 常数λ

的不同取值会得到不同的节点交叉强度值, 从而导
致节点重要性评价结果产生一定差异.

由于本文所有算法是在相似权 [24]原则下进行

的, 即连边的权重越大表示两点间的距离越小, 关
系越亲密, 因此认为节点的入强度更能反映节点的
重要性. 比如其他用户转发某用户的微博数, 相比
该用户转发其他用户的微博数更能反映该用户的

重要性; 其他作者引用某作者的文章数, 相比该作
者引用的文章数更能反映该作者的重要性, 等等.
交叉强度对节点强度进行了拓展, 是衡量节点重要
性的局部指标. 常数λ的引入也使该指标同样可以

度量那些出度非常大但入度为0或入度非常大但出
度为0的节点重要性, 更自然的用于有向加权网络.
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定义2 节点效率 [20]. 节点 vi的效率是指从

该节点到网络中其他节点之间距离倒数之和的平

均值表示为

Ii =
1

n− 1

n∑
j=1,j ̸=i

1

dij
, (2)

其中, dij表示从节点 vi到节点 vj的距离; 1/dij表
示从节点 vi到节点 vj 的效率, 记作 eij . 节点效率
值可表征从该节点到达网络中其他节点的平均难

易程度. 效率值越大, 说明该节点越可能处于网络
的中心位置, 它在信息传输和总发挥的作用越大.

定义3 网络平均效率 [25]. 网络的平均效率
是指网络中所有节点对之间距离倒数之和的平均

值, 它用来表示网络信息流通的平均难易程度:

I =
1

n(n− 1)

∑
i ̸=j

1

dij
. (3)

3 基于多重影响力矩阵的节点重要性
评价方法

网络中的节点并不都是孤立存在的, 而是受到
其他节点的影响和制约. 这种影响关系可以用节
点重要性影响矩阵来描述. 从信息传输路径的角
度, 网络中其他节点对某节点重要性的影响比例值
会受到最短路径长度和最短路径条数两个因素的

影响 [14,26]. 需要注意的是, 节点间的依赖关系不
仅存在于邻居节点之间. 当网络连通性较好, 即节
点之间具有较强的可达性时, 非邻居节点仍可以通
过其有效路径传递自身的重要性, 从而影响所指向
节点的重要性. 这里的有效路径既可以是最短路
径, 也可以是非最短路径. 本文假设节点会优先选
择其最短路径进行信息传播, 这样花费的成本最
低 [26]. 当然, 节点通过非最短路径对其他节点施
加的影响也需考虑在内. 基于此, 本文建立了三个
重要性影响矩阵来表示节点间的这种重要性依赖

关系.

3.1 基于效率的影响力矩阵

从空间自相关的角度, 两个对象距离越远, 对
彼此的依赖程度越弱. 利用空间自相关理论 [27], 可
以认为: 在其他条件相同时, 网络中任一节点对待
评估节点的影响比例与两节点之间的距离成反比,
距离越大, 重要性影响比例就越小. 节点间的效率

值 eij是距离dij的倒数, 该指标既表征了节点间相
互作用的最直接、有效的形式, 又体现了影响比重
与距离的衰减关系, 即当 i = j或从 vi到 vj不存在

路径时, eij = 0; 当 vi直接指向 vj时, 其传输效率
值最大, eij = 1; 当 vi存在非直接到达 vj的路径时,
eij ∈ (0, 1). 因此, 可构建如下效率矩阵E, 它能
从最短路径长度的角度反映节点间重要性的影响

程度.

E =


0 e12 . . . e1n

e21 0 . . . e2n
...

... . . . ...

en1 en2 · · · 0

 . (4)

3.2 基于最短路径条数的影响力矩阵

节点间的重要性影响程度除了取决于两节点

间的最短路径长度, 还与连接两节点的路径数有
关. 不妨固定待评估节点 vj , 考察网络其他节点对
vj的影响程度. 假设从节点 vi到 vj 的距离dij等于

从节点 vk到 vj的距离dkj , 但从 vi到 vj长度为dij

的路径数远多于从 vk到 vj长度为dkj的路径数, 那
么在其他条件完全相同的情况下, vi要比vk更能影

响 vj的重要性. 以朋友网络为例, 假设A和B都能
最少通过两层人物关系联系到C, 但A既可以通过
路径A→D→E→C, 又可以通过路径A→F→G→C
联系到C, 而B仅能通过路径B→D→G→C联系到
C. 那么在其他条件完全相同的情况下, 人物A对C
的影响力就要大于B对C的影响力. 同样地, 固定
影响节点 vi, 考察其对网络其他节点的影响程度,
结论亦然.

在无向网络中, 邻接矩阵具有重要性质 [28]:
邻接矩阵的 k次幂里的元素值 (Ak)ij(k ∈ Z+)等

于对应节点对 (vi, vj)之间长度为k的任意路径数.
同样地, 这条性质也可推广到有向网络. 由于

(A2)ij =
n∑

m=1

aimamj , 所以 (A2)ij表示了从节点 vi

到节点 vj所经历的长度为 2 的路径条数. 对于任
意正整数k(k > 2), 由于

(Ak)ij=
n∑

m1=1

n∑
m2=1

· · ·
n∑

mk−2=1

n∑
mk−1=1

aim1
am1m2

· · ·

× amk−2mk−1
amk−1j ,

所以, (Ak)ij表示了从节点 vi到节点 vj之间长度为

050201-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 5 (2017) 050201

k的路径总数. 本文假设节点优先通过最短路径向
网络中其他节点传播自身的重要性, 因此可利用该
条性质计算从节点 vi到节点 vj之间的最短路径数,
即长度为dij的路径总数 (Adij )ij . 当 i = j或从 vi

到 vj不存在路径时, dij → ∞, (Adij )ij = 0.
需要特别强调的是, 某节点 vi(影响节点)对节

点 vj(待评估节点)的影响程度除了取决于两节点
间的距离大小、最短路径条数, 还取决于其他节点
对 vj的影响以及 vi对其他节点的影响. 比如, 在其
他条件不变时, 如果网络中的其他节点均不对 vj

产生影响, 那么 vi对 vj的影响程度就会相对变大,
反之就会变小; 另一方面, 在其他条件不变时, 如
果 vi仅对 vj产生影响, 而不存在指向其他节点的
连边那么 vi对 vj的影响程度也会相对变大, 反之
就会变小. 因此, 可以基于最短路径条数对这两种
情况进行分析, 分别构建以源节点, 即影响节点为
中心的影响力矩阵SIP (source node-centred in-
fluence power matrix)和以目标节点, 即待评估节
点为中心的影响力矩阵TIP (target node-centred
influence power matrix):

SIP =



0
Ad12

12

Ad12
11 +Ad12

12 +Ad12
13 +· · ·+Ad12

1n

· · · Ad1n
1n

Ad1n
11 +Ad1n

12 +Ad1n
13 +· · ·+Ad1n

1n

Ad21
21

Ad21
21 +Ad21

22 +Ad21
23 +· · ·+Ad21

2n

0 · · · Ad2n
2n

Ad2n
21 +Ad2n

22 +Ad2n
23 +· · ·+Ad2n

2n

...
... . . . ...

Adn1
n1

Adn1
n1 +Adn1

n2 +Adn1
n3 +· · ·+Adn1

nn

Adn2
n2

Adn2
n1 +Adn2

n2 +Adn2
n3 +· · ·+Adn2

nn

· · · 0


,

(5)

TIP =



0
Ad12

12

Ad12
12 +Ad12

22 +Ad12
32 +· · ·+Ad12

n2

· · · Ad1n
1n

Ad1n
1n +Ad1n

2n +Ad1n
3n +· · ·+Ad1n

nn

Ad21
21

Ad21
11 +Ad21

21 +Ad21
31 +· · ·+Ad21

n1

0 · · · Ad2n
2n

Ad2n
1n +Ad2n

2n +Ad2n
3n +· · ·+Ad2n

nn

...
... . . . ...

Adn1
n1

Adn1
11 +Adn1

21 +Adn1
31 +· · ·+Adn1

n1

Adn2
n2

Adn2
12 +Adn2

22 +Adn2
32 +· · ·+Adn2

n2

· · · 0


.

(6)

对于矩阵SIP , 元素为A
dij

ij

/ n∑
k=1

A
dij

ik (i, j =

1, 2, · · · , n), 其分子表示从节点 vi到节点 vj的最

短路径数, 即长度为dij的路径数, 分母表示从节
点 vi到网络中所有节点长度为dij 的路径数总和,
二者的比值是从固定影响节点 vi的角度, 来分
析其对 vj的影响比例的; 对于矩阵TIP , 元素为

A
dij

ij

/ n∑
k=1

A
dij

kj (i, j = 1, 2, · · · , n), 其分母表示网络

中的所有节点到节点 vj 长度为dij的路径数总和,
分子与分母的比值是从固定待评估节点 vj的角度,
来分析vi对其的影响比例的. 由矩阵元素的分母表
示还可以看出, 这两个矩阵均考虑到了其他节点对

在非自身最短路径上的信息传播对所研究节点对

之间依赖程度的影响.

1

2

3 5

4

6

图 1 一个简单的拓扑结构

Fig. 1. A simple topological structure.

图 1是含有 5个节点的简单拓扑结构, 图 2 (a)
和图 2 (b)分别是从某影响节点和待评估节点的角
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度提取的图 1网络的部分拓扑结构. 以此为例, 利
用上述 3个矩阵, 从不同角度比较各重要性影响比
例值的大小. 由于重要性影响比例是根据信息传输
的路径来分析的, 所以暂不考虑连边上的权重值.

1

2

3 5

4

(a)

2

3 5

4

6

(b)

图 2 分别从某影响节点和待评估节点的角度提取的

图 1网络的部分拓扑结构 (a)节点 v1影响 v3, v5的路径
图; (b)节点 v2, v4影响 v6的路径图

Fig. 2. Part topology extracted from figure 1 from the
perspective of acertain sourcenode and target node:
(a) The path graph that v1 influences v3 and v5;
(b) the path graph that v2 and v4 influence v6.

根据 (4)—(6)式得:

E =



0 1 0.5 1 0.5 0.33

0.33 0 1 0.25 0.2 0.5

0.5 0.33 0 0.33 0.25 1

0.33 0.25 1 0 1 0.5

0.5 0.33 0.25 0.33 0 1

1 0.5 0.33 0.5 0.33 0


,

SIP =



0 0.5 0.67 0.5 0.33 1

1 0 1 0.5 0.33 1

1 0.5 0 0.5 0.33 1

1 0.5 0.5 0 0.5 1

1 0.5 0.67 0.5 0 1

1 0.5 0.67 0.5 0.33 1


,

TIP =



0 1 1 1 1 1

0.33 0 0.5 0.33 0.33 0.33

0.5 0.5 0 0.5 0.5 0.5

0.67 0.67 0.5 0 1 0.67

0.5 0.5 0.5 0.5 0 0.5

1 1 1 1 1 0


.

效率矩阵主要用于两节点间距离不相等时的

影响比例比较, 而矩阵SIP 和TIP 分别是从影响

节点和待评估节点的角度, 用于两节点间距离相
等时的影响比例的比较. 一般来讲, 当比较重要性
影响比例大小时, 首先要考虑的就是节点间的距
离, 然后再考虑距离相同时, SIP 和TIP 中元素

的大小.
从节点间的效率角度, 由于d13 = 2 < d16 = 3,

使得 e13 > e16, 所以节点 v1对 v3的影响比例要大

于 v1对 v6的影响比例.
从SIP 的角度, 比较同行元素. 以 v1对 v3,

v5的影响为例, 图 2 (a)给出 v1影响 v3, v5的路径

图. 虽然 e13 = e15 = 0.5, 但是由于 v1到 v3的

最短路径数 2大于 v1到 v5的最短路径数 1, 导致
SIP13 = 0.67 > SIP15 = 0.33. 因此单从影响节点
的角度, 节点 v1对 v3的影响比例要大于 v1对 v5的

影响比例. 当然实际的影响比例还与 v3, v5各自对
应的TIP 有关.

从TIP 的角度, 比较同列元素. 以 v2, v4对

v6的影响为例, 图 2 (b)给出 v2, v4影响 v6的路径

图. 虽然 e26 = e46 = 0.5, 但是由于 v4到 v6的

最短路径数 2大于 v2到 v6的最短路径数 1, 导致
TIP46 = 0.67 > TIP26 = 0.33. 因此单从待评估节
点的角度, 节点 v4对 v6的影响比例要大于 v2对 v6

的影响比例. 当然实际的影响比例还与 v2, v4各自
对应的SIP 有关.

3.3 构建多重影响力矩阵

由以上分析可知, 节点之间的影响程度同时受
到节点间的距离、最短路径数以及影响节点对网

络中所有节点的影响比例、网络中所有节点对待

评估节点的影响比例的多重制约. 因此, 要想全面
反映节点间的影响比例大小, 就需要对矩阵E、矩

阵SIP 和TIP 进行赋权加总, 构建多重影响力矩
阵. 各矩阵权重的计算使用改进的层次分析法 [29]

得出, 步骤如下:
第一步, 采用 (0, 1, 2)三标度法对每一个矩阵

进行两两比较, 建立比较矩阵;
第二步, 利用极差法将比较矩阵转化为判断矩

阵, 并进行一致性检验, 最后得到矩阵权重. 具体
的计算方法参见文献 [29]. 表 1列出了按照 (7)式三
标度法构造的比较矩阵B中的元素值.
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表 1 (0, 1, 2) 三标度法构建各矩阵重要性的比较值
Table 1. Importance comparison of matrix with (0, 1,
2) three-demarcation method.

B E SIP TIP

E 1 2 2

SIP 0 1 1

TIP 0 1 1

表 1中的比较矩阵

B = (bij) =


2, 矩阵i比矩阵j重要,

1, 矩阵i与矩阵j同等重要,

0, 矩阵j比矩阵i重要.

(7)

比较矩阵B的构建是基于以下考虑: 效率矩
阵E通过距离直接体现了节点间的亲疏关系, 而
且在比较节点间的影响比例值大小时, 首先要考虑
的是两节点之间的距离, 然后再去考虑当距离相同
时, 最短路径数对比例值的影响. 因此可认为效率
矩阵E比其他两个矩阵更加重要; 而矩阵SIP 和

TIP 都是基于最短路径数来研究节点间的相互影

响的, 区别仅在于侧重点不同, SIP 考虑到影响节
点对网络中所有待评估节点的影响, TIP 考虑到

网络中所有影响节点对待评估节点的影响, 这两种
情况都需要考虑在内, 无法比较其好坏, 因此认为
这两个矩阵具有同等的重要性.

经一致性检验, 得到各矩阵的权重值分别为
wE = 0.82, wSIP = 0.09, wTIP = 0.09. 对各矩阵
加权求和, 便得多重影响力矩阵M :

M = (mij)n×n

= 0.82E + 0.09SIP + 0.09TIP . (8)

M中的元素mij表示考虑各因素后, 节点 vi对 vj

的综合影响比例值. 由于节点效率值能体现该节点
对于整个拓扑网络信息传输的贡献, 因此, 选取节
点效率作为其对整个网络节点重要性影响的初始

值. 那么每个节点对网络中其余节点的依赖程度值
便可用矩阵P 表示:

P = (pij)n×n =


0 I1m12 · · · I1m1n

I2m21 0 · · · I2m2n

...
... . . . ...

Inmn1 Inmn2 · · · 0

 .

(9)

矩阵P 是多重影响力矩阵M的第 i行中的数

都乘以 Ii得来的, 其中 pij = Iimij表示节点 vi对

vj的重要性综合影响值. 在考虑全网节点对待评估
节点重要性影响值的基础上, 结合待评估节点自身
的局部重要性 (交叉强度值), 可以定义节点 vi的重

要度Di:

Di = Sc
i ·

n∑
j=1,j ̸=i

Ijmji, (10)

其中
n∑

j=1,j ̸=i

Ijmji表示节点 vi在全网中的相对重

要性, 它是网络中所有节点对节点 vi的重要性综合

影响值之和, 记作pi.
归一化后, 节点 vi的重要度为

D′
i = Di

/ n∑
k=1

Dk. (11)

3.4 算法流程

本文算法充分考虑了节点的局部重要性和其

受网络其他节点的依赖程度. 已知网络的邻接矩阵
A 和权重矩阵W , 其具体的算法步骤如下:

第一步, 计算所有节点对之间的最短距离
Dis = [dij ]//有向网络的Floyd算法;

第二步, 根据权重矩阵和定义 1, 计算出每个
节点的交叉强度Sc

i (i = 1, · · · , n);
第三步, 根据定义 2, 计算出每个节点的效

率值 Ii(i = 1, · · · , n)和所有节点对之间的效率值
eij(i, j = 1, · · · , n), 填入效率矩阵E;

第四步, 根据各节点对之间的距离 dij , 计算

所有涉及的矩阵Adij , 并按式A
dij

ij

/ n∑
k=1

A
dij

ik 和

A
dij

ij

/ n∑
k=1

A
dij

kj , 将各比例值分别填入矩阵SIP 和

TIP 中;
第五步, 按照 (8)式, 确定多重影响矩阵M ; 将

矩阵M的第 i行中的数都乘以 Ii, 确定矩阵P ;
第六步, 根据 (10)式和 (11)式, 计算每个节点

的重要度D′
i.

第七步, 将所有节点按照重要性值从大到小进
行排序.

考虑到有些节点仅存在出边, 而不存在入边,
比如微博网络中的 “僵尸用户”, 引文网络中的从
未被引用的文章等, 这时它们的重要度指标D′

i
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都为0. 为了增强此类节点的可比性, 本文对此类
节点的处理如下: 当两个节点的D′

i值均为 0时, 比
较二者的交叉强度值, 值越大的节点, 排序越靠前,
节点越重要.

4 实证分析

4.1 算法有效性分析

首先以图 3所示的具有对称结构的有向加权
网络 [19]为例, 运用本文所提算法计算每个节点的
交叉强度Sc

i 以及最终的重要性指标D′
i, 并与文献

[19]中的交互信息评价方法进行对比分析. 注意,
文献 [19]是对文献 [5]的改进, 使其评价方法能适用
于有向加权网络 (不妨令λ = 0.8).

计算得到各节点的重要性指标值和排序结果,
列于表 2 .

本文算法可以得出重要性的排序: v4和 v7最

重要, 排在首位; v3和 v8同等重要, 仅次于 v4, v7;
v1和 v9同等重要, 次于 v3, v8; v2和 v10最不重要,
排在末位. 合理的解释为: 从图 3可以看出, 节点
v4和 v7处于全局信息控制能力最大的位置, 相当
于两个 “桥节点”, 如果两个节点被删除, 会直接导
致网络不再连通, 因此 v4和 v7的重要性最大; 同样
地, v3和 v8的删除也会导致网络不连通, 但相对于
v4和 v7, 与 v3和 v8相关联的节点要少一些, 因此重
要性次之; v5和 v6相互连接, 但并没有起到 “桥梁”
的作用, 因此重要性稍差; 节点 v1, v9和 v2, v10在
网络中的位置相同, 都处于网络的边缘且都没有入
边, 但相对于 v1, v9, 节点 v2, v10的出强度更小一
些, 因此排序就更为靠后. 另外, 从表 2还可以看
出, 本文算法可以得出与文献 [19]完全一致的前 4
个重要节点, 再次说明了本文算法的有效性.

但是, 本文算法与文献 [19]在评价节点重要性

上还是存在一定差异的, 比如文献 [19]认为节点
v1, v9和 v2, v10的重要性都要优先于 v5和 v6. 为此
表 3给出了删除相应节点后网络的平均效率值的
变化. 由表 3不难看出, 删除节点 v5后, 网络的平
均效率有所下降, 这说明节点 v5的删除在一定程度

上减弱了网络的信息流通; 而删除节点 v1后, 网络
的平均效率反而上升, 这说明节点 v1的删除使得网

络的通讯冗余度减少, 反而提高了整个网络的通信
能力. 那么可以认为, 节点 v5和 v6的重要性要大于

v1, v9和 v2, v10. 因此, 本文方法在评价节点重要
性上相对更加准确.

表 2 图 3所示网络的节点重要性排序结果
Table 2. Importance ranking results of network nodes
shown in Fig. 3 .

节点序号
本文算法 文献 [19]

Sc
i D′

i 排序 重要度 排序

1 0.6 0 7 −0.5108 5

2 0.4 0 9 −0.9163 7

3 4.6 0.1165 3 0.7340 3

4 5.2 0.3714 1 2.0794 1

5 0.7 0.0121 5 −1.3863 9

6 0.7 0.0121 5 −1.3863 9

7 5.2 0.3714 1 2.0794 1

8 4.6 0.1165 3 0.7340 3

9 0.6 0 7 −0.5108 5

10 0.4 0 9 −0.9163 7

表 3 删除相应节点前后图 3网络的平均效率值
Table 3. The average efficiency of network shown in
figure 3 before and after removing node.

网络性质 初始网络 删除 v5或 v6 删除 v1或 v2

网络平均效率 I 0.1926 0.1921 0.2153

3

1

2

3 4

5 6

7 8

9

2

3

2

2
3

2

3

0.5

0.5

1 1

10

图 3 具有对称结构的有向加权网络拓扑

Fig. 3. A directed weighted network topology with symmetric structure.
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从对图 3网络的实验可以看出, 本文算法对
简单的有向加权网络进行节点重要性评估可以取

得良好的结果. 为了进一步验证本文方法的有效
性, 本文利用了美国的ARPA (advanced research
project agency)网络拓扑进行研究. ARPA拓扑属
于无向无权网络, 为此, 本文先对其进行边赋权 [30]

得到无向加权网络, 在此基础上再进行边定向 [19]

得到有向加权网络, 如图 4所示. 其中边的定向原
则是: 首先计算加权网络中每个节点的强度, 然后
比较边 (vi, vj)的两个端点 vi与 vj的强度大小. 当
Si < Sj时, 确定边的方向为 vi指向 vj . 当Si = Sj

时, 再比较 vi和 vj各自相邻节点的强度之和, 当

∑
k∈Γ (vi)

Sk <
∑

l∈Γ (vj)

Sl (Γ (vi), Γ (vj)分别为节点 vi

和 vj的邻居节点集合)时, 确定边的方向为 vi指向

vj . 当
∑

k∈Γ (vi)

Sk =
∑

l∈Γ (vj)

Sl时, 节点 vi与 vj之间

存在双向连边, 并将无向边 (vi, vj)上的权值平均分

配给两条有向边. 由边赋权和边定向的定义原则可
知, 该有向加权网络与原无向无权网络中各节点的
重要度相似.

表 4给出了本文所提算法以及文献 [19, 21, 22]
所述方法确定的节点重要性排序结果 (不妨令
λ = 0.8).

表 4 加权定向后的ARPA网络节点重要性排序结果
Table 4. Importance ranking results of nodes in directed weighted ARPA network.

节点序号
本文算法 文献 [19] 文献 [21] 文献 [22]

pi Sc
i D′

i 排序 排序 排序 排序

1 0 2.8 0 16 9 21 16

2(♣♢♡♠) 0.5691 35.2 0.3067 1 1 3 3

3(♣♡♠) 0.3778 22.4 0.1296 3 6 1 1

4 0.1353 4.8 0.0099 12 20 7 11

5 0 2 0 19 7 11 14

6(♣♢) 0.4099 14.4 0.0904 5 4 6 7

7 0.1817 4.4 0.0122 9 16 15 18

8 0.1870 4 0.0115 10 11 18 20

9(♢) 1.6 0 21 5 20 21

10 0.1870 4 0.0155 10 11 16 19

11 0.1984 4.4 0.0134 8 11 12 15

12(♡♠) 0.3194 11.4 0.0558 6 10 4 5

13 0 2.8 0 16 14 8 10

14(♣♢♡♠) 0.4675 28.8 0.2062 2 2 2 2

15 0.1194 9.6 0.0175 7 19 9 6

16 0 3.2 0 14 18 19 12

17 0 3.2 0 14 17 14 9

18 0 2.8 0 16 15 10 8

19(♣♢♡♠) 0.4951 16.8 0.1274 4 3 5 4

20 0.1194 4.4 0.0080 13 21 13 13

21 0 2 0 19 7 17 17

注: 本文算法确定的前 5个重要节点均用 “♣”标注, 类似地, 文献 [19]、文献 [21]及文献 [22] 分别
用 “♢”, “♡”, “♠”标注.
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图 4 加权定向后的ARPA网络

Fig. 4. Directed weighted network obtained by the ARPA network.

首先从表 4可以看出, 本文的评价算法可以避
免单纯地利用交叉强度Sc

i 指标的不足, 考虑到全
局因素的重要性指标D′

i能更好地区分节点之间

的差异. 比如, 节点Sc
7 = Sc

11 = Sc
20 = 4.4, 以此

认为它们具有相同的重要性是太过片面的. 考虑
到节点在全网中的相对重要性 pi值 (p7 = 0.1817,
p11 = 0.1984, p20 = 0.1194), 可见 v20在整个网络

中的相对重要性明显小于 v7和 v11, 因此D′
i指标得

到 v20的重要性明显小于 v7和 v11.
另外, 从表 4的节点标注还可以看出, 本文算

法确定的前 5个重要节点为 v2, v14, v3, v19, v6, 同
时它们也属于文献 [19, 21, 22]确定的前5个重要节
点集的并集里, 这符合网络的中心性评估, 反映了
本文算法的有效性. 然而, 文献 [19]排在第 5位的
重要节点 v9在本文算法和文献 [22]中却排在末位,
在文献 [21]中也排在倒数第二位. 从图 4可以直观
看出, 节点 v9所处的位置及连边上的权重值均不

占优势, 其重要性相对较小. 另外, 文献 [19]认为
节点 v8, v10, v11具有相同的重要性, 而本文算法能
将 v11与 v8, v10 的重要性区别开来. 经计算, 删除
节点 v8后, 网络的平均效率仅下降了 0.5%, 而删除
节点 v11后, 网络的平均效率下降了 4%. 可以得出
v11的重要性要大于 v8, 这与本文的评价结果相一
致. 因此, 本文评价方法相对文献 [19]更能细致地
区分节点之间的差异.

由于节点的移除会降低网络的连通性, 造成的
连通性越差,则对应的评价方法越好. 因此,本文基
于表 4的评价结果, 通过连续移除前 5个重要节点,
来对比本文与另外两种评价方法的准确性. 网络的
连通性可采用移除节点后的子图数目和最大子图

规模两个指标来衡量, 子图数目越多, 或最大子图
所包含的节点数目越少, 则说明网络连通性越差,

对应的评价方法就越准确. 实验结果如图 5所示.
由图 5可以看出,在移除前5个重要节点后,文

献 [21]和文献 [22]的评价方法均导致了 6个子图,
其中最大子图的节点数目均为 10. 而利用本文算
法能够导致 7个子图, 其中最大子图的节点数目为
7. 此结果表明, 无论是从子图数目, 还是从最大子
图规模的衡量上, 本文算法的表现都要优于其他
方法. 因此, 它在节点重要性评价上能取得良好的
效果.

0 

5 

10 

15 

 [21] [22] 

  

图 5 (网刊彩色)移除前 5个重要节点后ARPA网络连
通性的变化

Fig. 5. (color online) The connectivity changes by re-
moving the top 5 important nodes on the ARPA.

4.2 算法在连锁故障中的进一步验证

为了验证算法的可靠性, 本文对ARPA网络进
行连锁故障仿真来分析网络的鲁棒性. 这里鲁棒性
可采用两个指标来衡量. 一个是故障后的子图数目
S, 另一个是连锁故障前后, 网络最大连通子图的
规模之比G, 其表达式为

G =
nmax
n

, (12)

其中, nmax表示网络发生故障后最大连通子图的

节点数目. 连锁故障的过程如下: 按照各方法得到
的节点重要性先后顺序, 依次移除网络中的重要节
点. 由于节点的移除影响着网络的鲁棒性 [21], 因此
可以根据不同移除方式下的网络鲁棒性分析, 来判
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断各评价方法的可靠性. G越小, S越大, 说明网络
鲁棒性越差, 对应的评价方法就越可靠. 本文及文
献 [21,22]对应的连锁故障仿真结果如图 6所示.



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

G
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[22]
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
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
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







1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

S

[21]

[22]

(b)

图 6 不同评价方法的连锁故障结果 (a)移除节点对指
标G的影响; (b)移除节点对指标 S的影响

Fig. 6. The results of cascading failures with different
evaluation methods: (a) The effect of node removal on
G; (b) the effect of node removal on S.

从G的变化趋势可以看出, 在整体水平上, 随
着移除节点数目的增加, 本文算法能造成G更大幅

度的下降. 虽然在删除第 2个节点时, 表现暂时落
后, 在删除前 4个节点时, 三种算法的表现持平, 但
是在后续删除节点的过程中, 本文算法对应的G值

都要小于文献 [21, 22]. 特别地, 当连续移除前 5个
节点后, 本文算法对应的最大连通子图的规模比文
献 [21, 22]减少30%. 此外, 由S的变化趋势容易看

出, 本文算法对应的子图数目S上升较快, 数值大
小相对其他方法一直领先. 由以上实验结果可以
得出, 本文所提出的节点重要性评价方法相对更加
可靠.

5 结 论

本文通过分析节点的局部重要性以及网络中

所有节点之间的依赖关系, 提出了一种基于多重影
响力矩阵的节点重要性评价方法. 将该方法应用于
几个典型的有向加权网络, 得出以下结论.

相比其他方法, 本文方法对ARPA网络节点重
要性的区分更加细致. 通过移除个别节点, 本文方

法得到的重要节点能造成网络平均效率更大程度

的下降; 通过连续移除前 5个重要节点, 计算网络
连通性的变化, 发现本文方法能造成更多的子图数
目, 以及更小的最大子图规模, 这说明该方法具有
一定的可靠性, 其得到的重要节点能显著影响网络
的连通性. 进一步地, 对网络进行连锁故障的仿真
实验, 结果表明该方法能造成G更大幅度的下降,
对应的S值相对更大且上升更快, 这再次验证了方
法的适用性和可靠性.

部分入度为0的节点, 其评价结果为0. 对此本
文是用交叉强度值对该类节点加以辅助区分的, 如
何针对该类节点设计出更准确的评价指标将是下

一步的研究工作.
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Abstract
In complex networks, the node importance evaluation is of great significance for studying the robustness of network.

The existing methods of evaluating the node importance mainly focus on undirected and unweighted networks, which
fail to reflect the real scenarios comprehensively and objectively. In this paper, according to the directed and weighted
complex network model, by analyzing the local importance of the nodes and the dependencies among all the nodes in
the whole network, a new method of evaluating the node importance based on a multiple influence matrix is proposed.
Firstly, the method defines the concept of cross strength to characterize the local importance of the nodes. The index not
only distinguishes between the in-strength and out-strength of the nodes, but also helps to discriminate the differences
in importance among each with an in-degree of 0. In addition, to characterize the global importance of the nodes to
be evaluated, we use the total important influence value of all the nodes exerted on the nodes, which makes up the
deficiencies of the other evaluation methods which just depend on adjacent nodes. Emphatically, in the analysis of the
influence ratio of source node on node to be evaluated, we not only take into account the distance factor between nodes,
but also introduce the number of the shortest path factors. In order to make the evaluation algorithm more accurate,
according to the number of the shortest paths, we present two perspectives to analyze how other factors affect the
influence ratio. One is to evaluate how this source node exerts important influence on the other nodes to be evaluated.
The other is to analyze how the other source nodes perform important influence on this node to be evaluated. In
view of the above factors, three influence matrices are constructed, including the efficiency matrix, and the other two
influence matrices from the perspectives of fixing source nodes and target nodes, respectively. Then, we use analytic
hierarchy process to weight the three matrices, thereby obtaining the multiple influence matrix, which makes the global
importance evaluation more comprehensive. Finally, the method is applied to typical directed weighted networks. It is
found that compared with other methods, our method can effectively distinguish between nodes. Furthermore, we carry
out simulation experiments of cascading failure on each method. The simulation results further verify the effectiveness
of the proposed method.
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of shortest path

PACS: 02.10.Ox, 89.75.Hc, 89.75.Fb DOI: 10.7498/aps.66.050201

* Project Supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 71571119).
† Corresponding author. E-mail: phd5816@163.com

050201-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.050201

	1引    言
	2理论基础
	3基于多重影响力矩阵的节点重要性评价方法
	3.1 基于效率的影响力矩阵
	3.2 基于最短路径条数的影响力矩阵
	Fig 1
	Fig 2

	3.3 构建多重影响力矩阵
	Table 1

	3.4 算法流程

	4实证分析
	4.1 算法有效性分析
	Table 2
	Table 3
	Fig 3
	Table 4
	Fig 4
	Fig 5

	4.2 算法在连锁故障中的进一步验证
	Fig 6


	5结    论
	References
	Abstract

