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首先给出多智能体系统的部分分量一致性概念, 然后探讨有向网络拓扑结构下的一阶非线性领导 -跟随
多智能体系统的部分分量一致性问题. 通过设计合适的牵引控制器, 建立相应的误差系统, 将多智能体系统
的部分分量一致性转化为误差系统的部分变元稳定性, 并运用矩阵理论和稳定性理论, 导出该多智能体系统
实现部分分量一致性的充分条件. 数值模拟验证了理论结果的正确性.

关键词: 多智能体系统, 一致性, 部分分量一致性
PACS: 02.30.Yy, 02.30.Ks, 05.65.+b DOI: 10.7498/aps.66.060201

1 引 言

近年来, 随着人工智能技术的快速发展, 多智
能体系统的研究引起了物理、通信与控制等各领域

学者的兴趣. 一致性作为多智能体系统协调控制中
最基本的问题之一, 也受到多个领域中研究者的持
续关注 [1−4]. 一致性是指由多个智能体组成的一个
系统在控制协议的作用下, 其位置或速度等状态变
量渐近趋同. 多智能体系统的一致性研究 [5,6]在蜂

拥问题、群集问题、编队控制和分布式传感器网络

等领域都有着广泛应用.
目前, 已有很多研究无领导者的多智能体系统

一致性问题的文献 [7−12]. 例如, 文献 [7]将系统的
通信拓扑建模成有向图, 首先证明了在有向固定
拓扑强连通的情况下, 系统能够达到一致; 文献 [8]
考虑了广义的线性和非线性多智能体系统的一致

性问题; 文献 [9]考察了同时具有通信时延和输入
时延的一阶与二阶多智能体系统的运动一致性问

题. 此外, 文献 [10, 11]分别考虑了一阶和二阶非线
性多智能体系统模型的一致性问题; 通过给出一个
新的李雅普诺夫函数, 文献 [12]获得了固定通信拓
扑结构下的三阶非线性多智能体系统一致性的一

个充分条件. 领导 -跟随多智能体系统的一致性问
题也获得了一些研究成果 [13−17]. 例如, 文献 [13]
考察了有向网络拓扑结构下非线性多智能体系统

的局部和全局一致性问题; 基于一个新的T -S模糊
模型方法, 文献 [14]考虑了在任意拓扑结构下非线
性多智能体系统模型的H∞一致性控制问题; 运用
线性矩阵不等式方法, 文献 [15]在其基础上获得了
领导 -跟随多智能体系统模型一致性的一个模糊算
法; 文献 [16]研究了在固定和切换拓扑结构下高阶
多智能体系统的一致性问题; 此外, 文献 [17]提出
了多智能体系统的滞后一致性, 并基于矩阵理论和
稳定性理论, 给出了几个实现滞后一致性的充分
条件.

以上研究考虑的一致性 (或聚类一致性)是所
有 (或部分)智能体的所有状态变量 (如位移和速
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度)渐近趋于恒同. 一些学者从另外的角度,针对二
阶多智能体系统, 研究了部分状态变量的一致性问
题. 例如, 文献 [18]研究了二阶多智能体系统的部
分状态一致性问题, 这意味着每个智能体的部分状
态 (如速度)达到一致, 其他的状态 (如位移)不一定
达到一致. 然而, 在多智能体网络中, 因为一些因
素或需要, 系统中智能体的位移 (或速度)也许只在
某一个方向上的分量达到一致, 而在其他方向上的
分量并不一定一致. 例如, 飞机在飞行表演时, 几
架飞机保持一字横队并排 (或射线状)飞行, 就位移
这个三维矢量来说, 在其飞行前进方向上的位移分
量是一致的, 而位移在另外方向上的分量并不是一
致的. 从本质上来说, 这就是一种关于位移的部分
分量一致性问题. 受上述研究结果和现象的启发,
本文考虑多智能体系统的部分分量一致性问题. 与
状态中全部分量达到一致的已有研究结果相比较,
部分分量一致性更具有一般性, 是一种比通常意义
下的一致性要弱的群体动力学行为. 因此, 部分分
量一致性的研究具有较强的理论意义和潜在的应

用价值.
本文第 2节给出文中要用到的部分变元稳定

性、图论以及矩阵相关知识和引理; 第 3节先给出
部分分量一致性概念, 然后研究领导 -跟随非线性
多智能体系统的部分分量一致性问题, 通过设计合
适的控制项, 并运用矩阵理论和稳定性理论, 导出
该多智能体系统实现部分分量一致性的充分条件;
第 4节数值模拟验证了理论结果的正确性; 第 5节
给出结论和讨论.

2 预备知识

首先给出文中要用到的有关稳定性理论的一

些结果. 考虑n维非自治常微分方程组

dx
dt = F (t,x), (1)

其中, F (t,x) ∈ C[R+ × Rn,Rn],F (t, 0) ≡
0,x = (y, z)T = (x1, · · · ,xm,xm+1, · · · ,xn)

T ∈
Rn. 令 y = (x1, · · · ,xm)T ∈ Rm, z =

(xm+1, · · · ,xn)
T ∈ Rp,m + p = n, ||x|| =( n∑

i=1

x2
i

)1/2

, ||y|| =

( m∑
i=1

x2
i

)1/2

, ||z|| =( n∑
i=m+1

x2
i

)1/2

, R+表示 [0,+∞), t ∈ R+.

定义1 [19] 称 (1)式的平凡解关于部分变元
y是稳定的, 若∀ε > 0, ∀t0 ∈ R+, ∃δ(t0, ε) >

0, ∀x0 ∈ Sδ(n) = {x|||x|| < δ}, 有

||y(t, t0,x0)|| < ε(t > t0).

定义2 [19] 称 (1)式的平凡解关于部分变元y

是吸引的, 若∀t0 ∈ R+, ∃σ(t0) > 0, ∀ε > 0, ∀x0 ∈
Sδ(t0) = {x|||x|| 6 σ(t0)}, ∃T (t0,x0, ε) > 0, 当
t > t0 + T时, 有

||y(t, t0,x0)|| < ε,

其中Sσ(t0)称为关于y的吸引区域.
定义3 [19] 称 (1)式的平凡解关于部分变元y

渐近稳定, 若它关于y稳定且吸引.
定义4 [19] 若函数φ∈C[R+, R+] (或C[(0, r),

R+]) 是连续的严格单调上升函数, 且有φ(0) = 0,
则称φ属于K类函数, 记为φ ∈ K.

引理1 [19] 令ϕ, ψ和α都是K类函数. 若存
在函数V (t, x)满足

φ(∥y∥) 6 V (t, x) 6 ψ(∥y∥),

它的导数

dV
dt

∣∣∣∣
(1)

6 −α(∥y∥),

则 (1)式的平凡解关于y渐近稳定.
接着, 给出一个文中需要用到的有关矩阵的

引理.
引理2 设H = (hij) ∈ RN×N ,B = (bij) ∈

Rn×n,则存在nN阶置换矩阵 (即每一行和每一列
都只有一个元素为 1而其余元素均为 0的方阵)
P = Ps · · ·P1, 其中Pi是第一类初等行变换矩阵

(即将单位矩阵的某两行进行对换后的矩阵), 使
得等式P (H ⊗ B)P−1 = B ⊗ H 成立. 其中,
i = 1, · · · , s, s为正整数, ⊗为克罗内克积.

证明 由克罗内克积的性质知, H ⊗ B =

(H ⊗ In)(IN ⊗B) = (IN ⊗B)(H ⊗ In),其中IN

与In分别为N阶和n阶单位矩阵.

H ⊗ In =


h11In · · · h1NIn

...
...

hN1In · · · hNNIn

 ,

In ⊗H =


H · · · 0
...

...

0 · · · H

 .
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通过简单计算可知, 存在nN阶置换矩阵

P = Ps · · ·P1, 其中Pi 是第一类初等行变换

矩阵, 使得P (H ⊗ In)P
−1 = In ⊗ H. 同理,

P (IN ⊗B)P−1 = B ⊗ IN .
于是,

P (H ⊗B)P−1 = P (H ⊗ In)(IN ⊗B)P−1

= P (H ⊗ In)P
−1P (IN ⊗B)P−1

= (In ⊗H)(B ⊗ IN ) = B ⊗H.

然后, 介绍文中要用的图论基础知识.
将网络中的智能体看成点, 两个智能体信息

交流看作边, 则智能体的相互作用拓扑可以用
图来表示. 令G = {V ,E,A}表示一个图, 其中
V = {1, · · · , N}是点集, E ⊆ V × V 是边集,
A = (aij)N×N是邻接矩阵. 图G中的一条边用

eij = (vi, vj)表示, 意思是第 i个智能体可以接收

第 j个智能体的信息. 如果 eij ∈ E, 则aij > 0,
否则 aij = 0. 本文中我们假设 aii = 0, i ∈ V .
拉普拉斯矩阵L = (Lij)N×N与邻接矩阵有如下

关系: Lij = −aij(i ̸= j)和Lii =
∑
i ̸=j

aij , 因此

N∑
j=1

Lij = 0.

3 主要结果

本文将部分变元的稳定性理论运用到多智能

体系统. 考虑由N个智能体和一个领导者组成的

一阶多智能体系统, 由文献 [13]的模型, 可设每个
跟随智能体的动力学方程为

ẋi(t) = f(xi(t)) + c
N∑
j=1

aijΓ (xj(t)− xi(t))

+ ui(t) (i = 1, 2, · · · , N), (2)

其中, xi = (xi1, · · · ,xin)
T ∈ Rn表示第 i个智

能体的状态; f(xi) = (f1(xi), · · · ,fn(xi))
T是

非线性连续函数; c > 0表示耦合强度; Γ =

diag(r1, · · · , rn) ∈ Rn×n(rk > 0, k = 1, · · · , n)表
示内部耦合矩阵.

设领导智能体的状态方程为

ẋ0(t) = f(x0(t)), (3)

其中, x0 = (x01, · · · ,x0n)
T ∈ Rn表示领导智能体

的状态, f(x0) = (f1(x0), · · · ,fn(x0))
T 是非线性

连续函数.

考虑有向网络拓扑下的领导 -跟随多智能体系
统部分分量一致性问题. 类似于文献 [15]中的一致
性协议, 设计牵引控制器

ui(t) = −cdiΓ (xi(t)− x0(t)), (4)

其中, c和Γ 的意义与 (2)式中的相同. 当第 i个

智能体能接收到领导者的信息时, di > 0, 否则
di = 0.

令ei(t) = xi(t)−x0(t). 由 (2), (3)和 (4)式可
以得到误差系统

ėi(t) = f(xi)− f(x0)− c
N∑
j=1

LijΓej(t)

− cdiΓei(t) (i = 1, 2, · · · , N).

上式可以写成向量形式

ė(t) = f̃(x1, · · · ,xN )− f̃(x0, · · · ,x0)

− c[(L+D)⊗ Γ ]e(t), (5)

其中,

e(t) = (eT
1 (t), · · · , eT

N (t))T,

ei(t) = (ei1(t), · · · , ein(t))T,

D = diag(d1, · · · , dN ),

f̃(x1, · · · ,xN ) = (fT(x1), · · · ,fT(xN ))T,

f̃(x0, · · · ,x0) = (fT(x0), · · · ,fT(x0))
T.

为了研究误差系统 (5)的平凡解关于部分变
元的渐近稳定性, 我们做如下变换: 令 ê(t) =

Pe(t),其中P 是引理 2中的置换矩阵. 令εk(t) =

(e1k(t), · · · , eNk(t))
T, k = 1, · · · , n, 通过计算可

得 ê(t) = (εT
1 (t), · · · , εT

n (t))
T. 因此, (5)式可以

转化为

˙̂e(t) = P [f̃(x1, · · · ,xN )− f̃(x0, · · · ,x0)]

− cP [(L+D)⊗ Γ ]P−1ê(t),

即

˙̂e(t) = [f̂(x1, · · · ,xN )− f̂(x0, · · · ,x0)]

− cΓ ⊗ (L+D)ê(t), (6)

其中,

f̂(x1, · · · ,xN )

= (f̂T
1 (x1, · · · ,xN ), · · · , f̂T

n (x1, · · · ,xN ))T,

f̂i(x1, · · · ,xN )

= (fi(x1), · · · ,fi(xN ))T,

060201-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 6 (2017) 060201

f̂(x0, · · · ,x0)

= (f̂T
1 (x0, · · · ,x0), · · · , f̂T

n (x0, · · · ,x0))
T,

f̂i(x0, · · · ,x0)

= (fi(x0), · · · ,fi(x0))
T.

首先给出文中要用到的一个假设条件.
假设1 假设存在一个常数w > 0, 使得非线

性函数 f̂满足

ê(t)TΛ(f̂(x1, · · · ,xN )− f̂(x0, · · · ,x0))

6wêT(t)Λê(t),

其中, Λ = diag(
lN︷ ︸︸ ︷

1, · · · , 1, 0, · · · , 0), l ∈ {1, · · · , n},
ê(t) = (εT

1 (t), · · · , εT
n (t))

T.

注: 与利普希茨条件相比, 假设1的条件是弱
化的条件.

然后, 给出文中要用到的一个定义.
定义5 若存在 1 6 l 6 n, 使得系统 (2)和 (3)

的解满足 lim
t→+∞

l∑
k=1

||εk(t)|| = 0, 则称系统 (2)和

(3)关于前 l个分量达到 (部分分量)一致.
明显地, 若 l = n, 则定义 5中的一致性就是通

常意义下的一致性. 这就是说, 部分分量一致性是

一种更一般化的群体动力学行为.
定理1 有向网络拓扑结构下, 对于控制项

(4), 若系统 (2)和 (3)满足假设1, 且满足条件

wIN − crk(L+D)s < 0 (k = 1, 2, · · · , l), (7)

其中, rk > 0是矩阵Γ = diag(r1, · · · , rn)的第 k

个元素, D = diag(d1, · · · , dN ) ∈ RN×N , di > 0,

(L+D)s =
1

2
[(L+D)T + (L+D)], 则所有智能

体跟随领导智能体关于前 l 个分量达到一致.

证明 设ϕ(||y||)= 1

4

l∑
k=1

N∑
i=1

eik(t)eik(t), ψ(||y||)

=
l∑

k=1

N∑
i=1

eik(t)eik(t), 其中, y = (e11(t), · · · ,

eN1(t), · · · , e1l(t), · · · , eNl(t))
T. 显然, ϕ, ψ ∈ K.

令

V (t) =
1

2

l∑
k=1

N∑
i=1

eik(t)eik(t) =
1

2
êT(t)Λê(t),

其 中, Λ = diag(
lN︷ ︸︸ ︷

1, · · · , 1, 0, · · · , 0), ê(t) =

(εT
1 (t), · · · , εT

n (t))
T. 因此, 函数V (t)显然满足引

理 1的条件ϕ(||y||) 6 V (t) 6 ψ(||y||). 类似于文
献 [17], 把函数V (t)沿着 (6)的轨迹对 t求导有

V̇ (t) = êT(t)Λ ˙̂e(t) = êT(t)Λ[(f̂(x1, · · · ,xN )− f̂(x0, · · · ,x0))− cΓ ⊗ (L+D)ê(t)]

6wêT(t)Λê(t)− cêT(t){Λ[Γ ⊗ (L+D)]}ê(t)

= wêT(t)



IN . . .
IN

0N×N . . .
0N×N


ê(t)− cêT(t)



r1(L+D)
. . .

rl(L+D)
0N×N . . .

0N×N


ê(t)

= êT(t)



wIN − cr1(L+D)
. . .

wIN − crl(L+D)
0N×N . . .

0N×N


ê(t)

=

l∑
k=1

εT
k (t)[wIN − crk(L+D)]εk(t) =

l∑
k=1

εT
k (t)[wIN − crk(L+D)s]εk(t),

其中IN表示N阶单位矩阵. 若 (7)式成立, 则存在h > 0使得

V̇ (t) 6
l∑

k=1

εT
k (t)[wIN − crk(L+D)s]εk(t) 6 −h

l∑
k=1

εT
k (t)εk(t) = −h

l∑
k=1

N∑
i=1

eik(t)eik(t).
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取引理 1中的α(∥y∥) = h

l∑
k=1

N∑
i=1

eik(t)eik(t), 显然

α ∈ K. 根据引理 1, (6)式的零解是关于部分变元

渐近稳定的, 即有 lim
t→+∞

l∑
k=1

||εk(t)|| = 0. 因此, 系

统 (2)和 (3)关于前 l个分量达到一致.
注1: 控制器 (4)是牵引控制器. 当网络拓扑

为平衡图 [7](即满足条件: 任何一个节点的入度等
于出度, 也就是L的行和与列和都等于 0; 无向图
是平衡图的特例)时, 只需牵制根节点就可以保证
(L+D)s正定, 故当 c充分大时定理的条件可以成

立. 这就是说, 对于平衡图, 只需牵制控制根节点
即可.

注2: 对于网络结构为权重有向非平衡图的
情形, 很多的数值模拟例子表明, 只牵制根节点时
定理条件也能满足, 但存在本文定理不适用的反

例. 例如L =


1 −1 0

0 0.1 −0.1

0 0 0

, 若只牵制根节点 (第

3个节点), 无论牵制强度有多大, 由于 (L+D)s的

二阶顺序主子式小于 0, 故 (L + D)s不可能正定.
这就是说, 对于这个L, 如果只牵制根节点, 定理的
条件 (7)不能满足. 直观来看, 权重 0.1比较接近 0;
若0.1改成 0 (相应的−0.1也是0), 则第 2个节点是
根节点、第3个节点是孤立节点, 都需要牵制. 这就
是说, 接受邻居信息能力很弱的节点, 也应该看作
根节点, 需要接受领导智能体的牵制.

4 数值模拟

本节通过例子表明上一节中部分分量一致性

理论结果的有效性.

0

13

42

图 1 智能体连接的拓扑图

Fig. 1. The adjacent topology graph of agents.

例 令系统 (2)中的N = 4, n = 3 (图 1 ). 下
面我们考虑多智能体系统关于前两个分量的一致

性问题 (即 l = 2). 设领导智能体状态的下标用 0表
示. 令第 i个智能体的状态方程为

ẋi1 = xi2 − 3xi1 + 2[|xi1 + 1| − |xi1 − 1|]

ẋi2 = −xi1 + xi2 − xi2x
2
i3

ẋi3 = 2xi2

.

通过简单计算, 取w = 1时假设 1成立. 取L和D

分别为

L =


1 0 −1 0

0 1 −1 0

0 0 0 0

−1 0 0 1

 , D =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 ,
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图 2 (网刊彩色)跟随者与领导者的状态误差演化
Fig. 2. (color online) The time evolution of the state
errors between the leader and the followers.
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则 (L + D)s的最小特征值为λmin = 0.1910. 取
Γ = diag(1, 1, 0)与 c = 6, 不等式 (7)成立. 运
用Matlab软件计算, 得到误差轨迹如图 2所示.
图 2 (a)与图 2 (b)表明了在牵制根节点 (第 3个节
点)时系统 (2)和 (3)中所有智能体的前两个分量都
能达到一致, 而图 2 (c)说明另一个分量没有达到一
致. 这就是说, 与通常意义下的一致性比较, 部分
分量一致性是一种较弱的群体动力学行为.

5 结 论

本文考虑了具有领导者的一阶非线性多智能

体系统的部分分量一致性, 在有向网络拓扑结构
下, 给出了一个有效的牵引控制器, 获得了该系统
达成部分分量一致性的一个充分条件, 并运用矩阵
理论和稳定性理论证明了该充分条件的正确性. 然
而, 现实中还有一些现象是关于速度的部分分量一
致性的, 这就需要对二阶甚至是高阶多智能体系统
的一致性进行研究. 下一步, 我们将讨论二阶多智
能体系统的多个分量一致性问题.
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Abstract
Consensus problems, as basic topics in distributed coordination of multi-agent systems, have drawn a great deal of

attention from different research fields. Generally, consensus refers to the asymptotic convergence of state variables of all
agents with time evolution. In this paper, a concept on partial component consensus in multi-agent system is first given,
which is a weaker dynamic behavior of group than the consensus in general, and then the problem of partial component
consensus in leader-following first-order multi-agent system with the directed network topology is discussed. By designing
an appropriate pinning control protocol and building corresponding error system, partial component consensus in multi-
agent system is transformed into the partial variable stability of the error system. Using matrix theory and stability
theory, a sufficient condition is given to realize partial component consensus in multi-agent system. Numerical simulations
are given to illustrate the theoretical results.
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