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弹性需求下的网络交通流逐日动态演化∗

刘诗序1)† 陈文思1) 池其源1) 严海2)

1)(福州大学土木工程学院, 福州 350116)

2)(北京工业大学北京城市交通协同创新中心, 北京 100124)

( 2016年 12月 7日收到; 2016年 12月 28日收到修改稿 )

在现实交通系统中, 网络的交通需求是可变的, 随交通运行状态而改变. 针对需求可变情形, 以含两条路
径的简单路网为例, 建立了弹性需求下的网络交通流逐日动态演化模型, 基于非线性动力学理论, 证明了动态
演化模型的不动点存在且唯一, 并且推导出了弹性需求下网络交通流动态演化的稳定性条件. 通过数值实验,
分析了网络交通流演化特征. 研究发现: 在一定条件下流量演化会出现分岔和混沌现象, 并且出行者的出行
需求对费用越敏感, 系统演化越可能稳定; 出行者路径选择的随机性越小, 系统演化越不可能稳定; 出行者对
前一天实际费用的依赖程度越小, 系统演化越可能稳定.

关键词: 网络交通流, 弹性需求, 动态演化, 混沌
PACS: 05.45.–a, 05.45.Gg, 05.45.Pq, 01.75.+m DOI: 10.7498/aps.66.060501

1 引 言

交通网络平衡分配问题的提出已有几十年的

历史, 学者们提出了很多扩展的静态模型, 如用户
平衡分配 (user equilibrium, UE)模型 [1,2]、随机用

户平衡分配 (stochastic user equilibrium, SUE)模
型 [1,2], 它是研究网络交通流的主要手段, 交通网
络平衡分配模型隐含着网络交通流的平衡是可以

达到的假设. 然而, 网络交通流是巨量的出行者路
径选择博弈的集聚结果, 受到出行者选择行为的
影响, 现实中出行者的理性程度、出行者获取的信
息、出行者个体的差异性等都会影响出行者的路径

选择 [3]. 有研究指出, 出行者第n天的行为受到第

n − 1天和之前的行为以及网络状态的影响 [1], 因
此每天的网络交通流不是一成不变的重复, 呈现复
杂曲折的逐日动态演化过程. 研究网络交通流逐日
动态演化规律, 不仅可以了解交通网络平衡是否能
达到以及如何达到的过程, 而且还可以认识如果平
衡达不到网络交通流演化会出现什么现象.

学者们通过两个途径探索网络交通流逐日

动态演化规律. 第一个途径以出行者个体选择
行为为着眼点, 使用计算机微观仿真与行为实验
模拟方法, 以出行者个体为单元, 研究网络交通
流的动态演化过程. 学者Nakayama等 [4]、Klügl
和Bazzan [5]、Kim等 [3]、Wei等 [6]、Kusakabe和
Nakano [7]、刘天亮和黄海军 [8]、刘诗序和关宏

志 [9]、Iida等 [10]、Selten等 [11]、Rapoport等 [12]做

了一些代表性的研究. 另一个途径则是从集计角
度出发, 基于出行者逐日路径选择机理, 建立逐日
动态分配模型, 并以非线性动力学理论为基础, 研
究网络平衡的存在性及其稳定性, 建立的模型分
为连续型动态系统 (假设出行者出行的天数是连续
变量)和离散型动态系统 (假设出行者出行的天数
是离散变量)两类. 学者Smith [13,14]、Nagurney和
Zhang [15]、Watling [16]、Cho 和Hwang [17]、Kumar
和Peeta [18]、Tan等 [19]、Di等 [20]、He和Peeta [21]、

Iryo [22]、 Xiao 等 [23]、 郭仁拥和黄海军 [24,25]、

张波等 [26]在连续型动态系统方面做了一些工

作. 离散型动态系统建模方法最早由Horowitz提
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出 [27],随后, Cantarella和Cascetta [28−30]、Watling
和Hazelton [31]、Bie和Lo [32]、He和Liu [33]、Han和
Du [34]、Zhao和Orosz [35]、Di和Liu [36]、刘诗序和

关宏志等 [1,37]、郭仁拥和黄海军等 [38−40]、徐红

利等 [41]学者进一步做了大量的深入研究. 最近,
Cantarella和Watling [42]将连续模型和离散模型

做了统一.
运用非线性动力学方法研究网络交通流逐日

动态演化规律, 不仅可以推导出网络交通流演化的
稳定性条件, 而且还可以探索网络交通流不稳定时
呈现出的非线性特征. 文献 [1]对含两条路径的简
单路网研究发现了在一定条件下网络交通流量的

周期振荡和混沌现象, 完善了网络交通流演化研究
中不稳定时的规律, 文献 [37]拓展到有限理性情形.
研究表明: 网络中出行者理性程度适中时, 流量演
化容易出现分岔和混沌现象.

然而, 上述研究都是针对固定需求的情形, 即
交通网络的出行需求已知且固定, 而在现实中, 起
讫点 (OD)需求可能会受到交通网络运行状态的影
响, 如当网络中某一对OD之间的拥挤程度增加时,
有些出行者可能会改变出行计划 (例如放弃自驾选
择乘坐地铁出行)或者放弃本次出行, 因此出行需
求会减小. 国内外学者对弹性需求情形下的网络交
通流静态分配问题极为关注, 提出了很多模型及其
求解算法 [43−46], 但是对弹性需求下网络交通流演
化问题还未做深入研究. 如果网络的OD需求是可
变的, 以日为单位, 每天的OD需求与交通网络运
行状态有关, 出行者每天的路径选择受到前一天的
行为和网络状态的影响, 那么网络交通流的演化是
否会稳定？如果不稳定, 什么情况出现分岔和混沌？
其演化特征和固定需求情形有何不同？

本文以两条路径的简单网络为对象, 建立弹性
需求下的网络交通流逐日动态演化模型, 研究网络
交通流动态演化系统平衡点的存在性、唯一性和稳

定性, 分析弹性需求下网络交通流逐日动态演化规
律, 探讨系统演化不稳定时出现分岔和出现混沌的
条件.

2 模 型

如图 1所示, 交通网络中OD间有两条平行路
径. 设第n天的OD需求为d(n), 第n天路径 1和路
径 2的流量分别为 f

(n)
1 和 f

(n)
2 , 第n天路径 1和路

径2的实际出行费用为 C̄
(n)
1 和 C̄

(n)
2 , 假设各路径的

出行费用仅与本路径的流量有关, 出行费用函数为
C̄

(n)
1 = g1(f

(n)
1 )和 C̄

(n)
2 = g2(f

(n)
2 ).





D

O

图 1 路网示意图

Fig. 1. Road network.

根据随机用户平衡原则的假设 [2], 出行者获取
的信息不完全, 设第n天路径 r(r = 1, 2)上的理解
出行费用为 Ĉ

(n)
r = C

(n)
r + ξr, C(n)

r 为可观测部分,
ξr为随机误差项.

假设1 随机变量 ξ1和 ξ2相互独立且服从相

同的Gumbel分布.
由假设 1可知, 第n天路径 1和路径 2的选择

概率为 logit型, 分别为

p
(n)
1 = P (C

(n)
1 + ξ1 6 C

(n)
2 + ξ2)

=
1

1 + eθ(C(n)
1 −C

(n)
2 )

, (1)

p
(n)
2 = 1− p

(n)
1 =

1

1 + e−θ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

, (2)

式中, θ是与出行者特性有关的参数, 且 θ > 0, 描
述出行者路径选择时对路径的费用的敏感程度, θ
越大, 对路径的费用越敏感, 出行者路径选择的随
机程度越小, 反之, θ越小, 对路径的费用越不敏感,
出行者路径选择的随机程度越大. 根据SUE原则,
流量分配为 [2,46]

f
(n)
1 = d(n)p

(n)
1 , (3)

f
(n)
2 = d(n)p

(n)
2 . (4)

第n天的期望出行费用根据第n − 1天期望出行费

用和实际出行费用更新, 可以表示成二者的加权
和 [1,44]

C(n)
r = ϕC(n−1)

r + (1− ϕ)C̄(n−1)
r (r = 1, 2), (5)

式中, ϕ是与出行者特性有关的参数, 且0 6 ϕ < 1,
其大小反映出行者对前一天实际费用的依赖程度,
0 6 ϕ < 1越大, 依赖程度越小, 反之, ϕ越小, 依赖
程度越大.

由此得到逐日动态交通流演化模型为

C
(n)
1 = ϕC

(n−1)
1 + (1− ϕ)g1(f

(n−1)
1 ), (6)
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C
(n)
2 = ϕC

(n−1)
2 + (1− ϕ)g2(f

(n−1)
2 ); (7)

路径流量分配

f
(n)
1 =

d(n)

1 + eθ(C(n)
1 −C

(n)
2 )

, (8)

f
(n)
2 =

d(n)

1 + e−θ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

. (9)

令

p(C
(n)
1 , C

(n)
2 ) =

1

1 + eθ(C(n)
1 −C

(n)
2 )

, (10)

则动态系统模型转化为

C
(n)
1 = ϕC

(n−1)
1 + (1− ϕ)

× g1(d
(n−1)p(C

(n−1)
1 , C

(n−1)
2 )), (11)

C
(n)
2 = ϕC

(n−1)
2 + (1− ϕ)g2(d

(n−1)

− d(n−1)p(C
(n−1)
1 , C

(n−1)
2 )). (12)

在弹性需求静态平衡分配问题中, OD需求可表示
为期望最小感知成本的单调下降函数 [2], 因此, 第
n天的OD需求d(n)可表示为第n天的期望最小感

知成本S(n)的单调下降函数, 这里设 [2,45,46]

d(n) = D(S(n)) = d0 exp(−βS(n)), (13)

式中, d0 > 0, 表示最大潜在OD需求; β > 0, 表示
需求量对最小期望感知成本的灵敏度, 反映出行者
的出行需求对出行费用的敏感性, β越大, 出行者
的出行需求对费用越敏感, 出行者越不愿意出行,
反之, β越小, 出行者的出行需求对费用越不敏感,
出行者出行的愿望越强.

由前面假设出行费用随机误差项服从Gumbel
分布, 有 [2,45,46]

S(n) = E(min{Ĉ(n)
1 , Ĉ

(n)
2 })

= − 1

θ
ln(exp(−θC

(n)
1 ) + exp(−θC

(n)
2 )), (14)

因此

d(n) = d0 exp
(β
θ

ln(exp(−θC
(n)
1 ) + exp(−θC

(n)
2 ))

)
.

(15)

3 稳定性分析和演化状态划分

3.1 不动点的存在性、唯一性和稳定性

设x为一向量, V (x)为一向量值函数, K为一
闭凸集. 需说明的是, 本文所用到的向量均为有限
维空间的向量.

定义1 如果 [V (x1)−V (x2)]T(x1−x2) > 0,
∀x1,x2 ∈ K, 则称向量值函数V (x)在K上是单调

的 [47].
定义2 如果 [V (x1)−V (x2)]T(x1−x2) > 0,

∀ x1,x2 ∈ K, x1 ̸= x2, 则称向量值函数V (x)在

K上是严格单调的 [47].
引理1 设向量值函数V (x)在K上一阶连续

可微, 且其Jacobian矩阵∇V (x)是半正定的 (正定
的), 则V (x)是单调的 (严格单调的) [47].

假设2 路径的出行费用关于路径流量的函数

连续可微, 且严格单调增加.
定理1 动态系统 (11)和 (12)存在唯一的不

动点.
证明 设动态系统 (11)和 (12)的不动点为C∗

1 ,
C∗

2 , 则

C∗
1 = g1

(
d0 exp

(β
θ

ln(exp(−θC∗
1 ) + exp(−θC∗

2 ))
)

× p(C∗
1 , C

∗
2 )
)
, (16)

C∗
2 = g2

[
d0 exp

(β
θ

ln(exp(−θC∗
1 ) + exp(−θC∗

2 ))
)

× (1− p(C∗
1 , C

∗
2 ))

]
. (17)

设

d∗ = d0 exp
(β
θ

ln(exp(−θC∗
1 ) + exp(−θC∗

2 ))
)
,

(18)
不动点处路径流量为 f∗

1 , f∗
2 , 则

f∗
1 =

d∗

1 + eθ(C∗
1−C∗

2 )
, (19)

f∗
2 =

d∗

1 + e−θ(C∗
1−C∗

2 )
, (20)

C∗
1 = g1(f

∗
1 ), (21)

C∗
2 = g2(f

∗
2 ). (22)

由 (19)和 (20)式, 令

f∗
1 = h1(C

∗
1 , C

∗
2 ), (23)

f∗
2 = h2(C

∗
1 , C

∗
2 ). (24)

首先, 证明动态系统 (11)和 (12)的不动点C∗
1 , C∗

2

的存在性. 由 (18)式可知, 当C∗
1和C∗

2取最小值

时, d∗达到最大值 dmax, 因此路径流量可行集
R = {(f1, f2) |f1 > 0, f2 > 0, f1+ f2 = d∗ 6 dmax}
是非空有界闭凸集, 设路径出行费用可行集为Z,
由于路径的出行费用关于路径流量的函数连续, 并
由 (6)和 (7)式可知: 给定路径出行费用初始值C

(0)
1

和C
(0)
2 , 集合Z也是非空有界闭凸集. 因此, 动态
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系统 (11)和 (12)是非空有界闭凸集Z到自身的连

续映射, 根据Brouwer不动点定理, 方程组 (16)和
(17)至少存在一个解, 即动态系统 (11)和 (12)至少
存在一个不动点.

然后, 用反证法证明动态系统 (11)和 (12)的不
动点C∗

1 , C∗
2的唯一性. 设向量

F =

f1

f2

 , C =

C1

C2

 ,

向量值函数

G(F ) =

g1(f1)

g2(f2)

 , H(C) =

−h1(C1, C2)

−h2(C1, C2)

 .

在不动点处, 设p = p(C∗
1 , C

∗
2 ),

g′1 =
dg1(f1)

df1

∣∣∣∣
f∗
1

, g′2 =
dg2(f2)

df2

∣∣∣∣
f∗
2

.

得到G(F )在不动点处的Jacobian矩阵

∇G(F ) =


∂g1
∂f1

∂g1
∂f2

∂g2
∂f1

∂g2
∂f2

 =

g′1 0

0 g′2

 . (25)

由假设 2知: g′1>0, g′2>0, 所以∇G(F )是正

定的. 由引理 1知G(F )是单调的. 假设动态系

统 (11)和 (12)存在两个不动点C1 =

C∗1
1

C∗1
2

和
C2 =

C∗2
1

C∗2
2

, 第 1个不动点对应的路径流量为

F 1 =

f∗1
1

f∗1
2

, 第 2个不动点对应的路径流量为

F 2 =

f∗2
1

f∗2
2

. 根据定义1得到

[G(F 1)−G(F 2)]T(F 1 − F 2) > 0, (26)

即

(g1(f
∗1
1 )− g1(f

∗2
1 )) · (f∗1

1 − f∗2
1 )

+ (g2(f
∗1
2 )− g2(f

∗2
2 )) · (f∗1

2 − f∗2
2 ) > 0. (27)

由 (21)和 (22)式知: C∗1
1 = g1(f

∗1
1 ), C∗2

1 =

g1(f
∗2
1 ), C∗1

2 = g2(f
∗1
2 ), C∗2

2 = g2(f
∗2
2 ), 代入 (27)

式, 得

(C∗1
1 − C∗2

1 ) · (f∗1
1 − f∗2

1 )

+ (C∗1
2 − C∗2

2 ) · (f∗1
2 − f∗2

2 ) > 0. (28)

向量值函数H(C)在不动点处的Jacobian矩阵

∇H(C) = −


∂h1

∂C1

∂h1

∂C2

∂h2

∂C1

∂h2

∂C2


=

d∗p[θ + (β − θ)p] d∗(β − θ)p(1− p)

d∗(β − θ)p(1− p) d∗(1− p)[β + (θ − β)p]

 .

(29)

注意到d∗>0, θ>0, β > 0, p>0, 不难判断出: 当
β = 0时, H(C)的 Jacobian矩阵∇H(C)是半正

定的, 当β > 0时, H(C)的Jacobian矩阵∇H(C)

是正定的. 根据定义1和定义2得到

[H(C1)−H(C2)]T(C1 −C2) > 0, (30)(
− h1(C

∗1
1 , C∗1

2 ) + h1(C
∗2
1 , C∗2

2 )
)
·
(
C∗1

1 − C∗2
1

)
+
(
− h2(C

∗1
1 , C∗1

2 ) + h2(C
∗2
1 , C∗2

2 )
)
· (C∗1

2 − C∗2
2 )

> 0. (31)

由 (23)和 (24)式知:

f∗1
1 = h1(C

∗1
1 , C∗1

2 ), f∗2
1 = h1(C

∗2
1 , C∗2

2 ),

f∗1
2 = h2(C

∗1
1 , C∗1

2 ), f∗2
2 = h2(C

∗2
1 , C∗2

2 ),

代入 (31)式得

(−f∗1
1 + f∗2

1 ) · (C∗1
1 − C∗2

1 )

+ (−f∗1
2 + f∗2

2 ) · (C∗1
2 − C∗2

2 ) > 0, (32)

即

(C∗1
1 − C∗2

1 ) · (f∗1
1 − f∗2

1 )

+ (C∗1
2 − C∗2

2 ) · (f∗1
2 − f∗2

2 ) 6 0. (33)

显然, (33)和 (28)式矛盾. 因此, 动态系统 (11)和
(12)不动点唯一. 证毕.

由 (19)—(22)式可知,不动点C∗
1 , C∗

2对应的流

量f∗
1 , f∗

2 即为弹性需求下的SUE解,因此本文也称
之为平衡点.

动态系统 (11)和 (12)的Jacobian矩阵为

Jn =


∂C

(n)
1

∂C
(n−1)
1

∂C
(n)
1

∂C
(n−1)
2

∂C
(n)
2

∂C
(n−1)
1

∂C
(n)
2

∂C
(n−1)
2

 . (34)

在平衡点处

J∗ = ϕE + (1− ϕ) · ∇G(F ) · (−∇H(C))

= ϕE − (1− ϕ) · ∇G(F ) · ∇H(C). (35)
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由 (25)和 (29)式得

J∗ = ϕE − (1− ϕ) · d∗

·

g′1p[θ + (β − θ)p] g′1(β − θ)p(1− p)

g′2(β − θ)p(1− p) g′2(1− p)[β + (θ − β)p]

 .

(36)

令

A =

g′1p[θ + (β − θ)p] g′1(β − θ)p(1− p)

g′2(β − θ)p(1− p) g′2(1− p)[β + (θ − β)p]

 .

(37)

易知: 矩阵A有两个正的特征值λ1>0, λ2>0, J∗

的特征值λJ=ϕ − (1 − ϕ)d∗λ1,2. 由于 0 6 ϕ < 1,
d∗>0, 所以λJ < 1恒成立, 根据非线性动力学稳定
性理论 [48], 当离散型动力系统平衡点Jacobian矩
阵的所有特征值的模小于 1时平衡点渐近稳定, 不
难得到定理2.

定理2 弹性需求下两条路径的简单路网逐日

动态分配系统平衡点渐近稳定的条件是

ϕ− (1− ϕ)d∗λ1,2 > −1. (38)

判定条件 (38)式还可以变形为ϕ >
d∗λ1,2−1

d∗λ1,2+1
,

说明在一定条件下, 平衡点渐近稳定要求出行者对
信息的依赖程度不能太大. 特殊地, 当β = 0, 由
(15)式可知, 每天的需求d(n) = d0 将不变, 此时弹
性需求退化成固定需求, 矩阵A的特征值λ1 = 0,
λ2 = θp(1− p)(g′1 + g′2), 稳定性条件 (38)式变为

ϕ− (1− ϕ)d0θp(1− p)(g′1 + g′2) > −1. (39)

不难验证 (39)式和文献 [1]的稳定性条件一致. 判
定条件 (38)式更具有一般性.

注意到λ1,2, d∗与ϕ无关. 因此, 不难得到推
论 1.

推论1 若d∗λ1,2<1,不论参数ϕ取 [0, 1)内任
何值, 弹性需求下两条路径的简单路网交通流逐日
动态演化系统平衡点渐近稳定.

推论 1表明只要交通系统满足一定条件, 不论
出行者对信息的依赖程度多大, 路网交通流逐日动
态演化系统的平衡点渐近稳定.

3.2 演化状态划分

由定理 2可知, 当 (38)式不满足时, 网络交通
流逐日动态演化出现不稳定情况, 根据非线性动

力学理论, 演化结果将出现周期运动 (分岔)或者
混沌.

根据混沌理论, 当动态系统的Lyapunov指数
大于 0时, 系统才出现混沌. 动态系统 (11)和 (12)
有2个Lyapunov指数 [48]:(

L1

L2

)
= lim

n→∞

1

n
ln |eig(Jn−1,Jn−2, · · ·J0)|, (40)

式中, eig(Jn−1Jn−2 · · ·J0)表示Jn−1Jn−2 · · ·J0

的特征值.
由此得到动态系统 (11)和 (12)的最大Lya-

punov指数为

L = max(L1, L2). (41)

因此, 动态系统 (11)和 (12)演化到稳定的平衡点、
周期运动 (分岔)和混沌3种状态的条件如表 1 .

表 1 系统逐日动态演化的状态划分

Table 1. The state of day-to-day dynamical evolution.

演化的最终状态 判别条件

稳定且收敛于平衡点 ϕ >
d∗λ1,2 − 1

d∗λ1,2 + 1

周期运动 (分岔) ϕ 6 d∗λ1,2 − 1

d∗λ1,2 + 1
且L 6 0

混沌运动 L > 0

通过以上分析可知, 弹性需求下网络交通流
动态演化系统的平衡点即为弹性需求下的SUE解,
但是平衡点在一定条件才稳定 (定理 2), 否则会发
生周期运动或混沌运动 (表 1 ). 下面通过数值实
验, 来讨论参数 θ (表征出行者路径选择时对路径
费用的敏感程度)、ϕ (表征出行者对前一天实际费
用的依赖程度)、β (表征出行者的出行需求对费用
的敏感性)对网络交通流动态演化的影响. 注意到
θ ∈ (0,+∞), ϕ ∈ [0, 1), β ∈ [0,+∞).

4 数值实验

如图 1 , 路网的参数设定同文献 [1]. 路径的行
程时间关于流量的函数采用BPR (US Bureau of
Public Roads)函数

t = t0[1 + 0.15(f/Q)4], (42)

式中 t为路径的行程时间, t0为路径的自由流行程
时间, f为路径流量, Q为通行能力. 设路径 1和
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路径 2的自由流行程时间分别为 t10 = 22 min和
t20 = 25 min, 通行能力分别为Q1 = 1500 辆/h
和Q2 = 2000 辆/h; 潜在的最大OD需求 d0 =

1500 辆/h; 出行费用只考虑出行时间.

4.1 稳定的临界曲线

根据推论1,当 θ = 0.923时, β = 0是稳定临界

点, 通过不同参数组合的数值实验绘制出系统稳定
时β-θ的临界曲线, 如图 2所示. 由图 2可知, β的
临界值随 θ的变化分 4个阶段: 1)当 θ 6 0.923时,
β的临界值不变 (等于 0), 也即无论β取 [0,+∞)的
任何值、ϕ取 [0, 1)的任何值, 系统演化都稳定且收
敛到平衡点; 2)当 0.923 < θ 6 2.293时, 稳定临界
点β随 θ增大而增大, 当 θ = 2.293时, β达到极大
值0.00384;如当 θ = 1.500时, β = 0.0032是稳定临

界点,说明,当 θ = 1.500时,不论β取 [0.0032,+∞)
的任何值、ϕ取 [0, 1)的任何值, 系统演化都稳定且
收敛到平衡点; 3)当 2.293 < θ 6 28.564 时, 稳定
临界点β随 θ的增大而减小, 当 θ = 28.564时, β达
到极小值 0.00154; 4)当 θ > 28.564时, 稳定临界点
β随 θ的增大而增大.
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θ

β
/
1
0

−
3

图 2 系统稳定时 β-θ的临界曲线

Fig. 2. The critical curve of β-θ when the system is stable.

总之, 参数β和 θ取曲线上方的点时, 不论ϕ取

[0, 1)的任何值, 系统演化都稳定且收敛到平衡点,
参数β和 θ取曲线下方的点时, 系统的演化状态与
ϕ的取值有关, 可能出现分岔或混沌.

4.2 固定β, 讨论θ和ϕ不同时系统的演化

情况1 0 6 β < 0.00155

以β = 0.0002为例, 由图 2的临界曲线可知,
当 θ < 0.940时, 系统稳定. 根据表 1的判别条件,

经过多次数值实验发现: 当 θ > 0.940时, 系统
出现分岔; 当 θ>7.295时, 系统出现混沌. 图 3是
β = 0.0002, θ取不同值时路径 1的流量关于参数ϕ

的分岔图.
由图 2可见, 当β = 0.0002, θ = 0.5时, 系

统演化是稳定的. 由图 3 (b)和图 3 (c)可见, 当
β = 0.0002, θ = 6或7时, 随着ϕ从大到小变化, 系
统演化出现稳定 -倍周期分岔 -半周期逆分岔的过
程, 最后ϕ = 0 是 2周期运动, 在文献 [1]和其他非
线性动力学模型中也可以看到类似的现象 [1,49−51].
由图 3 (d)—(h)可见: 随着ϕ从大到小变化, 系统演
化出现稳定 -倍周期分岔 -混沌 -半周期逆分岔的变
化过程, 最后ϕ = 0是 2周期运动; 从纵轴方向看,
在混沌区域中, 中间有一些周期 3、周期 5等奇数周
期窗口; 从横轴方向看, 奇数周期窗口越来越宽, 将
混沌区域分割成多个带, 当 θ = 8.5时, 混沌带可以
近似看成 1片区域 (奇数周期窗口很窄), 当 θ = 16

时, 周期 3窗口变得很宽, 混沌区域分成了两个带,
当 θ = 22时, 混沌区域分成了 3个带, 当 θ = 33时,
混沌区域分成了 4个带, 当 θ = 40时, 混沌区域分
成了5个带 (最左边的混沌带很窄).

当β = 0时, 第n天的需求d(n) = d0, 弹性需
求退化成固定需求情形, 文献 [1]的研究表明, 固定
需求下, 当 θ < 0.923时, 系统稳定, 当 θ > 0.923

时, 系统出现周期运动, 当 θ > 6.983时, 系统出
现混沌现象 (更详细的讨论见文献 [1]). 对比发现,
β = 0.0002时, 随 θ的增大, 流量演化关于ϕ的分岔

图的规律与β = 0相似.
根据表 1系统逐日动态演化状态划分方法, 通

过数值实验, 绘制出β = 0.0002时系统关于参数 θ

和ϕ的状态划分图, 如图 4所示.
从图 4可以看到β = 0.0002的稳定区域在上

方, 不稳定区域在下方, 混沌区域可以大致分为
3个带, 其他的是周期运动区域, 混沌区域中夹
着一些周期运动点. 并且由定理 2知: 稳定区域
和不稳定区域的分界线就是β = 0.0002时曲线

ϕ =
d∗λ1,2 − 1

d∗λ1,2 + 1
(d∗, λ1,2与参数β和θ有关). 图 5是

β = 0.0007, 0.0012时系统关于参数 θ和ϕ的状态

划分图, 可以发现, 图 5 (a)和图 5 (b)状态的区域与
图 4相似.

从图 4和图 5可以发现, 随着β的增大, 稳定区
域面积越来越大, 不稳定区域面积越来越小, 特别
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是混沌区域面积越来越小, 这说明β对系统演化的

稳定性有 “正”作用, 从图 2的稳定临界曲线也可以
看到, 当β > 0.00384时, 不论参数 θ取 (0, +∞), ϕ
取 [0, 1)内任何值, 系统演化都是稳定的.
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图 3 (网刊彩色) β = 0.0002, θ取不同值时流量关于 ϕ变化的分岔图 (a) θ = 0.5; (b) θ = 6; (c) θ = 7;
(d) θ = 8.5; (e) θ = 16; (f) θ = 22; (g) θ = 34; (h) θ = 40

Fig. 3. (color online) Flow bifurcation diagrams with ϕ when β = 0.0002 and θ is different: (a) θ = 0.5;
(b) θ = 6; (c) θ = 7; (d) θ = 8.5; (e) θ = 16; (f) θ = 22; (g) θ = 34; (h) θ = 40.
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图 4 (网刊彩色) β = 0.0002时系统关于 θ和 ϕ的状态

划分图

Fig. 4. (color online) The system’s state with θ and ϕ

when β = 0.0002.

情况2 0.00155 6 β < 0.00233

图 6是β = 0.00155, 0.0018时系统关于参数 θ

和ϕ的状态划分图.
从图 6可见, 当β > 0.00155时, 不稳定区域分

开为两部分,以图 6 (a)为例,左边部分 (θ < 28.352)
是周期运动区域, 右边部分 (θ > 28.352)周期运动
和混沌并存. 同时, 还可以看到, 随着β的增大, 稳
定区域的面积越来越大, 不稳定区域面积越来越
小. 以β = 0.00155为例, 由图 2的临界曲线可知,
当 θ < 1.096时, 系统稳定. 根据表 1的判别条件,
经过多次数值实验发现: 当 θ > 1.096时, 系统出现
分岔, 当 θ > 38.494系统出现混沌. 取 θ = 0.5, 8.5,
16, 35, 38, 42, 45, 50绘制出路径 1的流量关于参
数ϕ的分岔图, 如图 7所示.
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图 5 (网刊彩色) β = 0.0007和 0.0012时系统关于 θ和 ϕ的状态划分图 (a) β = 0.0007; (b) β = 0.0012

Fig. 5. (color online) The system’s state with θ and ϕ when β = 0.0007 and 0.0012: (a) β = 0.0007; (b) β = 0.0012.
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图 6 (网刊彩色) β = 0.00155和 0.0018时系统关于 θ 和 ϕ的状态划分图 (a) β = 0.00155; (b) β = 0.0018

Fig. 6. (color online) The system’s state with θ and ϕ when β = 0.00155 and 0.0018: (a) β = 0.00155;
(b) β = 0.0018.

由图 7 (b)和图 7 (c)可以看到, 当β = 0.00155

时, 在图 6 (a)中 θ < 28.352的左半不稳定区域, 对
于固定的 θ, 流量随ϕ变化的分岔图是相似的, 流
量演化随ϕ从大到小变化, 呈现稳定 -2周期分岔过

程, 也即, 系统只有两种状态: 稳定状态和2周期运
动状态. 由图 7 (d)—(h)可以看到: 当β = 0.00155

时, 在 θ > 28.352的右半不稳定区域, 流量演化关
于ϕ的分岔图的规律和β = 0.0002的情况类似; 当
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28.352 < θ < 38.494时, 流量演化随着ϕ从大到小

变化, 呈现出现稳定 -倍周期分岔 -半周期逆分岔的
变化过程, 最后ϕ = 0是2周期运动; 当 θ > 38.494

时, 流量演化随着ϕ从大到小变化, 呈现出稳定 -倍
周期分岔 -混沌 -半周期逆分岔的变化过程, 最后
ϕ = 0是2周期运动.
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图 7 (网刊彩色) β = 0.00155, θ取不同值时流量关于 ϕ的变化分岔图 (a) θ = 0.5; (b) θ = 8.5; (c) θ = 16;
(d) θ = 35; (e) θ = 38; (f) θ = 42; (g) θ = 45; (h) θ = 50

Fig. 7. (color online) Flow bifurcation diagram with ϕ when β = 0.00155 and θ is different: (a) θ = 0.5;
(b) θ = 8.5; (c) θ = 16; (d) θ = 35; (e) θ = 38; (f) θ = 42; (g) θ = 45; (h) θ = 50.
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图 8 (网刊彩色) β = 0.00233, 0.0032和 0.004时系统关于 θ和ϕ的状态划分图 (a) β = 0.00233; (b) β = 0.0032;
(c) β = 0.004

Fig. 8. (color online) The system’s state with θ and ϕ when β = 0.00233, 0.0032, 0.004: (a) β = 0.00233;
(b) β = 0.0032; (c) β = 0.004.
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图 9 β = 0.00233, θ = 3时流量关于 ϕ的变化分岔图

Fig. 9. (color online) Flow bifurcation diagram with ϕ

when β = 0.00233 and θ = 3.

情况3 β > 0.00233

图 8是β = 0.00233, 0.0032, 0.004时系统关
于参数 θ和ϕ的状态划分图. 图 9是β = 0.00233,
θ = 3时, 流量关于ϕ的变化分岔图.

对比图 6 (a)和图 6 (b)以及图 8 (a)和图 8 (b),
可以发现, 当β > 0.00233 时, 系统不稳定的右半
部分区域消失, 此时混沌现象也消失, 从图 9还

可以看到, 系统不稳定的状态是 2周期运动. 从
图 8 (a)—(c)可以看到, 随着β的增大, 周期运动区
域面积逐渐减小, 最后完全是稳定状态, 通过多次
数值实验得到, 当β > 0.00384时, 系统完全是稳定
状态,也即,当β > 0.00384时,不论 θ取 (0,+∞)内
任何值、ϕ取 [0, 1) 内任何值, 系统演化都稳定, 这
一结论也可以从图 2的系统稳定时β-θ的临界曲线
得出.

4.3 固定θ, 讨论β和ϕ不同时系统的演化

图 10是 θ = 0.5, 3, 9, 25时系统关于参数β和

ϕ的状态划分图.
从图 10可见,当θ较小时,系统都是稳定的,随

着 θ的增大, 先出现周期运动, 后出现混沌现象. 经
过多次数值实验发现: 当 θ 6 0.923时, 系统演化稳
定, 即当 θ 6 0.923时, 无论β取 [0,+∞)的任何值、
ϕ取 [0, 1)的任何值, 系统演化都稳定且收敛到平衡
点; 当0.923 < θ 6 6.983时, 系统出现周期运动; 当
θ > 6.983时, 系统出现混沌. 注意到, 系统出现分
岔和混沌的 θ的临界值和β = 0时是一致的 [1].

060501-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 6 (2017) 060501

0
0 1 2

β/10-3
3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

φ

0
0 1 2

β/10-3
3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

φ
0
0 1 2

β/10-3
3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

φ

0
0 1 2

β/10-3
3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

φ

(a) (b)

(c) (d)

图 10 (网刊彩色) θ取不同值时系统关于 β和 ϕ的状态划分图 (a) θ = 0.5; (b) θ = 3; (c) θ = 9; (d) θ = 25

Fig. 10. (color online) The system’s state with β and ϕ when θ is different: (a) θ = 0.5; (b) θ = 3; (c) θ = 9;
(d) θ = 25.

4.4 固定ϕ, 讨论β和θ不同时系统的演化

图 11是ϕ = 0, 0.05, 0.3, 0.8, 0.86, 0.9时系统
关于参数β和 θ的状态划分图.

从图 11可以看出, 当ϕ较小时, 系统演化稳定
或者周期运动; 当ϕ比较大时, 系统演化稳定; 当ϕ

取中间值时, 系统演化有稳定、周期运动和混沌状
态. 经过多次数值实验发现: 当ϕ 6 0.036时, 系
统是稳定的或周期运动的; 当 0.036 < ϕ < 0.85

时, 系统是稳定、周期运动或者混沌状态; 当
0.85 6 ϕ < 0.89时, 系统演化是稳定的或周期
运动的; 当0.89 6 ϕ < 1时, 系统演化是稳定的. 同
时, 从图 11还可以发现, 随着ϕ的增大, 稳定区域
的面积越来越大, 不稳定区域的面积越来越小, 直
到ϕ = 0.89时整个区域都是稳定的.

4.5 系统演化规律

根据以上的分析可知, 参数 θ(表征出行者路径
选择时对路径的费用敏感程度), ϕ(表征出行者对
前一天实际费用的依赖程度), β(表征出行者的出
行需求对费用的敏感程度)对网络交通流的逐日动

态演化都有影响.
1)临界曲线特征
若对任意的ϕ ∈ [0, 1)动态系统演化都稳定,

那么临界曲线β随 θ的变化为: 当 θ 6 0.923时, β
的临界值不变 (等于 0); 当 θ > 0.923时, β先增大
后减小, 然后又增大, β出现极大值点 0.00384(当
θ = 2.293时)和极小值点 0.00154(当 θ = 28.564

时).
2)参数β对系统演化的影响

1⃝当 0 6 β < 0.00155时, 对于固定的β, 随 θ

的增大, 系统演化关于ϕ的分岔图的规律与β = 0

相似. 即 θ较小时, 系统稳定; θ取中间值时, 系统
随着ϕ从大到小变化出现稳定 -倍周期分岔 -半周
期逆分岔的过程, 最后ϕ = 0是 2周期运动; θ较大
时, 系统随着ϕ从大到小变化出现稳定 -倍周期分
岔 -混沌 -半周期逆分岔的变化过程, 最后ϕ = 0是

2周期运动.
2⃝当0.00155 6 β < 0.00233时, 对于固定的β,

系统关于参数 θ 和ϕ的状态的划分图的不稳定区域

分开为左右两部分: 左边是 2周期运动区域, 右边
周期运动和混沌并存.
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图 11 (网刊彩色) ϕ取不同值时系统关于 β和 θ 的状态划分图 (a) ϕ = 0; (b) ϕ = 0.05; (c) ϕ = 0.3; (d) ϕ = 0.8;
(e) ϕ = 0.86; (f) ϕ = 0.9

Fig. 11. (color online) The system’s state with β and θ when ϕ is different: (a) ϕ = 0; (b) ϕ = 0.05;
(c) ϕ = 0.3; (d) ϕ = 0.8; (e) ϕ = 0.86; (f) ϕ = 0.9

3⃝当0.00233 6 β < 0.00384时, 对于固定的β,
系统关于参数 θ 和ϕ的状态的划分图的不稳定区域

只有一个区域, 并且不稳定状态是2周期运动状态.
4⃝当β > 0.00384时, 系统完全是稳定状态 (与

参数 θ和ϕ无关).
5⃝随着β的增大, 系统关于参数 θ和ϕ的状

态的划分图的稳定区域面积越来越大, 最后当
β > 0.00384时, 系统完全是稳定状态.

3)参数 θ对系统演化的影响

当 θ 6 0.923时, 系统演化稳定 (与参数β和ϕ

无关); 当 0.923 < θ 6 6.983时, 系统出现周期运
动; 当 θ > 6.983时, 系统出现混沌.

4)参数ϕ对系统演化的影响

1⃝当 0.89 6 ϕ < 1时, 系统演化是稳定的; 当
ϕ 6 0.036或 0.85 6 ϕ < 0.89时, 系统是稳定的或
周期运动的, 当 0.036 < ϕ < 0.85时, 系统是稳定、
周期运动或者混沌状态.

2⃝随着ϕ的增大, 系统关于参数β和 θ的状态

划分图的稳定区域的面积越来越大, 直到ϕ = 0.89

时整个区域都是稳定的.

5 结 论

本文假设交通需求是弹性的, 以两条平行路径
的简单路网为例, 建立了逐日动态交通流演化模型
(固定需求是β = 0时的特殊情形), 在数值实验中,
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通过改变与出行者特性有关的参数β, θ和ϕ的取

值, 分析系统的演化规律. 研究结论如下.
1)弹性需求动态系统的不动点存在且唯一 (定

理 1), 平衡点渐近稳定需要满足一定的条件 (定理
2).

2)若对任意的ϕ ∈ [0, 1)动态系统演化都稳定,
那么临界曲线β随 θ的变化为: 当 θ 6 0.923时, β
的临界值等于 0; 当 θ > 0.923时, β先增大后减小,
然后又增大.

3)系统演化随参数β, θ和ϕ的变化呈现复杂

的特征, 有稳定、分岔和混沌现象. 总体上, 参数
β对系统的稳定性有 “正”作用, 即出行者的出行
需求对费用越敏感, 系统演化反而越可能稳定, 当
β > 0.00384时, 系统完全是稳定状态; 参数 θ对系

统的稳定性有 “负”作用, 即出行者路径选择时对路
径的费用越敏感, 系统演化越不可能稳定, 换言之,
出行者路径选择的随机性越小, 系统演化越不可能
稳定; 参数ϕ对系统的稳定性有 “正”作用, 即出行
者对前一天实际费用的依赖程度越小, 系统演化越
可能稳定.

注意到参数β反映的是出行者的出行意愿 (是
否出行), β越大, 出行者的出行需求对费用越敏感,
出行者越不愿意出行, 总的出行者数量就越小, 系
统越有可能稳定. 参数 θ反映的是出行者一旦出行

了, 他在选择路径时路径的费用的影响程度 (如何
出行), θ越大, 出行者路径选择时对路径的费用越
敏感, 出行者路径选择的随机性越小, 出行者越倾
向于选择最短路径, 而不是分散地选择所有路径,
系统越不可能稳定. 因此, 微观个体出行者在做是
否出行和如何选择路径决策时, 路径的费用的敏感
性对网络交通流演化的影响效果不同.

需要说明的是, 本文的结论只在两条路径的简
单网络中才成立, 对于现实中的复杂网络, 可以参
考本文的研究方法, 分析网络交通流逐日动态演化
规律. 对于更复杂的交通网络, 其网络交通流动态
演化模型是高维的非线性动力学模型, 但是分岔和
混沌现象也应该存在, 只不过这时的非线性现象可
能更加复杂, 如可能会出现多个分岔和混沌的临界
点, 甚至在一定条件下还可能出现超混沌现象.
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Abstract
Network traffic flow is an aggregated result of a huge number of travelers’ route choices, which is influenced by

the travelers’ choice behaviors. So day-to-day traffic flow is not static, but presents a complex and tortuous day-to-day
dynamic evolution process. Studying day-to-day dynamic evolution of network traffic flow, we can not only know whether
the traffic network equilibrium can be reached and how the process is achieved, but also can know what phenomenon
will occur in the evolution of network traffic flow if the equilibrium is not reached. In a real traffic system, taking day
as scale unit, the day-to-day network traffic demand is variable and changes with everyday’s traffic network state. The
travelers’ route choices are also influenced by the previous day’s behaviors and network state. Then, will the day-to-day
network traffic flow evolution be stable? If it is unstable, when will bifurcation and chaos occur? In this paper we
discuss the day-to-day dynamic evolution of network traffic flow with elastic demand in a simple two-route network.
The dynamic evolution model of network traffic flow with elastic demand is formulated. Based on a nonlinear dynamic
theory, the existence and uniqueness of the fixed point of dynamic evolution model are proved, and an equilibrium
stability condition for the dynamic evolution of network traffic flow with elastic demand is derived. Then, the evolution
of network traffic flow is investigated through numerical experiments by changing the three parameters associated with
travelers, which are the sensitivity of travelers’ travel demand to travel cost, the randomness of travelers’ route choices,
and travelers’ reliance on the previous day’s actual cost. Our findings are as follows. Firstly, there are three kinds of
final states in the evolution of network traffic flow: stability and convergence to equilibrium, periodic motion and chaos.
The final state of the network traffic flow evolution is related to the above three parameters. It is found that under
certain conditions the bifurcation diagram of the network traffic flow evolution reveals a complicated phenomenon of
period doubling bifurcation to chaos, and then period-halving bifurcation. Meanwhile, the chaotic region is interspersed
with odd periodic windows. Moreover, the more sensitive to cost the travelers’ travel demand the more likely the system
evolution is to be stable. The smaller the randomness of travelers’ route choices, the less likely the system evolution is
to be stable. The lower the degree of travelers’ reliance on the previous day’s actual cost, the more likely the system
evolution is to be stable.

Keywords: network traffic flow, elastic demand, dynamical evolution, chaos
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