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根据非线性局部Lyapunov指数方法, 分别以常数强迫Lorenz系统和准周期强迫Lorenz系统为例, 研究
了在外强迫存在的条件下混沌系统可预报性的改变. 结果表明: 外强迫会影响混沌系统的可预报性, 两种不
同类型的强迫Lorenz系统的可预报期限都随着外强迫的增强而增加, 但是大小相等方向相反的外强迫对系
统可预报性的影响不同, 其中正值强迫比负值强迫作用下的可预报期限更长, 并且这种差异随着强度的增加
而增大; 不同形式的外强迫对可预报性的影响也不同, 常数强迫的影响主要体现在误差增长的线性阶段, 准周
期强迫的影响除了线性阶段还必须考虑到非线性阶段; 当强度相等的常数强迫和准周期强迫驱动Lorenz系
统时, 常数强迫作用下的系统可预报性更高. 本文基于混沌理论模型的研究, 对于实际大气的可预报性研究
具有一定的启示意义.

关键词: 非线性局部Lyapunov指数, 可预报性, 外强迫, Lorenz系统
PACS: 05.45.–a, 92.60.Wc DOI: 10.7498/aps.66.060503

1 引 言

大气是一个复杂的非线性系统, 具有内在随机
性 [1,2], 因此其可预报时效有一定的范围, 超出范
围, 预报将失去技巧. 虽然混沌系统对初值十分敏
感, 但是系统的短期行为仍是可预测的 [3−7]. 大气
系统存在可预报性是其固有属性, 确定和估计这种
预报时效的长短, 研究误差增长和传播规律等是可
预报性理论研究的主要内容, 其中定量的估计可预
报时效也是一个重要课题. 当前关于可预报性的
研究工作中, 丁瑞强和李建平 [8−10]提出的非线性

局部Lyapunov指数 (NLLE)的方法, 克服了传统
Lyapunov指数的局限, 不做任何线性近似, 考虑到

非线性项对误差增长的贡献, 而且能够定量地估计
混沌系统的可预报期限, 该方法已经被应用到实际
天气和气候的可预报性研究中, 并取得了很好的效
果 [11−18].

在可预报性问题的研究中, 除了要考虑初值的
不确定性, 外强迫的影响也很重要 [19]. 大量的研究
结果表明, 强迫项在真实大气中是不可忽视的, 例
如在气候研究中常关注海表温度或海冰对环流的

强迫作用 [20−22], 尤其是准周期为 3—7年的ENSO
循环对全球气候变化的贡献 [23−25]. 外强迫条件的
变化和异常会影响大气内部的动力过程, 从而影响
天气和气候的可预报性. 但在以往有关强迫项的研
究中, 较少的工作涉及外强迫影响混沌系统可预报
性的问题. 外强迫的改变会使得混沌系统的可预
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报期限产生怎样的变化, 尚需进一步的研究. 同时,
大气作为非线性动力系统, 常用非线性理论模型来
体现大气系统运动的非周期性和运动轨迹对初值

的敏感性, 但以往的研究主要集中探讨其动力结构
和动力学统计性质等内容 [26,27], 涉及可预报性方
面的研究工作还较少.

本文借助于Lorenz理论模型,并利用NLLE的
方法, 给出了定常强迫Lorenz模型 [28]和准周期强

迫Lorenz模型 [29]在外强迫强度改变的条件下混沌

系统误差增长规律和可预报期限的变化, 以及外强
迫对Lorenz系统混沌性质的影响.

2 方 法

本文采用NLLE方法定量地估计混沌系统的
可预报期限. 由于传统的Lyapunov方法 [30−32]都

假设初始误差无限小, 误差发展满足切线性近似,
因而忽略了非线性项对误差增长的贡献, 使得传统
方法无法描述有限尺度大小的初始误差对可预报

性的贡献, 因此存在很大的缺陷和不足. NLLE方
法不做任何线性近似, 保留所有的非线性项, 直接
对误差演化的非线性方程进行积分求解.

对于一个n维非线性动力系统, 其原始误差演
化方程表示如下:

δ̇ = J(x)δ +G(x, δ), (1)

其中x是 t时刻系统的状态向量, δ是状态x上叠加

的误差, J(x)δ是切线性项, G(x, δ)是关于误差的

高阶非线性项. 将误差演化方程 (1)的解从 t = t0

到 t0 + τ进行数值积分, 得到

δ1 = η(x0, δ0, τ)δ0, (2)

其中 δ1 = δ(t0 + τ), x0 = x(t0), δ0 = δ(t0),
η(x0, δ0, τ)为非线性误差传播算子. NLLE被
定义为

λ(x0, δ0, τ) =
1

τ
ln ∥δ1∥

∥δ0∥
, (3)

这里λ(x0, δ0, τ)不仅依赖于相空间中参考轨道的

初始状态x0和演化时间 τ , 还与初始误差δ0有关.
系统全局吸引子上的整体集合平均的非线性局部

Lyapunov指数可表示为

λ̄(δ0, τ) =

∫
Ω

λ(x0, δ0, τ)dx

=⟨λ(x0, δ0, τ)⟩N , (4)

这里Ω代表系统全局吸引子的区域范围, ⟨·⟩N表示
N(N → ∞)个样本的集合平均. 在此基础上可以
获得初始误差的平均相对增长,

Ē(δ0, τ) = exp[λ̄(δ0, τ)τ ]. (5)

由 (3), (4)和 (5)式可得

Ē(δ0, τ) =

( N∏
i=1

δi(t0 + τ)

)1/N

/δ(t0). (6)

对于一个混沌系统, 随着 τ → ∞, δ1(t0 + τ),
δ2(t0 + τ), · · · , δN (t0 + τ)相互独立, 并且收敛
到同一分布, 根据Ding和Li [8]证明的饱和定理, 误
差的平均相对增长以概率意义收敛到一个常数, 即

Ē(δ0, τ)
P−→ c (N → ∞), (7)

其中
P−→表示依概率收敛于, c为依赖于P的一个

常数. c可以看作是 Ē(δ0, τ)的饱和值, 一旦误差增
长达到饱和, 就意味着系统的初始信息全部丢失,
预测失去意义, 利用这一饱和值, 系统的可预报期
限可以被定量地估计出来, 此方法已经被用到天气
和气候的可预报性研究工作中. 本文将初始误差演
化到饱和值 c的 98％时对应的时间定义为可预报
期限.

3 试验设计

本文选取两个简单的强迫Lorenz系统来研究
不同类型的强迫以及外强迫强度的改变对其可预

报性的影响.

3.1 常数强迫Lorenz系统

在经典Lorenz模型基础上, Palmer [28]引入常

数强迫的Lorenz模型, 其方程为
ẋ = −σx+ σy + Fx,

ẏ = rx− y − xz + Fy,

ż = xy − bz + Fz,

(8)

其中σ = 10, r = 28, b = 8/3, 分别为Prandtl数、
Rayleigh数以及表示与对流尺度相联系的参数. 强
迫参量的选取, 利用Mittal等 [33]研究的情形, 其中
Fx = σF , Fy = −F , Fz = 0. 当强迫项存在时,
Lorenz系统出现混沌现象除了与自身参数σ, r, b
有关, 还受到F的限制. 这种条件下, 强迫项存在
临界值Fc = 1.61, 仅当 |F | < Fc时, 系统表现出混
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沌. 本文在保证系统混沌性的前提下, 通过变化强
迫项F的大小来研究系统可预报性的改变.

3.2 准周期强迫Lorenz系统

本文选取的准周期外力强迫的Lorenz方程
如下: 

ẋ = −σx+ σy +A cos(vθn),

ẏ = rx− y − xz,

ż = xy − bz,

θn+1 = θn + w.

(9)

方程中的参数σ, r, b与常数强迫情形下相同, A为
准周期外强迫的振幅; v为常数, v = 2π; w为无理
数, 取值为 (

√
5 − 1)/2, 计算中采用有理数来近似

表示, w = 0.618. 本文通过变化外强迫振幅A的大

小来研究Lorenz系统的可预报期限对外力强迫的
响应.

由于强迫Lorenz系统的控制方程已知, 我们
采用直接积分误差演化方程的方法来计算NLLE,
从而定量地确定不同强迫条件与系统可预报性的

关系.

4 结果分析

4.1 常数强迫Lorenz系统

图 1给出了常数强迫Lorenz系统分别在有强
迫和无强迫的条件下, 初始误差 (δ0 = 10−6, 下
文同)的增长规律和可预报期限的变化情况. 从

图 1 (a) 可以看出: 无论是否存在强迫, Lorenz系
统的 λ̄都在最初阶段表现出突然增加为较大的正

值, 这段时间可以认为是初始误差随时间调整到
误差最快增长方向的适应阶段; 随后 λ̄逐渐趋于常

数, 该阶段为误差增长的线性阶段, 误差增长率在
此阶段表现出明显的分离现象, 其中有常数强迫条
件下的 λ̄相比无强迫时的情形下要小; 当进一步发
展到非线性阶段后, 有强迫和无强迫系统的误差增
长率逐渐趋于一致. 与之对应的有强迫存在的情
形下, ln Ē的增长也更为缓慢; 尽管进入到非线性
阶段后, 最终达到的饱和值相等, 但是有强迫存在
时的 ln Ē达到饱和需要的时间更长, 即可预报期限
增加 (图 1 (b)). 以上结果表明, 当常数强迫存在时,
Lorenz系统的误差增长规律和可预报期限会发生
改变. 常数强迫的驱动使得系统的误差增长更加缓
慢, 造成可预报性的增加, 同时外强迫对误差增长
的影响主要体现在线性阶段.

为了进一步分析不同大小和方向的常数强迫

对Lorenz系统的影响规律, 图 2给出了Lorenz系
统的误差增长率和误差增长曲线随着不同常数强

迫的变化. 从图 2 (a)可以看出: λ̄在最开始经过短

时的调整之后, 进入到线性阶段, 在该阶段表现出
明显的分离现象, 随着 |F |的增大, 线性阶段的 λ̄随

之减小; 当发展到非线性阶段之后, 不同强迫条件
下的误差增长率趋于一致. 误差增长曲线 (图 2 (b))
也显示了相应的发展情况, 虽然混沌系统的初值
误差在各强迫条件下达到的饱和值相等, 但是 ln Ē

的增长速度并不相同, |F |越大, 增长曲线的曲率
越大, 意味着最终达到饱和所需的时间越长. 此外,
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图 1 (网刊彩色)常数强迫Lorenz系统的 (a) NLLE和 (b)误差的自然对数 ln Ē随 t的变化 (黑色实线, F = 0; 红
色实线, F = 1.5; 黑色水平虚线, 饱和值的 98%)
Fig. 1. (color online) Temporal evolution of (a) the NLLE and (b) the error growth of the Lorenz system
with constant forcing (black solid curves, F = 0; red solid curves, F = 1.5; black dashed horizontal curve
means the value corresponding to the 98% saturated bias).
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图 2 (网刊彩色)不同强迫条件下, 常数强迫Lorenz系统的 (a) NLLE 和 (b)误差的自然对数 ln Ē随 t的变化 (黑
色水平虚线: 饱和值的 98%)
Fig. 2. (color online) Temporal evolution of (a) the NLLE and (b) the error growth of the Lorenz system
with different constant forcings (black dashed horizontal curve means the value corresponding to the 98%
saturated bias).

我们还可以注意到, 大小相等方向相反的外强迫
对可预报期限影响不同. 当F = ±0.5时, 误差增
长曲线比较接近; 随着F增加到±1.0时, 两条误差
增长曲线在线性增长阶段有较为明显的分离, 并
且F = 1.0的误差增长速度更为缓慢; 当F进一步

扩大到±1.5时, 误差增长曲线的分离表现更为明
显, 其中F = 1.5的增长速度更慢. 可见, 大小相
同方向相反的常数强迫并不都对误差增长产生相

同的影响, 正值强迫对于可预报性增加的影响更为
显著.

为了更加直观地分析不同强迫对Lorenz系统
可预报期限的影响,图 3给出了可预报性期限TP随

不同强度的常数强迫的变化曲线. 首先, 从图 3可
以看出, 随着外强迫强度的增强, 可预报性也随之
增加; 其次, 曲线的非对称性更明显地表述出大小
相等、方向不同的 |F |对混沌系统产生着不同的影
响, 也说明了Lorenz系统对正负强迫的响应不同.
Lorenz系统可预报性的增加对正值强迫的响应要
比负值强迫更加明显, 随着强迫强度的增加, 这种
差异越为显著.

传统Lyapunov指数常用来表示混沌系统的
改变, Ding和Li [18]在研究中曾指出线性阶段的

NLLE与传统Lyapunov指数大致相等, 因此本文
利用误差增长率在其线性平稳阶段的平均值 λ̄L来

估计系统的内部变化. 从图 4给出的误差增长线
性阶段的平均值 λ̄L随外强迫的变化曲线可以看出,
不存在常数强迫时的 λ̄L最大. 随着正强迫值的增
加, λ̄L随之减小, 负值亦然. 但不同的是, 强迫为正
值时, λ̄L曲线的下降趋势比强迫为负值时更加明

显, 意味着正值强迫下 λ̄L减小速度更快, 与图 3中

的结论相符合. 由此可见, 外强迫的存在改变了系
统的误差增长规律, 强迫越强, 误差增长越慢, 可预
报期限越长; 同时, 对于强度相等的外强迫, 正值强
迫比负值强迫下的可预报期限更长.
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图 3 常数强迫 Lorenz系统的可预报期限 TP随强迫 F

的变化

Fig. 3. The predictability limit TP of the Lorenz sys-
tem with constant forcing varies with the external forc-
ing strength F .
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Fig. 4. The average NLLE of the linear phase λ̄L of
the Lorenz system with constant forcing varies with
the external forcing strength F .
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4.2 准周期强迫Lorenz系统

图 5给出了Lorenz系统在准周期强迫条件下
的误差增长率与误差增长曲线. 同常数强迫Lorenz
系统一样, 系统误差增长率在经过短时间的调整后
进入到线性阶段, 此时系统受到准周期强迫驱动的

λ̄相比无强迫情形下的小, 随着时间发展, 由于非
线性作用的增强, 增长率最终趋于一致 (图 5 (a)).
图 5 (b)的误差发展曲线也显示出, 系统存在准周
期外强迫时, 初始误差的增长速度要更加缓慢, 达
到饱和的时间更加长, 可预报期限增加. 由此可见,
准周期强迫增加了Lorenz系统的可预报性.
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图 5 (网刊彩色)准周期强迫Lorenz系统的 (a) NLLE和 (b)误差的自然对数 ln Ē随 t的变化 (黑色实线, A = 0;
红色实线, A = 15; 黑色水平虚线, 饱和值的 98%)
Fig. 5. (color online) Temporal evolution of (a) the NLLE and (b) the error growth of the Lorenz system
with quasi-periodic forcing (black solid curves, A = 0; red solid curves, A = 15; black dashed horizontal
curve means the value corresponding to the 98% saturated bias).
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图 6 (网刊彩色)不同强迫条件下准周期强迫Lorenz系统的误差自然对数 ln Ē随 t的变化 (黑色水平虚线: 饱和值
的 98%) (a)准周期强迫振幅A为负值; (b)准周期强迫振幅A为正值

Fig. 6. (color online) Temporal evolution of the error growth of the Lorenz system with different quasi-
periodic forcings (black dashed horizontal curves mean the value corresponding to the 98% saturated bias):
(a) The quasi-periodic forcings are negative; (b) the quasi-periodic forcings are positive.

图 6给出的准周期强迫Lorenz系统在不同强
迫振幅A作用下的误差增长曲线, 可以从中进一步
分析系统可预报期限随强迫振幅的变化情况. 外强
迫振幅为负值的变化过程中 (图 6 (a)), 当A在−9
内变动时, 误差增长达到饱和需要的时间有增加的
趋势, 但是尚不明显, 比较接近无强迫条件下的情
形; 但当A从−10开始增加, 随着 |A|的增加, 误差
增长速度减小趋势显著, 达到饱和所需要的时间也
明显增加; 外强迫为较小的正值时 (图 6 (b)), 误差
增长同样比较接近无强迫的情形; 当A从 7开始增
加, 可以看出误差增长曲线的曲率依此增大, 即误

差增长速度依此减小, 达到饱和的时间增加. 以上
结果表明, 在不考虑外强迫方向的前提下, 初始误
差的增长速度在整体上表现出随着外强迫振幅的

增加而减小, 从而使得可预报期限增加.
图 7给出了准周期强迫Lorenz系统的可预报

期限在不同的振幅作用下的变化曲线. 从图 7可以
更明显地看出, 在A = 0时的可预报期限最短, 随
着 |A|的增加, 可预报期限增加, 这一趋势随着外强
迫的增强变的明显; 在 |A|较小时, TP的增长过程

存在一定的波动, 这与图 6分析的误差增长曲线分
离不明显结果对应; 可预报期限变化曲线的非对称

060503-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 6 (2017) 060503

性表明, 大小相等方向不同的外强迫对系统可预报
性的影响效果不同, 当外强迫的振幅较小时, 外强
迫方向的影响尚不显著, 但是当振幅较大时, 外强
迫方向的作用使得正值强迫驱动下的系统可预报

期限更长.
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图 7 准周期强迫Lorenz系统的可预报期限 TP随强迫振

幅A的变化

Fig. 7. The predictability limit TP of the Lorenz sys-
tem with quasi-periodic forcing varies with the exter-
nal forcing magnitude A.

图 8给出了准周期强迫Lorenz系统的NLLE
在线性平稳阶段的平均值 λ̄L随强迫振幅A的变化

曲线. 首先, 随着 |A|的增加, λ̄L呈现减小趋势, 即
系统误差增长速度依此减缓, 图 7得出的可预报性
增加的结论与之对应; 其次, λ̄L在减小的过程中存

在波动, 尤其当 |A|较小时表现明显, 解释了可预
报期限的波动增加趋势; 图 8中大小相等的外强迫,
负值时的 λ̄L比正值时的小, 这时负值下的可预报
期限应该更大, 但图 7中的结果显示正值时较大.
这可能是因为随着外强迫的增强, 准周期强迫对于
非线性阶段的影响开始显著, 不再局限于误差增
长的线性阶段, 这是与常数强迫不同的地方, 即不
同形式的外强迫对系统误差增长的影响阶段是不

同的.
为进一步说明不同形式的外强迫对系统误差

增长的影响不同, 图 9给出了外强迫的强度相等
(外强迫强度都选取为−1)时, 常数强迫Lorenz系
统和准周期外强迫Lorenz系统的误差增长率和误
差增长曲线. 从图 9可以看出, 常数强迫情形下的
误差增长在其线性阶段更加缓慢, 最终达到饱和的
时间更久, 可预报期限更长. 这种结果显示出, 强
度相等形式不同的外强迫对系统的影响是不同的,
系统受到常数强迫影响的可预报期限更长, 因此当
我们考虑外强迫对可预报性的影响时, 也应该考虑
到外强迫的不同形式.
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图 8 准周期强迫Lorenz系统的 λ̄L随强迫振幅A的变化

Fig. 8. The average NLLE of the linear phase λ̄L of the
Lorenz system with quasi-periodic forcing varies with the
external forcing magnitude A.
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图 9 (网刊彩色)不同强迫 Lorenz系统的 (a) NLLE和
(b)误差的自然对数随 t的变化 (黑色实线, 准周期强迫
Lorenz系统; 红色实线, 常数强迫Lorenz系统; 黑色水平
虚线, 饱和值的 98%)
Fig. 9. (color online) Temporal evolution of (a) the
NLLE and (b) the error growth of the different forced
Lorenz system (black solid curves, the Lorenz system
with constant forcing; red solid curves, the Lorenz sys-
tem with quasi-periodic forcing; black dashed horizon-
tal curve means the value corresponding to the 98%
saturated bias).

5 讨论与结论

本文基于两个不同类型的强迫Lorenz理论模
型, 利用NLLE方法考察了在外强迫改变的情况下
混沌系统的可预报性问题, 主要研究结论如下.
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1)外强迫会对系统的可预报性产生影响. 两
种不同强迫类型的系统可预报期限都随着外强迫

的增强而增加; 大小相同方向不同的外强迫作用不
同, 系统可预报性对正值强迫的响应要比负值强迫
更加明显, 系统在正值强迫作用下的误差增长率更
小, 可预报期限更长, 并且这种差异随着强迫的增
强而增加.

2)不同类型的外强迫对于系统误差增长的影
响不同. 常数强迫的影响主要体现在误差增长的线
性阶段; 准周期强迫作用下, 随着强迫的增加, 误差
增长的非线性阶段同样受到影响; 在外强迫强度相
等时, 混沌系统在常数强迫驱动下的可预报期限比
准周期强迫时更长.

本文虽然基于简单的理论模型进行研究, 但
是其结果对于实际天气具有一定的启示意义. 首
先, 大气可预报性的研究中, 选取外强迫的强度对
大气可预报性有重要影响, 外强迫增强会使得大
气可预报性增加, 因此外强迫大小的选取在实际
研究中要合理. 其次, 强迫的类型不同对于可预
报性的影响不同, 比如在大气可预报性的研究工
作中, 经常将海温作为外强迫驱动大气, 但是选择
海温作为常数外强迫或准周期外强迫的不同情形

下, 大气可预报性是不同的; 此外, 强度相等方向
不同的强迫对于可预报性的作用效果不一致, 这种
非对称性随着外强迫的增强变得更加明显, 可能
是由于非线性的作用使得正负强迫条件下的信号

强度表现不同, 但是关于系统内部的动力行为仍
有待深入研究. 这对于实际研究同样重要, 过去研
究中我们常将强迫项作为一个整体去考虑, 然而
大气和海洋中存在着许多正负相反的气象要素和

位相不同的模态, 如海温的正负异常、ENSO的正
负位相等, 由于方向不同的外力对于实际大气或
海洋的动力过程影响是不同的, 所以应该分别考
虑不同位相驱动下的可预报性问题. 总之, 大气和
海洋的研究中存在着多种不同的准周期强迫项和

常数强迫项, 探索实际可预报性仍需要进一步的
努力.
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Abstract
In recent years, the actual atmospheric predictability has attracted widespread attention. Improving our under-

standing of weather predictability is vital to developing numerical models and improving our forecast skill in weather
and climate events. Given that the atmosphere is a complex and nonlinear system, taking the Lorenz system as an
example is a better way to understand the actual atmosphere predictability. Up to now, some predictability problems of
the Lorenz system have been investigated, such as the relative effects of the initial error and the model error. Previous
advances in the research of predictability mainly focus on the relationship between the predictability limit and the initial
error. As is well known, the external forcing can also result in the change of the predictability. Therefore, it is significant
to investigate the predictability changing with the external forcing. The nonlinear local Lyapunov exponent (NLLE) is
introduced to measure the average growth rate of the initial error of nonlinear dynamical model, which has been used
for quantitatively determining the predictability limit of chaos system. Based on the NLLE approach, the influences of
external forcing on the predictability are studied in the Lorenz system with constant forcing and Lorenz system with
quasi-periodic forcing in this paper. The results indicate that for the Lorenz systems with constant and quasi-periodic
forcings respectively, their predictability limits increase with forcing strength increasing. In the case of the same mag-
nitude but different directions, the constant and quasi-periodic forcing both show different effects on the predictability
limit in the Lorenz system, and these effects become significant with the increase of forcing strength. Generally speaking,
the positive forcing leads to a higher predictability limit than the negative forcing. Therefore, when we consider the
effects of positive and negative elements and phases in the atmosphere and ocean research, the predictability problems
driven by different phases should be considered separately. In addition, the influences of constant and quasi-periodic
forcings on the predictability are different in the Lorenz system. The effect of the constant forcing on the predictability
is mainly reflected in the linear phase of error growth, while the nonlinear phase should also be considered additionally
for the case of the quasi-periodic forcing. The predictability of the system under constant forcing is higher than that of
the system under quasi-periodic forcing. These results based on simple chaotic model could provide an insight into the
predictability studies of complex systems.
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