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基于递推-变换方法计算圆柱面网络的
等效电阻及复阻抗∗
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( 2016年 10月 6日收到; 2017年 1月 12日收到修改稿 )

获得任意电阻网络等效电阻的解析解一直是科学和数学上的难题. 本文采用递推 -变换方法研究了一类
任意m× n阶圆柱面网络的等效电阻及复阻抗问题. 首先采用网络分析建立递推矩阵方程模型; 其次构造对
角化矩阵变换方法以便获得矩阵的特征值和特征向量, 从而获得矩阵方程的通解; 再次采用网络分析建立边
界条件约束方程模型, 进而获得矩阵方程的特解; 最后利用矩阵逆变换给出支路电流的解析解, 从而获得任意
m× n阶圆柱面网络轴线上等效电阻的解析解, 所得结果由特征根构成及单求和表达. 作为公式的应用, 给出
了任意半无限和无限情形时的数个新的等效电阻公式, 在与其他文献结论的对比研究中得到了一个有趣的新
的三角函数恒等式. 研究了圆柱面RLC 网络的等效复阻抗问题, 给出了精确的等效复阻抗公式.

关键词: 圆柱面网络, 递推 -变换方法, 等效电阻解析解, 三角恒等式
PACS: 05.50.+q, 84.30.Bv, 89.20.Ff, 02.10.Yn DOI: 10.7498/aps.66.070501

1 引 言

自从 1845年德国物理学家基尔霍夫 (1824—
1887年)创立了节点电流定律和回路电压定律以
来 [1], 人类在电路网络领域的研究已历时170多年,
但由于研究难度很大而导致进展缓慢. 现在电阻
网络的研究已经延伸到自然科学的许多领域和数

学领域, 特别是电阻网络模型的建立与研究 [2−30].
2010年的诺贝尔物理学奖授予了石墨烯网络的发
现者. 自石墨烯网络发现以来, 相继发现了许多重
要特性并取得了不少重要研究成果. 在自然界中,
石墨烯网络的研究、一些金属化合物晶体或非金属

晶体结构的研究、多铁性磁电材料结构的研究、富

勒烯C60的结构及纳米碳管结构的研究等, 都可能
需要通过构建电阻网络模型进行模拟研究, 人们通
过建立电阻网络模型已经解决了许多抽象和复杂

的科学问题 [2−30]. 电阻网络模型的建立与研究具

有重要的理论意义与实际应用价值.
任意m × n阶电阻网络等效电阻的精确公

式研究一直是一个科学难题 [5−26], 不少科学问
题或工程技术问题涉及电阻网络模型的模拟研

究 [2−4,27−30]. 自 1845年到 2000年的 150多年间,
匈牙利罗兰大学的József 教授 [5]才第一次采用格

林函数技术建立了研究无穷网络等效电阻的方法,
首次给出了无穷网络的等效电阻公式 (不涉及边界
条件), 包括二维平面网络和三维空间电阻网络. 该
方法在随后的研究中得到了一些发展与应用 [6−8].
例如, 意大利热那亚大学的Giordano教授 [6]应用

格林函数技术研究了一类每个节点通过一个给定

的任意电阻连接到一个参考节点的n维各向异性

任意晶格网络, 这种拓扑包括了许多在理论和实践
应用中有趣的结构, 如与一维系统相对应的任意
梯形网络、沉积在基质上的二维结构模型场、以及

描述任意各向异性材料的三维结构模型等. 巴勒
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斯坦工业大学的Asad博士在文献 [7]中研究了三
维无限面心立方 (FCC)的电阻网络, 在文献 [8]中
研究了三维立体结构的无限电容网络的等效电容

问题, 并且给出了理论计算公式及分析研究等. 然
而, 无穷网络是一种理想化的情形, 不需要考虑边
界条件, 因而比较简单. 但是实际生活中的许多网
络往往是有限的, 因而存在各种各样的边界条件限
制. 2004年, 国际著名理论物理学家Wu [9]在任意

有限电阻网络研究中取得了新的突破, 第一次建立
了研究任意电阻网络等效电阻的Laplacian矩阵方
法, 给出了多种结构的任意m × n 阶电阻网络等

效电阻的计算公式. 如第一次给出了含有自由边
界条件的二维矩形网络的等效电阻公式、含有自

由边界条件的圆柱面网络的等效电阻公式、含有

双周期边界条件网络的等效电阻公式、嵌入在麦

比乌斯带 (Möbius strip)上的电阻网络的等效电阻
公式、嵌入在克莱因瓶 (Klein bottle)上的电阻网
络的等效电阻公式, 另外还给出了三维有限和无限
情形条件下的电阻网络的等效电阻公式等. 尽管
如此, Laplacian矩阵方法所适用的电阻网络通常
都是特殊的自由边界或者周期边界, 不涉及任意
边界条件. 在后来的研究中Laplacian矩阵方法得
到了进一步的发展和应用 [10−14]. 例如, 2006年台
湾淡江大学的Tzeng和Wu [10]采用Laplacian矩阵
方法研究了任意m × n 阶LC网络的等效复阻抗

问题, 分析研究了共鸣条件等. 2014年, 英国考文
垂大学的 Izmailian等 [11]推广了Laplacian矩阵方
法, 使得该方法能够适用于含有零电阻边界的网
络问题, 推导出了任意m × n阶 cobweb网络的等
效电阻公式, 证明了Tan等 [16]提出的猜想. 英国
伦敦大学的Essam等 [12]分别采用Laplacian矩阵
方法和递推 -变换 (RT)方法研究了一个hammock
网络, 并且对两种不同方法进行了比较研究. 2014
年, Izmailian等 [13]进一步改进了Laplacian矩阵方
法, 使得该方法能够适用于任意m × n阶 globe网
络的等效电阻研究. 2015年, Izmailian等 [14]采用

Laplacian矩阵方法研究了任意m×n阶 fan网络的
等效电阻问题.

综上所述, Laplacian矩阵方法解决了许多不
同结构类型的电阻网络的等效电阻问题. 然而, 以
上采用Laplacian矩阵方法研究电阻网络所得到的
结论总是由倍求和表达的 (如下文 (1)式的表达),
因为Laplacian矩阵方法包含了建立沿着两个垂直
轴线方向的矩阵, 需要求解两个不同方向矩阵的特

征向量和特征值, 因而在研究含有复杂边界条件的
电阻网络时存在一些局限性. 为了能够解决一些
复杂结构的电阻网络模型, 如 cobweb网络 [15−19]、

globe网络 [20]、fan网络 [21], 也为了获得比较简洁
的表达结果, 本文研究者之一的谭志中教授潜心研
究电阻网络模型十多年, 于 2011年出版了《电阻网
络模型》学术专著 [15], 建立了研究电阻网络模型的
一种新方法, 该方法完全不同于之前的任何方法,
其优点在于只需要建立沿着一个轴线方向的一个

矩阵 (避免了另一个矩阵可能带来的研究困难), 因
而只需要研究一个晶格轴线方向的矩阵变换问题,
并且所得到的结论是由单求和表达的简单结果 (不
同于Laplacian矩阵方法得到的倍求和表达). 谭志
中于 2015年分别在文献 [22—24]中进一步发展了
研究电阻网络的单求和理论并且将该新方法重新

命名为 “递推 -变换”方法 (recursion-transform, RT
方法, 国际上称为 “Tan’s RT method” [12]). RT方
法主要包括四个步骤: 一是通过网络分析建立包
含相邻三个平行轴线的递推矩阵方程模型, 二是实
施矩阵变换获得矩阵方程的通解, 三是建立约束条
件 (也叫边界条件)矩阵方程模型, 与通解结合而获
得矩阵方程的特解, 四是对矩阵方程实施逆变换
而得到各支路电流的解析解. RT方法的建立解决
了许多复杂结构的电阻网络难题, 得到了许多新
的等效电阻公式 [16−26], 并且所得到的等效电阻公
式的表达结构都是由单求和表达的简单结果. 例
如, 谭志中等 [16]于 2013年采用RT方法第一次研
究了一个 3×n阶 cobweb 网络的等效电阻公式, 提
出了任意m × n阶 cobweb网络的等效电阻公式猜
想, 该猜想被国际同行专家称为 “T-Z-Y 猜想 [11]”,
该猜想的提出激发了国际同行专家的研究兴趣, 推
动了电阻网络模型的研究与发展 [11−14,17−26](如最
近三年国际上关于电阻网络的诸多研究); 2015年,
谭志中等 [17,18]采用RT方法研究了4× n阶和任意

m×n阶 cobweb网络的等效电阻公式,并且与同行
合作采用RT方法研究了一个含有倍电阻边界的任
意m× n 阶 cobweb网络的等效电阻公式 [19]; 2014
年,谭志中与国际同行专家合作,采用RT方法第一
次研究了一个任意m × n阶 globe网络的等效电阻
公式 [20], 同年, 分别研究了任意m × n 阶 fan网络
和 cobweb网络的等效电阻公式 [21]; 2015年, 谭志
中 [22]命名了RT方法并且采用RT方法, 首次研究
了含有一个任意边界条件的m × n阶拟矩形网络

模型, 并且采用RT方法第一次研究了三个分别含
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有两个任意边界条件的m× n阶电阻网络问题 [23],
同时采用RT方法 [24]第一次研究了三个分别含有

一个任意电阻轴线条件的m × n阶 cobweb电阻网
络问题, 推广了之前的研究结论; 2015年, 文献 [25]
采用RT方法首次研究了任意m× n阶矩形网络两

个端节点间的等效电阻公式, 同时给出了对称节
点间的等效电阻公式, 并且研究了相应的复阻抗
问题; 2016年, 文献 [26]采用RT方法首次研究了
含有一个任意边界条件的任意m × n阶矩形电阻

网络的等效电阻公式, 并且详细研究了相应的复
阻抗特性. 另外, 有不少科学问题涉及到电路网
络模型, 例如, Zhuang等 [27]采用建立RLC网络模

型的方法研究了玉米植株的水吸收问题; Jia等 [28]

研究了在方型晶格中传播和互动的边缘位错问题;
Wang和Yang [29]研究了非负稀疏复杂网络中输运

的普遍关系, 借助于电阻网络模型可以有效地分析
所要研究的问题; Wang等 [30]研究了在二维自旋系

统中的量子保真度和热相变系统, 文中的一个二维
Heisenberg-Ising混合旋转模型的拓扑结构是一个
典型的晶格网络模型.

电阻网络模型的结构及边界条件复杂多样, 获
得精确的等效电阻公式具有重要意义. 尽管研究者
已经采用不同的研究方法研究了多种结构的电阻

网络模型, 但是之前还没有采用RT方法研究圆柱
面网络的等效电阻问题. 本文拟采用RT方法首次
研究任意m× n阶圆柱面网络的等效电阻公式, 圆
柱面电阻网络模型如图 1所示.

T
o
ta

l 
m

 g
ri
d
s
  

Am

Ap

A

Aq

图 1 任意m × n阶圆柱面电阻网络模型，其中竖直和水

平方向的网格数分别为m和 n.
Fig. 1.An arbitrary m×n cylindrical resistor network,
with m and n are respectively the grid numbers along
the vertical and horizontal directions.

首先回顾之前研究人员在m × n阶圆柱面网

络中取得的研究成果. 文献 [9]采用Laplacian矩阵
方法给出了任意m × n阶圆柱面网络的等效电阻

公式, 得到 (参考图 1模型)

R{m×n}(Ap, Aq)

=
r0
n
|q − p|+ 1

(m+ 1)n

×
m∑
i=1

n−1∑
j=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
r−1(1− cos 2ϕj) + r−1

0 (1− cos θi)
,

(1)

其中 θi =
iπ

m+ 1
, ϕj =

jπ

n
, m和n分别代表图 1中

沿着竖直轴线和水平轴线的网格数, 并且Ap和Aq

分别为图 1中竖直轴线上的两个任意节点 (其中最
下面的节点称为A0). (1)式是文献 [9]第一次推导
出的一个结论, 然而美中不足的是 (1)式是由倍求
和表达的结果. 本文拟采用文献 [22—24]建立的
RT方法重新研究该问题, 以便获得由单求和表达
的比较简洁的结果.

本文第二节给出了任意m × n阶圆柱面网络

的等效电阻公式; 第三节采用RT方法推导和证明
所给出的公式; 第四节讨论了一些特殊结果并且进
行了比较; 第五节将所得结果应用于RLC网络; 第
六节进行了总结.

2 等效电阻的理论公式

在图 1所示的m × n阶圆柱面网络模型中, 设
m和n分别为沿着竖直轴线和水平轴线上的网格

数, 并且Ap和Aq(其中竖直轴线上的最下面的节点
称为A0, 最上面的节点称为Am)分别为图 1中同
一竖直轴线上的两个任意节点. 设沿着竖直轴线
和水平轴线上的电阻元素分别为 r0和 r, 则任意Ap

和Aq二节点间的等效电阻在有限和半无限情形时

的公式分别为

RAp,Aq
(m,n)

=
r

m+ 1

m∑
i=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

× coth(n ln
√
λi), (2)

RAp,Aq
(m,∞)

=
r

m+ 1

m∑
i=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

,

(3)
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其中 θi = iπ/(m+ 1), h = r/r0, 并且

λi = 1 + h− h cos θi
+
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1. (4)

根据 (2)和 (3)式可以导出以下 4个由积分表达的
无穷和半无穷网络情形下的结论.

情形1 在图 1所示的m × n阶圆柱面网络模

型中, 当m → ∞, 但是p, q和n都是有限值时, 此
属于半无穷网络的情形 (上无穷而下有限), 则任意
Ap和Aq二节点间的等效电阻公式为

RAp,Aq(∞, n)

=
r

π

∫ π
0

[
cos

(
p+

1

2

)
θ − cos

(
q +

1

2

)
θ

]2
√
(1 + h− h cos θ)2 − 1

× coth(n ln
√
λθ)dθ, (5)

其中 λθ = 1+h−h cos θ+
√
(1 + h− h cos θ)2 − 1.

情形2 在图 1所示的m × n阶圆柱面网络模

型中, 当m → ∞, n → ∞但p, q都是有限值时, 此
属于半无穷网络的情形 (水平无限, 上无穷而下有
限), 则任意Ap和Aq二节点间的等效电阻公式为

RAp,Aq
(∞,∞)

=
r

π

∫ π
0

[
cos

(
p+

1

2

)
θ − cos

(
q +

1

2

)
θ

]2
√
(1 + h− h cos θ)2 − 1

dθ.

(6)

情形3 在图 1所示的m × n阶圆柱面网络模

型中, 当m → ∞, 以及 p, q → ∞, 但 (p − q)和n

都是有限值时, 此属于半无穷网络的情形 (竖直无
穷而水平有限), 则任意Ap和Aq二节点间的等效

电阻公式为

RAp,Aq
(∞, n)

=
r

π

∫ π
0

1− cos(p− q)θ√
(1 + h− h cos θ)2 − 1

× coth(n ln
√
λθ)dθ. (7)

情形4 在图 1所示的m × n阶圆柱面网络模

型中, 当m → ∞, n → ∞, 并且 p, q → ∞, 但
(p − q)是有限值时, 此属于无穷网络的情形 (竖直
和水平均无穷), 则任意Ap和Aq二节点间的等效

电阻公式为

RAp,Aq(∞,∞)

=
r

π

∫ π
0

1− cos(p− q)θ√
(1 + h− h cos θ)2 − 1

dθ. (8)

以上结论为本文第一次给出, 是一次理论上的创
新. 由于晶格电阻 r和 r0是任意元素, 因而以上等
效电阻公式也适用于RLC复阻抗网络. 当然, 由于
电阻公式应用于复阻抗网络时存在复数问题, 因而
等效复阻抗结果需要进行复数分析. 下面首先采用
RT方法给出以上电阻公式的证明.

(1)
Ik

IA֒k֓ IA֒k

↼↽
Ik⇁

↼↽
Ik⇁

↼↽
Ik⇁

IA֒kIA֒k֓

(2)
Ik

IA֒k⇁

IA֒kIA֒k֓

(3)
Ik

(1)
Ik֓

(2)
Ik֓

(3)
Ik֓

IA֒k⇁

IA֒k⇁

IAm֒k⇁

IAm֒k֓ IAm֒k

IAm֒k֓

IA֒k֓

IA֒k֓

IA֒k֓

图 2 电阻网络中含有电流参数和方向的子网络模型

Fig. 2. The sub-network of resistor with parameters
and directions of the currents.

3 理论公式的推导

3.1 建立递推主矩阵方程

在图 1所示的m × n阶圆柱面电阻网络中, 设
在电阻网络中通入恒定电流 I, 电流从节点Ap输

入至节点Aq输出. 含有电流参数及其方向的子矩
形电阻网络 (第k− 1级与第k级)如图 2所示, 其子
网络水平方向的电阻均为 r, 竖直方向的电阻均为
r0. 设全部m+1排水平电阻 r中通过的电流分别记

为IA0,k, IA1,k, IA2,k · · · IAm,k(1 6 k 6 n); 竖直电
阻 r0中通过的电流分别为 I

(1)
k , I(2)k , · · · , I(m)

k (1 6
k 6 n).

应用基尔霍夫节点电流定律和回路电压定律,
由图 2中子网络模型的电流参数可以得到如下递
推关系方程 (读者可以参考文献文献 [16—26]的研
究):

I
(1)
k+1 = 2(1 + h)I

(1)
k − hI

(2)
k − I

(1)
k−1

i = 1,

I
(i)
k+1 = (2 + 2h)I

(i)
k − hI

(i−1)
k − hI

(i+1)
k − I

(i)
k−1

1 < i < m,

I
(m)
k+1 = 2(1 + h)I

(m)
k − hI

(m−1)
k − I

(m)
k−1

i = m, (9)
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方程 (9)不涉及电流的输入与输出节点 (不涉及约
束条件), 可以写成如下矩阵形式:

Ik+1 = Am×mIk − Ik−1 (k ̸= 1), (10)

其中Ik为一个m× 1阶列矩阵, 可以由转置矩阵表
示为 ([ ]T表示为矩阵的转置)

Ik = [I
(1)
k , I

(2)
k , I

(3)
k , · · · , I(m)

k ]T, (11)

并且Ak是一个m×m 阶三对角矩阵

Am =

2(1 + h) −h 0 0 0

−h 2(1 + h) −h 0 0
... . . . ...

0 0 −h 2(1 + h) −h

0 0 0 −h 2(1 + h)


,

(12)

其中h = r/r0. 方程 (10), (11)和 (12) 即为关于电
流参数的递推矩阵方程模型.

3.2 矩阵变换与矩阵方程的通解

如何求解矩阵方程 (10)的通解是解决问题的
关键. 本文采用矩阵变换的方法巧妙地解决了该问
题. 将方程 (10)左乘一个m×m阶待定方矩阵Pm,
得到

PmIk+1 = PmAmIk − PmIk−1. (13)

采用下面的恒等式实施对角化矩阵变换

det |Am − tEm| = 0,

PmAm = diag(t1, t2, · · · , tm)Pm. (14)

解方程 (14)得到矩阵的特征值

ti = 2(1 + h)− 2h cos θi (i = 1, 2, · · ·m), (15)

其中 θi = iπ/(m+ 1), 并且得到特征向量矩阵

Pm =


sin θ1 sin 2θ1 · · · sinmθ1

sin θ2 sin 2θ2 · · · sinmθ2
...

... . . . ...

sin θm sin 2θm · · · sinmθm

 , (16)

及其逆矩阵

P−1
m =

2

m+ 1

×


sin θ1 sin θ2 · · · sin θm

sin 2θ1 sin 2θ2 · · · sin 2θm
...

... . . . ...

sinmθ1 sinmθ2 · · · sinmθm

 . (17)

为了方便研究, 根据方程 (13) 和 (14) 中的因式, 给
出如下约定:

PmIk = Xk

= [X
(1)
k , X

(2)
k , X

(3)
k , · · · , X(m)

k ]T. (18)

基于以上约定, 将方程 (18)和 (14)代入矩阵方程
(13)可以转化成新的矩阵方程

X
(i)
k+1 = tiX

(i)
k −X

(i)
k−1. (19)

该方程是比较简单的二阶线性递推方程, 容易求
解. 设与矩阵方程 (19)对应的特征方程的m组特

征根分别为λi, λ̄i (i = 1, 2, 3 · · · ,m), 由矩阵方程
(19)解得

λi = 1 + h− h cos θi +
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1,

λ̄i = 1 + h− h cos θi
−
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1, (20)

其中 θi = iπ/(m+ 1).
根据解二阶线性差分方程的方法 (可以参考文

献 [15]中的理论), 解矩阵方程 (19)得到

X
(i)
k =

1

λi − λ̄i
[(X

(i)
2 − λ̄iX

(i)
1 )λk−1

i

− (X
(i)
2 − λiX

(i)
1 )λ̄k−1

i ], (21)

将方程 (18)进行逆变换得到 Ik = (Pm)−1Xk, 将
此应用于 (21)式即可以获得支路电流的解析解.

3.3 约束条件方程及其特解

当电流从Ap输入至Aq输出时, 采用与建立
方程 (10)相似的方法, 分析与轴线A0Am相连的

网格, 并且考虑水平轴线上的电流关于A0Am

轴线对称这一特性, 得到 IAi,n = −IAi,1(i =

1, 2, 3, · · · ,m), 由此得到约束条件矩阵方程

2I2 = AmI1 − IH, (22)

其中Am由方程 (12)给出, Ik表示一个m× 1阶列

矩阵由方程 (11)给出, H是一个m × 1阶列矩阵,
由下式给出

H = [0, · · · , 0,
从第p项到第(q+1)项︷ ︸︸ ︷

−h, h, 0, · · · 0, h,−h, 0, · · · , 0]T.
(23)
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用矩阵Pm左乘矩阵方程 (22)实施与方程 (19)相
似的矩阵变换方法, 化简得到

2X
(i)
2 = tiX

(i)
1 − Ihζi, (24)

其中

ζi = − sin pθi + sin(p+ 1)θi + sin qθi

− sin(q + 1)θi

= 2 sin
(
1

2
θi

)[
cos

(
p+

1

2

)
θi

− cos
(
q +

1

2

)
θi

]
. (25)

另外, 根据对称性与循环性, 得到 I
(i)
n+1 = I

(i)
1

(i = 1, 2, · · · ,m). 则在方程 (21)中设 k = n + 1

得到

X
(i)
1 =

1

λi − λ̄i
[(X

(i)
2 − λ̄iX

(i)
1 )λn

i

− (X
(i)
2 − λiX

(i)
1 )λ̄n

i ]. (26)

将方程 (24)代入方程 (26)并且化简, 解得

X
(i)
1 = 2hI

coth(n ln
√
λi)

λi − λ̄i
sin

(
1

2
θi

)
×
[

cos
(
p+

1

2

)
θi

− cos
(
q +

1

2

)
θi

]
. (27)

(27)式是m×n阶圆柱面网络的矩阵方程在约束条

件下的特解.

3.4 电阻公式的导出

为了计算图 1中的等效电阻, 这里采用欧姆定
律RAp,Aq(m,n) = UAp,Aq/I计算, 根据图 1能够得
到Ap与Aq两节点之间的电压UApAq = (I

(p+1)
1 +

I
(p+2)
1 + · · · I(q)1 )r0. 由此得到计算等效电阻的计
算公式

RAp,Aq
(m,n) =

1

I

( q∑
i=p+1

I
(i)
1

)
r0. (28)

依据方程 (28)的要求, 需要获得电流 I
(i)
1 的解析

解. 在方程 (18)中取 k = 1并且实施逆变换得到

I1 = (Pm)−1X1, 将此展开得到
I
(1)
1

I
(2)
1

...

I
(m)
1

 =
2

m+1


sin θ1 sin θ2 · · · sin θm

sin 2θ1 sin 2θ2 · · · sin 2θm
...

... . . . ...

sinmθ1 sinmθ2 · · · sinmθm



×


X

(1)
1

X
(2)
1

...

X
(m)
1

 . (29)

根据方程 (29)即可得到电流 I
(i)
1 的解析解. 对 I

(i)
1

求和并且应用方程 (27)得到
m∑
i=1

I
(i)
1 =

2hI

m+ 1

m∑
i=1

coth(n ln
√
λi)

λi − λ̄i

×
[

cos
(
p+

1

2

)
θi

− cos
(
q +

1

2

)
θi

]2
. (30)

将 (30)式 代 入 (28)式, 并 且 应 用 λk − λ̄k =

2
√
(1 + h− h cos θk)2 − 1即得到 (2)式.

3.5 无穷网络的等效电阻推导

(3)式的推导: 根据方程 (20) 得到 λk > 1 >

λ̄k > 0, 于是得到极限值

lim
n→∞

coth(n ln
√
λi) = 1. (31)

所以, 当n → ∞时, 将 (31)式应用于 (2)式即得到
半无穷网络的等效电阻公式 (3).

另外, 为了证明与积分有关的电阻公式
(5)—(8), 这里首先需要引入一个积分定义. 如
果 θk = bkπ/(m + 1), 则有∆θk = θk+1 − θk =

bπ/(m+ 1). 当取极限m → ∞时, 有

lim
m→∞

1

m+ 1

m∑
k=1

F (θk) =
1

bπ

∫ π
0

F (θ)dθ, (32)

这是一个对于任何非奇异函数F (θk)均成立的恒

等式.
(5)式的推导: 当 m → ∞, 但 p, q, n 都是有限

值时, 因为此时 (3)式中的 θk = kπ/(m + 1), 因此
∆θk = θk+1 − θk = π/(m + 1), 所以, 将 (32)式应
用于 (2)式即可得到积分公式 (5).

(6)式的推导: 当 n → ∞时, 应用 (31)式得
lim
n→∞

coth(n ln
√
λθ) = 1. 对 (5)式取n → ∞的极

限即可得到积分公式 (6).
(7)式的推导: 根据三角函数的恒等变换, 得到

cos
(
1

2
+ p

)
θi − cos

(
1

2
+ q

)
θi

= − 2 sin p+ q + 1

2
θi sin p− q

2
θi,
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当m → ∞及p, q → ∞时, 采用如下变换

(p, q) =

(
m

2
+ y1,

m

2
+ y2

)
,

其中p, q ≪ m 是整数, 并且 (p− q) = (y1 − y2) 是

有限值, 所以∣∣∣∣ cos
(
1

2
+ p

)
θi − cos

(
1

2
+ q

)
θi

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2 sin m+ 1 + y1 + y2
2

θi sin p− q

2
θi

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2 sin
(
iπ

2

)
sin p− q

2
θi

∣∣∣∣, (
y1 + y2
m+ 1

→ 0

)

=

0 i = even
√
2
√
1− cos(p− q)θi i = odd

, (33)

所以, 当m → ∞及 p, q → ∞时, 将 (33)和 (32)式
应用于 (2)式即可得到积分公式 (7).

(8)式的推导: 当m → ∞, n → ∞时, 对 (7)式
中的n取极限n → ∞ 即可得到积分公式 (8).

4 具体比较与讨论

由于 (2)式中的参数 p, q和m,n属于任意自然

数, 所以取一些特殊参数值可以得到一些有趣的
结果.

4.1 上下端点间的等效电阻

当 p = 0, q = m,n ∈ N时, 节点A0与Am分

别位于网络的上下端点处, 因为 θi = iπ/(m + 1),
所以

cos
(
1

2
+ p

)
θi − cos

(
1

2
+ q

)
θi

= [1− (−1)i] cos
(
1

2
θi

)
,

分别代入 (2)和 (3)式得到

RA0,Am
(m,n)

=
r

m+ 1

m∑
i=1

[1− (−1)i](1 + cos θi)√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

× coth(n ln
√
λi), (34)

RA0,Am(m,∞)

=
r

m+ 1

m∑
i=1

[1− (−1)i](1 + cos θi)√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

, (35)

其中利用了 [1 − (−1)i]2 = 2[1 − (−1)i] 及

cos2
(
1

2
θi

)
=

1

2
(1 + cos θi).

4.2 无穷网络中相邻节点间的电阻

例1 在图 1网络模型中, 如果m,n = ∞,
p, q = ∞并且∆y = q − p = 1, 根据 (8)式得到
无穷网络中相邻两节点间的等效电阻

R∆y=1(∞)

r0
=

2

π
arcsin

√
h

1 + h
. (36)

以上结果是利用 (8)式计算得到的, 即利用了

R∆y=1(∞) =
r

π

∫ π
0

1− cos θ√
(1 + h− h cos θ)2 − 1

dθ.

特别地, 当 h = 1(即 r = r0)时, 由 (36)式得到

R∆y=1,h=1(∞) =
1

2
r0. (37)

当h = 3(即 r = 3r0)时, 由 (36)式得到

R∆y=1,h=3(∞) =
2

3
r0. (38)

例2 如果m,n = ∞,并且∆y = q−p = 2,此
表示Ap与Aq之间相距两个网格单元, 根据 (8)式
得到无穷网络中相隔两个网格节点间的等效电阻

R∆y=2(∞)

r0

=
4

π

(
1 + h

h
arcsin

√
h

1 + h
− 1√

h

)
, (39)

以上结果是利用 (8)式计算得到的, 即利用了

R∆y=2(∞) =
r

π

∫ π
0

1− cos 2θ√
(1 + h− h cos θ)2 − 1

dθ.

特别地, 当 h = 1(即 r = r0)时, 由 (39)式得到

R∆y=2(∞) = 2

(
1− 2

π

)
r0. (40)

4.3 一个新的三角恒等式

在图 1所示的圆柱面电阻网络模型中, 文献 [9]
给出的 (1)式与本文得到的 (2)式在结构上是不同
的, 即 (1)式由倍求和表达, 而 (2)式由单求和表达,
这说明同一个电阻网络两节点间的等效电阻可以

有不同的表达公式.
(1)式是由m × (n − 1) + 1个因式构成的结

果, 而 (2)式是由m个因式构成的结果, 由于 (1)式
与 (2)式都来自相同的电阻网络模型, 因此 (1)式与
(2)式必然等价, 由此得到一个新的数学恒等式.

三角恒等式: 设 θk =
kπ

m+ 1
, ϕk =

kπ

n
, 并且

m,n为自然数, h为任意复数, 则有恒等式

1

n

m∑
i=1

n∑
j=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
1− cos 2ϕj + h(1− cos θi)
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=
m∑
i=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

× coth(n ln
√

λi), (41)

其中λi = 1+h−h cos θi+
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1.

恒等 (41)式的推导过程如下.
由 (1)式与 (2)式等价得到

m∑
i=1

n−1∑
j=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
h−1(1− cos 2ϕj) + (1− cos θi)

= − (m+ 1)|p− q|

+ hn

m∑
i=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

× coth(n ln
√
λi), (42)

根据文献 [26]中的结论, 得到

m∑
i=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
1− cos θi

= (m+ 1)|p− q|. (43)

将 (43)式代入 (42)式即得到 (41)式 (注意利用
1− cos 2ϕn = 0).

这里意外地收获了一个新的三角函数恒等式.
这是一个比较有趣的新发现, 因为这是从物理学的
角度而不是数学的角度发现的. 人们可以简单地验
证当m = 0, 1, 2及n = 0, 1, 2时的恒等式 (41)式成
立. 当然恒等式 (41)式的正确性是必然的, 因为所
有的计算和推导过程都是正确的和自洽的. 恒等式
(41)式为数学工作者提供了一个新的研究课题, 有
待于数学工作者开展应用研究. 下面给出恒等式
(41)式的一个推论.

推论 在 (41)式中取m = 1, p = 0, q = 1, 得
到 ϕk =

kπ

n
, θ1 =

π

2
. 则恒等式 (41)式退化为

1

n

n∑
k=1

1

h+ 1− cos(2kπ/n)

=
coth(n ln

√
λ)√

(1 + h)2 − 1
, (44)

其中n为自然数, λ = 1+ h+
√
(1 + h)2 − 1. 容易

验证当n = 1, 2时 (44)式成立. (44)式是一个很有
趣的新的级数公式, 其适用于自然数n 为有限和无

限的情形, 此说明级数 (44)式的左端是收敛的.

特别地, 如果取极限n → ∞, 则得到

lim
n→∞

coth(n ln
√
λ) = 1.

所以由恒等式 (44)式取极限得到∫ π

0

1

h+ 1− cos 2θ dθ =
π√

(1 + h)2 − 1
. (45)

从 (44)和 (45)式可以发现 (41)式确实比较有趣.
如果取m,n为其他一些特殊值还可以得到另外

一些有趣的结果 (此处略).

R0 R0C0

L0L0

L R

C

L

R

C

C0

图 3 含有复阻抗元素的RLC的复阻抗子网络单元

Fig. 3. The unit RLC network with the impedance
elements.

5 RLC网络的等效复阻抗公式

由于图 1网络中的单元电阻为任意元素, 因此
图 1网络中的元素也可以为复阻抗,即理论公式 (2)
也适用于任意m × n阶圆柱面复阻抗网络. 如果
网络单元如图 3所示, 当输入电压的圆频率为ω时,
则电阻与阻抗的变换关系为

r = iωL+
R

1 + iωCR
,

r0 = iωL0 +
R0

1 + iωC0R0
, (46)

其中虚数单位 i2 = −1. 只要将 (46)式代入 (2)式
就可以直接得到m × n阶圆柱面复阻抗网络的等

效复阻抗公式, 即

ZApAq
(m,n)

=

(
iωL+

R

1 + iωCR

)
1

m+ 1

×
m∑
i=1

[
cos

(
p+

1

2

)
θi − cos

(
q +

1

2

)
θi

]2
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1

× coth(n ln
√
λi), (47)

070501-8

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 7 (2017) 070501

其中 θi = iπ/(m+ 1), 以及

λi = 1 + h− h cos θi
+
√
(1 + h− h cos θi)2 − 1, (48)

并且

h = r/r0 =

iωL+
R

1 + iωCR

iωL0 +
R0

1 + iωC0R0

. (49)

当然, 由于 (47)式含有复数, 而且参数 (49)式是一
个比较复杂的复数, 因此在实际应用中需要注意讨
论ω,R,L,C满足不同关系时的不同化简结果. 如
可以采用复数分析

λk = ρ(cosϕk + i sinϕk),

λ̄k = ρ(cosϕk − i sinϕk). (50)

人们可以采用文献 [26]研究复阻抗的方法研究本
文的问题, 由于采用复数分析研究不是本文的重
点, 因此这里不再讨论.

6 总 结

采用RT方法研究了一类任意m× n阶圆柱面

电阻网络模型, 采用严格的理论计算与论证, 发现
了圆柱面电阻网络的一个新的等效电阻 (2)式, 所
给出的结论是由单求和表达的简单结果, 并且给出
了无穷和半无穷情形下的等效电阻 (3), (5)—(8)式
等. 本文的研究还附带得到了电阻网络支路电流
的解析解, 这为计算任意节点的电位函数提供了方
便. 之前的文献 [9]采用Laplacian矩阵方法研究电
阻网络的等效电阻时所给出的公式都是由倍求和

表达的结果, 本文在与文献 [9]中的相关结果进行
对比研究时发现了一个新的三角函数恒等式 (41)
式, 同时给出了两个推论 (44)和 (45)式. 这些新的
恒等式的发现很有趣, 因为这里的恒等式是由物理
方法发现的而不是从数学得到的, 这为数学领域的
级数研究提供了新的理论工具. 另外, 由于本文所
研究的电阻网络模型中的单元电阻为任意元素, 因
此理论 (2)式也适用于任意m × n阶圆柱面复阻抗

网络. 本文采用直接变换的方法给出了等效复阻抗
公式 (47)式. 文中推导出的所有结论均为本文第一
次给出, 是一次理论上的创新. 总而言之, 本文的

研究工作为电阻网络模型研究提供了数个新的理

论公式, 同时发现了一个新的数学恒等式, 这些公
式可以应用于自然科学和工程计算领域.
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Abstract
A classic problem in circuit theory first studied by German physicist Kirchhoff more than 170 years ago is the

computation of resistances in resistor networks. Nowadays, resistor network has been an important model in the fields
of natural science and engineering technology, but it is very difficult to calculate the equivalent resistance between two
arbitrary nodes in an arbitrary resistor network. In 2004, Wu F Y formulated a Laplacian matrix method and derived
expressions for the two-point resistance in arbitrary finite and infinite lattices in terms of the eigenvalues and eigenvectors
of the Laplacian matrix, and the resistance results obtained by Laplacian matrix method is composed of double sums.
The weakness of the Laplacian matrix approach is that it depends on the two matrices along two orthogonal directions.
In 2011, Tan Z Z created the recursion-transform (RT) method, which can resolve the resistor network with arbitrary
boundary. Using the RT method to compute the equivalent resistance relies on just one matrix along one direction, and
the resistance is expressed by single summation.

In the present paper, we investigate the equivalent resistance and complex impedance of an arbitrary m × n

cylindrical network by the RT method. Firstly, based on the network analysis, a recursion relation between the current
distributions on three successive vertical lines is established through a matrix equation. In order to obtain the eigenvalues
and eigenvectors of the matrix, and the general solution of the matrix equation, we then perform a diagonalizing
transformation on the driving matrix.Secondly, we derive a recursion relation between the current distributions on the
boundary, and construct some particular solutions of the matrix equation. Finally by using the matrix equation of inverse
transformation, we obtain the analytical solution of the branch current, and gain the equivalent resistance formula along
the axis of the arbitrary m×n cylindrical network, which consists of the characteristic root and expressed by only single
summation. As applications, several new formulae of equivalent resistances in the semi-infinite and infinite cases are
given. These formulae are compared with those in other literature, meanwhile an interesting new identity of trigonometric
function is discovered. At the end of the article, the equivalent impedance of the m× n cylindrical RLC network is also
treated, where the equivalent impedance formula is also given.

Keywords: cylindrical network, recursion-transform method, analytical solution of equivalent resistance,
trigonometric identity
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