
利用慢特征分析法提取层次结构系统中的外强迫

潘昕浓 王革丽 杨培才

Extracting the driving force signal from hierarchy system based on slow feature analysis

Pan Xin-Nong Wang Ge-Li Yang Pei-Cai

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 66, 080501 (2017) DOI: 10.7498/aps.66.080501
在线阅读View online: http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.080501
当期内容View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2017/V66/I8

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

基于双树复小波变换的非平稳时间序列去趋势波动分析方法

Dual-tree complex wavelet transform based multifractal detrended fluctuation analysis for nonstationary
time series
物理学报.2016, 65(9): 090502 http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.090502

等离子喷涂层原生性孔隙几何结构的分形及统计特性

Fractal and statistical properties of the geometrical structure of natural pores within plasma sprayed coat-
ings
物理学报.2015, 64(24): 240504 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.240504

平行电磁场中里德堡氢原子的自相似结构研究

self-similarity of Rydberg hydrogen atom in parallel electric and magnetic fields
物理学报.2015, 64(18): 180502 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.180502

一种识别关联维数无标度区间的新方法

A novel method to identify the scaling region of correlation dimension
物理学报.2015, 64(13): 130504 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.130504

海杂波FRFT域的分形特征分析及小目标检测方法
Fractal property of sea clutter FRFT spectrum for small target detection
物理学报.2015, 64(11): 110502 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.110502

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.080501
http://dx.doi.org/10.7498/aps.66.080501
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2017/V66/I8
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract67169.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract67169.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract67169.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.65.090502
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract66159.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract66159.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract66159.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.240504
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract65295.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract65295.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.180502
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract64508.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract64508.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.130504
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract64333.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract64333.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.110502


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 66, No. 8 (2017) 080501

利用慢特征分析法提取层次结构系统中的外强迫∗

潘昕浓1)2) 王革丽1)† 杨培才1)

1)(中国科学院大气物理研究所, 中层大气和全球环境探测重点实验室, 北京 100029)

2)(中国科学院大学, 北京 100049)

( 2016年 10月 8日收到; 2017年 1月 16日收到修改稿 )

在大量真实的动力系统中, 外部驱动力总是随时间发生变化, 正是这种变化导致了非平稳行为的产生.
因此, 从此类系统的观测数据中提取和分析外强迫 (也称驱动力)信号引起了人们越来越多的关注. 慢特征分
析法 (slow feature analysis, SFA)是从非平稳时间序列中提取外强迫信息的一种有效算法. 在其基础上利用
变参数的Logistic映射产生的非平稳时间序列, 通过数值试验进一步讨论了该方法的应用前景, 并发展了一
些相应的分析技术. 试验结果表明, 对于模型中包含两个时变驱动力参数的系统, 经过一次SFA处理之后, 可
以进一步利用子波分析技术检索出外强迫信号中的两个参数; 对于模型中有两个叠加驱动力层次的三层动力
系统, 可先通过一次SFA处理, 提取出次慢层外强迫信号, 对该信号进行二次SFA处理, 可提取出最慢层外强
迫信号.

关键词: 非平稳系统, 非线性系统, 驱动力, 慢特征分析
PACS: 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.66.080501

1 引 言

长期以来, 在绝大多数非线性时间序列分析或
预报中, 几乎都暗含着一个缺省的假定, 即被分析
的时间序列满足遍历性定理. 在这样的假定下, 人
们可以重建系统的动力学 [1,2], 并在此基础上讨论
系统吸引子的几何结构和可预报性等 [3]. 遍历性定
理的成立, 意味着时间序列来自于一个驱动力不随
时间变化的系统, 也就是说, 被分析或预报的系统
是平稳的.

然而, 对于大多数实际的动力系统来说, 其驱
动力不可能一成不变. 实际上, 人们在实际观测中
已经发现了此类系统的存在 [4]. 驱动力的变化不仅
破坏了系统的平稳性, 而且破坏了当前时间序列分
析和预报的理论基础. 因此, 有关平稳性问题的研
究已经引起了人们的广泛关注 [5−12].

在此背景下, 一些气候学、生物学和经济学领

域中的科学家开始转向非平稳问题的研究, 并且取
得了许多重要的进展 [13−16]. 特别值得提出的是,
在21世纪初Verdes 等 [17]和Wiskott [18−20]分别提

出了不同的从非平稳时间序列中提取外强迫因子

的方法. Verdes等的方法建立在交叉预报误差的
基础上, 利用系统在两个不同时段动力学规律的变
化, 反演由此引起的外强迫因子的变化. Wiskott
则是将观测信号在一个给定的函数空间展开, 并借
助奇异谱分析 (singular spectrum analysis, SSA)
技术, 找出信号变化最慢的分量. 由他们的方法重
建的外强迫与真实驱动力的值相比, 都只差一个振
幅因子和一个平移因子. 从理论上讲, 他们的方法
都只能给出一个单一的外强迫因子, 但是这个因子
究竟包含哪些信息, 这些方法是否还有提供更多
外强迫信息的潜在能力, 都是值得进一步讨论的
问题.

Konen和Koch [21]曾经在一些数值试验中发

现, 在不同的情况下, Wiskott [18−20]的方法可能只
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给出变化最慢的一个驱动力因子分量, 也可能给出
所有分量的一个组合. 这些问题的解决在实际应
用中是十分重要的, 如果被提取的外强迫来自一个
拥有更多层次或更多参数的系统, 那么慢特征分析
(slow feature analysis, SFA)算法是否可以被推广
到这些更为复杂的情况, 都值得深入研究 [22].

本文将借助一些常见的非线性理论模式 [23],
利用SFA方法和子波分析方法, 从这些模式所产生
的更复杂的非平稳信号中重建其包含的外强迫, 破
解和讨论SFA方法在推广和应用中的一些问题.

2 慢特征分析算法

慢特征分析方法的主要目的, 是从一个给定的
非平稳信号中提取它所包含的变化最慢的分量. 快
变和慢变意味着在信号分量之间存在尺度和能量

上的差异.
Kärner [13]曾这样描述非平稳信号: 在这样的

系统中, 小尺度分量是非平稳的, 而大尺度分量是
平稳的. 杨培才和周秀骥 [16]则用层次概念描述非

平稳系统的动力学结构, 他们认为非平稳系统可以
看作由多个处在不同层次上的子系统串级而成. 处
在较高层次上的子系统是一个慢变过程, 而处在低
层次上的子系统是一个快变过程. 由于不同的子系
统在尺度上和能量上存在巨大差异 (前者远大于后
者), 所以它们之间的相互作用是不对称的, 前者控
制着后者. 上述系统的定义可以在数学上描述为

dα
dt = f0(α;x1, x2, · · · , xm),

dxi

dt = fi(α;x1, x2, · · · , xm),

i = 1, 2, · · · ,m,

(1)

式中 t表示时间, α(t)和xi(t) (i = 1, 2, · · · ,m)分

别代表高层次分量和低层次分量, 并且满足⟨
α̇2

⟩
=

⟨
f2
0

⟩
<

⟨
x2
i

⟩
=

⟨
f2
i

⟩
, (2)

∂f0
∂xi

≈ 0,
∂fi
∂α

̸= 0, i = 1, 2, · · · ,m, (3)

式中符号 ⟨·⟩表示对时间的平均. (2)式表示高层
次分量α(t)是一个变化最慢的信号, (3)式则表示
α(t)单向地控制或影响着所有低层次信号分量

xi(t).
SFA算法的思想建立在 (1)式的基础上, 其目

标是利用 (1)式给出的一个时间序列, 反演出它的

高层次分量α(t). 在Wiskott提出的算法中, (1)式
中每一个分量都假定为多元二次多项式函数, 则提
取变化最慢的信号分量的问题, 可转化为寻找满足
(2) 式条件的多项式函数的变分优化问题.

假 定 已 知 的 非 平 稳 时 间 序 列 为

{x(t)}t=t1,t2,··· ,tn (n表示序列的长度), 则SFA的
计算步骤可简要描述如下.

将 {x(t)}t=t1,t2,··· ,tn嵌入一个嵌入维数为m,
时滞参数 τ = 1的状态空间:

X(t) = {x1(t), x2(t), · · · , xm(t)}t=t1,t2,··· ,tN , (4)

式中N = n−m+ 1.
利用 (4)式所产生的全部一阶和二阶单项式,

构建一个k维函数空间:

H(t)

= {x1(t), · · · , xm(t), x2
1(t), · · · , x1(t)xm(t), · · · ;

x2
m−1(t), xm−1(t)xm(t), x2

m(t)}t=t1,t2,··· ,tN . (5)

为了方便起见, 将 (5)式写为

H(t) = {h1(t), h2(t), · · · , hk(t)}t=t1,t2,··· ,tN , (6)

式中k = m +m(m + 1)/2, 继续对 (6)式实施归一
化和正交化, 并将得到的结果记为

Z(t) = {z1(t), z2(t), · · · , zk(t)}t=t1,t2,··· ,tN , (7)

且Z(t)的每个分量都满足 z̄j = 0, zjz
T
j = 1,

j = 1, 2, · · · , k. 至此, (7)式中每一个输出信号
都可以表示为 zj的线性组合:

y(t) = a1z1(t) + a2z2(t) + · · ·+ akzk(t), (8)

式中 (a1, a2, · · · , ak)是一组待定的非零权重函数.
用 żj(ti) = zj(ti+1) − zj(ti)表示一阶导数, 并

建立 (7)式的导函数空间

Ż(t) = {ż1(t), ż2(t) · · · , żk(t)}t=t1,t2,··· ,tN , (9)

建立 (9)式的协方差矩阵B = (ŻŻT)k×k, 并
计算其特征值λj |j=1,2...,k和相应的特征向量

Wj |j=1,2,··· ,k. 如果λ1表示最小的特征值, 则W1

即为所求之权重系数. 对给出的输出 y1 = W1Z(t)

进行积分, 可求得变化最慢的信号分量为

y1 = rW1Z(t) + c, (10)

式中 r和 c是任意常数, 分别为求解特征向量W1

和积分导函数 (9)式所产生.
至此已经简要地说明了高层次外强迫的提取

步骤. 我们将给出一个由上述方法得到的算例.
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考虑一个时变的Logistic映射

xt+1 = atxt(1− xt), (11)

式中控制参数at = C cos(2πt/T1) exp(−t/T2) + B

是一个缓慢变化的衰减振荡 (图 1 ). 出现于其中
的常数分别为C = −0.2, B = 3.75, T1 = 160,
T2 = 200. 这组常数所决定的at使得 (11)式处于
混沌体制之下. 令 (11)式迭代 1000次, 截取最后
500次的数据段, 将其作为试验时间序列 (图 1 ). 将
SFA算法应用于此试验序列, 并令嵌入维数m = 6,
时滞参数 τ = 1, 可以获得隐藏于其中的外强迫信
号. 当此外强迫与真实驱动力参数at都进行标准

化后, 它们之间的相关系数可以达到0.998 (图 1 ).

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

t

x
t

a
t

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-4

-2

0

2

4
(b) 

t

(a) 

图 1 (a) Logistic映射产生的非平稳时间序列 {xt};
(b) SFA方法提取得到的外强迫 (红线)及真实驱动力
{at}(黑线)
Fig. 1. (a) The non-stationary time series {xt} gen-
erated by logistic mapping; (b) the driving force ex-
tracted by SFA (red line) and the true driving force
{at} (black line).

我们将利用几个双参数Logistic映射所产生的
非平稳时间序列, 来讨论SFA方法的某些推广应用
问题.

3 数值试验

考虑双参数Logistic映射

xt+1 = axt(b− xt), (12)

式中a和 b为两个驱动力参数. 我们可以将其改造
成经典的Logistic映射的形式. 令 yt = xt/b, 代入
(12)式, 可以得到

yt+1 = abyt(1− yt). (13)

借助于经典的Logistic映射与控制参数之间的
依赖关系, 可以得到 (13)式的解在参数空间中的分
布: 当ab ∈ (0, 1)时, 系统有一个稳定的零解; 当
ab ∈ (1, 3)时, 系统为非零的稳定平衡态; 继续下
去可有: ab ∈ (3, 3.5699), 为稳定周期态, 系统产
生倍周期分叉结构; ab ∈ (3.5699, 4), 系统进入混
沌区. 图 2为上述结果的直观表示, 也代表双参数
Logistic 映射 (12)式的解在参数空间中的分布. 当
参数a和 b依赖于时间时, 我们还可以从中看到变
参数Logistic映射的状态随时间的大致变化.

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲


⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

y/⊳x

y/⊳x

y/⊲⊳x

y/⊳x

a

b

图 2 双参数Logistic映射的解在参数空间中的分布
Fig. 2. The solution distribution of logistic mapping
with two parameters in parametric space.

3.1 双驱动力参数Logistic映射

考虑带有两个时变参数的Logistic映射:

xt+1 = atxt(bt − xt), t = 1, 2, · · · , N, (14)

设定参数遵从

at = 3.5 + 0.4 cos
(
4π

t

500

)
, (15)

bt = 0.998 + 0.024 cos
(
11π

t

500

)
, (16)

它们分别为一个慢变信号和一个快变信号. 可以
得到, 它们满足条件 3.02 < atbt < 3.99, 这表明
(14)式大致在周期区和混沌区变化, 或者说它是一
个具有变频和变幅特性的非平稳信号.

令初值x1 = 0.6, 并对 (14)式迭代 15000次,
取后 2000个数据作为试验信号 {xt}. 令嵌入维数
m = 6, 时滞参数 τ = 1, 对 {xt}进行SFA处理, 得
到外强迫信号{yt}, 各信号的变化如图 3所示.
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图 3 (a)真实驱动力 {at}; (b)真实驱动力 {bt}; (c)非平稳
时间序列 {xt}; (d)当嵌入维数m = 6时 SFA给出的外强迫
信号 {yt}
Fig. 3. (a) The true driving force {at}; (b) the true driving
force {bt}; (c) the non-stationary time series {xt}; (d) the
derived driving force for {xt} by using SFA (m = 6).
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图 4 (a) {yt}的时间平均功率谱 (黑色实线) 及其 95%的
信度检验 (红色实点), 功率谱上的两个峰值Wave1和Wave2
(蓝色实点); (b) 标准化的真实驱动力信号 {at} (蓝线)和
Wave2的滤波信号 {w2t} (绿线); (c)标准化的真实信号 {bt}
(蓝线) 和Wave1的滤波信号 {w1t} (绿线)
Fig. 4. (a) The time-averaged power spectrum of {yt}
(black line) and 95% confidence level (red dots), two peak
powers Wave1 and Wave2 (blue points); (b) the normal-
ized true signal {at} (blue line) and the band-pass filtered
signal {w2t} (green line); (c) the normalized true signal
{bt} (blue line) and the band-pass filtered signal {w1t}
(green line).

由图 3可见, {yt}的变化规律既不与{at}相同,
也和 {bt}不一致, 应该是{at}和{bt}的组合. 利用
子波分析, 我们得到了 {yt}的时间平均功率谱, 并
发现两个峰值功率 (分别记为Wave1和Wave2). 利
用带通滤波技术, 我们又进一步得到了与峰值功
率对应的滤波信号 (分别记为 {w1t}和 {w2t}), 如
图 4所示.

进一步分析表明, 滤波信号 {w1t}和 {w2t}
与真实驱动力信号 {bt}和 {at}高度相似. 它

们之间的相关系数皆达到 0.99, 相关系数记为
|C(at, w2t)| = 0.99, |C(bt, w1t)| = 0.99. 这说明
子波分析可以成功地分离外强迫信号.

3.2 具有多层驱动力结构的Logistic映射

考虑层次结构, 设置一个时变Logistic映射的
三层模型:

xt+1 = xtbt(1− xt), (17)

bt+1 = 3.75− rt exp bt sin(4at/103)/103, (18)

rt = 3.8− 0.3 cos(at/103), (19)

式中 {bt}为次慢层变化, {rt}为最慢层变化. 设
a = 15, t = 1, 2, · · · , N , 两个初值x1 = 0.5,
b1 = 0.5. 在此模型中, 3.5 6 rt 6 4.1, 在 rt的

控制下, bt的变化在 (3.6, 3.97)区间内. 这种情况
下, (17)式处于混沌体制内. 将 (17)式迭代 2100
次, 取后 2000个数据作为试验信号, 各参数变化如
图 5所示, 最慢层信号 {rt}比次慢层信号 {bt} 慢 4
倍, {xt}呈现非平稳特征.
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图 5 (a)真实驱动力 {rt}; (b)真实驱动力 {bt}; (c)非平稳
时间序列 {xt}
Fig. 5. (a) The true driving force {rt}; (b) the true driving
force {bt}; (c) the non-stationary time series {xt}.
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取嵌入维数m = 6, 时滞参数 τ = 1, 对
{xt}进行 SFA处理, 得到信号 {y1t}, 发现其与
次慢层驱动力信号 {bt}相关度很高, 相关系数
|C(y1t, bt)| = 0.99; 取m = 36, 再对{y1t}进行SFA
处理, 得到的信号 {y2t} 与最慢层信号 {rt}相关度
很高, 相关系数 |C(y2t, rt)| = 0.96, 即可以通过两
次应用SFA的方法分层次提取出 {xt}中的外强迫
信号. 标准化后的各变量如图 6所示. 结果表明,
通过两次应用SFA, 可以分别提取出次慢层外强迫
及最慢层外强迫信号.

     
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
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
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t
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


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t

֓





(b)

֓

֓







r t

(a)

图 6 (a) 嵌入维数m = 6时 {xt}的标准化外强迫信号
{y1t} (蓝线)以及标准化后的真实信号 {bt} (绿线); (b)
m = 36时 {y1t}的标准化外强迫信号 {y2t}(蓝线)以及
标准化后的真实信号 {rt}
Fig. 6. (a) The derived driving force {y1t} for {xt}
(blue line) and the true driving force {bt} (green line)
as m = 6; (b) the extracted signal {y2t} for {y1t}
(blue line) and the true driving force {rt} (green line)
as m = 36.

4 结 论

本文通过两组试验说明, SFA方法结合子波分
析技术, 可以从更复杂的非平稳时间序列中提取系
统的外强迫信号, 并探测它们的结构. 需要注意的
是, 本文构建了非平稳 (非自治)系统, 所以传统的
基于遍历性定理的求取嵌入维数m与时滞参数 τ

的方法不再适用, 需要依靠经验与试探来选取m与

τ , 试验者可以通过功率谱分析对提取的结果进行
物理性质的判断, 进而选取合理的参数. 本文的主
要结论如下: 1)对于双变参数的Logistic映射产生
的非平稳时间序列, 可以利用SFA方法提取模型中
的外强迫信息, 再结合功率谱分析的方法, 重建真
实驱动力信号; 2)对于隐含最慢层外强迫的三层结
构Logistic映射, 可以通过逐次应用SFA的方法提

取系统中的外强迫信号, 第一次应用SFA可以提取
次慢层外强迫, 第二次应用SFA可以提取最慢层外
强迫.
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Abstract
Extracting the signals from non-stationary time series is a difficult task in many fields such as physics, economics, and

atmospheric sciences. The theory of hierarchy suggests that varying driving force leads to the non-stationary behavior,
so extracting and analyzing the slowly varying features can help to study non-stationary dynamical system, which
has become a compelling question recently. Slow feature analysis (SFA) is an effective technique for extracting slowly
varying driving forces from quickly varying non-stationary time series. The basic idea of SFA is to nonlinearly extend the
reconstructive signal into a combination form with one or higher order polynomials, and to apply the principal component
analysis to this extended signal and its time derivatives. The algorithm is guaranteed to seek an optimal solution from a
group of functions directly and can extract a lot of uncorrelated features that are ordered by slowness. A series of studies
has shown its superiority in extracting the driving force of non-stationary time series. The extracted signal is found to
be highly correlated with the real driving force. Results based on ideal models show that either the slow driving force
itself or a slower subcomponent can be detected by SFA. Yet despite all that, the further investigating of SFA is still
needed to reduce its uncertainty. In this study, we create two types of non-stationary models by the logistic map with
time-varying parameters: one includes two varying driving forces with different time periods constraining the evolution
of time series in a non-stationary way; and the other is a three-layer structure encompassing two superimposed signals in
which the slower signal of driving force is modulated by the lowest one. According to the ideal model and SFA, we conduct
the numerical experiments to develop corresponding analysis method and discuss its application prospect in extracting
driving force signals. We find that for the system of first kind, either the slowest signal or the combination of two driving
forces constructed by SFA contains some uncertain information. However, we can detect the two independent driving
forces from the constructed signal by wavelet analysis. For the three-hierarchy system that includes two superimposed
signals of driving force, successive applications through SFA on the original time series and the constructed SFA signal
will in turn detect the slower varying driving force signal and the slowest varying driving forces signal. The successful
application of SFA shows its promising prospect in analyzing the external driving forces in non-stationary system and
understanding relevant dynamic mechanism.

Keywords: non-stationary system, nonlinear system, driving force, slow feature analysis
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