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光子晶体传输特性的时域精细积分法分析∗

杨红卫† 孟珊珊 高冉冉 彭硕

(北京工业大学应用数理学院, 北京 100124)

( 2016年 11月 10日收到; 2017年 1月 16日收到修改稿 )

将精细积分法应用于时域有限差分法中, 提出了一种求解光子晶体传输特性的时域精细积分法, 并对其
计算精度及稳定性进行了分析. 从一阶麦克斯韦方程出发, 在空间上采用Yee元胞进行差分离散, 结合吸收边
界条件及激励源表达式将方程整理为标准的一阶常微分方程组形式. 通过时间步长的精细划分和指数矩阵的
加法定理, 在时间上利用精细积分法对齐次微分方程进行积分求解, 并结合激励向量的特解得到空间离散的
场分量, 最终通过傅里叶变换求得方程的解. 利用时域精细积分法对光子晶体进行了实例计算, 并将其结果
分别与时域有限差分法和四阶龙格库塔法在精度、稳定性等方面进行了比较, 结果表明时域精细积分法具有
更高的计算精度, 并且克服了时域有限差分法以及四阶龙格库塔法在计算稳定性上对时间步长的限制. 提出
的方法具有精确、稳定的特点, 为光子晶体传输特性的研究提供了一种新的有效的分析方法.

关键词: 光子晶体, 时域精细积分, 时域有限差分, 四阶龙格库塔法
PACS: 41.20.Jb, 42.70.Qs, 03.50.De, 02.60.Cb DOI: 10.7498/aps.66.084101

1 引 言

光子晶体是一种介电常数呈周期性排列的人

工合成材料, 其最基本的特性是具有光子禁带, 即
频率落在禁带中的电磁波被禁止传播 [1−4]. 光子晶
体的带隙效应使其在光波导、光滤波器和微波电路

等器件中有着广泛的应用 [5,6]. 分析光子晶体的电
磁传输特性对各类器件的设计与制备具有重要的

理论与实际意义.
时域有限差分法 (finite difference time do-

main, FDTD)作为一种有效的电磁场计算方法,
是研究光子晶体传输特性最常用的方法之一 [7−10].
它将麦克斯韦旋度方程转化为有限差分式从而直

接在时域求解, 通过建立时间离散的递进序列, 在
相互交织的网格空间中交替计算电场分量和磁场

分量 [11,12]. 这种方法只需设定相应的空间点及相
应的参数, 即可模拟求解各种电磁场问题. 但由于
在时间导数离散上采用了二阶中心差分格式, 格
式精度相对较低, 并且时间步长受到柯朗稳定性

条件的约束, 该方法的应用范围受到限制. 为提
高FDTD的计算精度以及稳定性, 人们开始探讨
FDTD的改进方案. 文献 [13]将交替隐式差分方法
应用到FDTD中, 提出了时域交替隐式差分算法,
并证明了该算法具有无条件稳定性, 即时间步长不
受柯朗稳定性条件的限制, 但是过大的时间步长会
造成数值色散的增加. 文献 [14]将四阶龙格库塔法
(fourth order Runge-Kutta, RK4)引入FDTD中,
提高了时间离散的精度, 消除了时间积累误差对计
算结果的影响, 但时间步长过大仍然会使其失去数
值稳定性.

精细积分法 (high precision integration, HPI)
是一种具有高精度的时间积分方法, 宜用于处理一
阶常微分方程组 [15]. 本文拟在时域下将精细积分
法应用到FDTD中, 提出一种基于精细积分技术求
解光子晶体传输特性的时域方法. 首先从一阶麦克
斯韦方程出发, 在空间上利用Yee元胞进行差分离
散, 结合吸收边界条件及激励源的表达式将方程整
理为标准的一阶常微分方程组形式; 然后通过时间
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步长的进一步精细划分以及指数矩阵加法定理的

运用, 在时间上采用精细积分法对齐次微分方程组
进行求解, 并结合激励向量的特解得到空间离散的
电场分量和磁场分量; 最后对光子晶体反射场和透
射场进行傅里叶变换求得问题的解. 通过算例验证
了本文方法的正确性, 并与时域有限差分法以及四
阶龙格库塔法在精度、稳定性等方面进行了比较.
本文方法不仅具有较高的计算精度, 在稳定性方面
也优于时域有限差分法和四阶龙格库塔法, 具有精
确、稳定的特点.

2 基本原理

2.1 麦克斯韦方程的空间离散格式

麦克斯韦方程是电磁理论的基本方程, 分析电
磁问题实际上是求解给定边界条件下的麦克斯韦

方程问题 [16]. 求解光子晶体的传输特性首先从一
阶麦克斯韦方程出发, 即

ε
∂E

∂t
= ∇×H − σE,

µ
∂H

∂t
= −∇×E,

(1)

式中 ε, µ和σ分别为介质的介电常数, 磁导率和电
导率, t为时间, E和H分别是电场和磁场.

一维情况下, 设电磁波沿坐标轴x方向传播,
介质参数和场量均与坐标 y, z无关, 即∂/∂y = 0,
∂/∂z = 0, 于是麦克斯韦方程 (1)式可写为 [17]

−∂Hz

∂x
= ε

∂Ey

∂t
+ σEy,

∂Ey

∂x
= −µ

∂Hz

∂t
,

(2)

式中Ey表示沿 y方向的电场分量, Hz表示沿 z方

向的磁场分量.
在空间上分别对 (2)式中的电场分量Ey和磁

场分量Hz采用图 1所示Yee元胞进行离散,并利用
中心差分近似来表示场分量对空间的偏导数, 得到
离散后的方程形式为

dEy(i)

dt = −σ(i)

ε(i)
Ey(i)

− 1

ε(i)

Hz(i+ 1/2)−Hz(i− 1/2)

∆x
,

dHz(i+ 1/2)

dt = − 1

µ(i+ 1/2)

Ey(i+ 1)− Ey(i)

∆x
,

(3)

式中 i表示离散后沿空间x方向的序号. (3)式即为
麦克斯韦方程电场分量Ey和磁场分量Hz的空间

离散形式.
Ey↼i⇁↽Ey↼i↽

Hz↼i⇁⊳↽Hz↼i֓⊳↽
x

图 1 一维Yee元胞中各场分量空间节点分布
Fig. 1. Spatial node distribution of field components
in one-dimensional Yee cell.

2.2 吸收边界条件与激励源

求解区域左边界取x = 0, 右边界取x = L且

L > 0, 对边界的处理采用Engquist-Majda一阶近
似吸收边界条件, 以x = 0边界为例:(

∂

∂x
− 1

c

∂

∂t

)
fα|x=0 = 0, (4)

式中 c = 1/
√
εµ为介质中的光速, fα可代表电场E

或磁场H在直角坐标系中任一分量.
令 (4)式中 fα = Ey, 将其在 i − 1/2点处作空

间离散:
∂Ey(i− 1/2)

∂x
=

Ey(i)− Ey(i− 1)

∆x
. (5)

利用线性插值关系

Ey(i− 1/2) =
Ey(i) + Ey(i− 1)

2
, (6)

将 (5)式和 (6)式代入 (4)式, 得
dEy(i)

dt +
dEy(i− 1)

dt

= 2c(i− 1/2)
Ey(i)− Ey(i− 1)

∆x
, (7)

将 (3)式中的第一个等式代入 (7)式得
dEy(i− 1)

dt

= 2c(i− 1/2)
Ey(i)− Ey(i− 1)

∆x
+

σ(i)

ε(i)
Ey(i)

+
1

ε(i)

Hz(i+ 1/2)−Hz(i− 1/2)

∆x
. (8)

(8)式即为吸收边界x = 0处电场分量Ey的空间离

散形式. 吸收边界上其余场分量的空间离散格式可
用相同的方法得到.

对光子晶体的传输特性进行时域分析时, 通常
要考虑对激励源的模拟. 本文采用电偶极子激励
源, 其电流密度形式为 [18]

Js(r, t) = 10−12(0.37
a
x− 0.74

a
y − 0.37

a
z)B(2πfct),

(9)
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式 中B(2πfct)是 中 心 频 率 为 fc的Blackman-
Harris窗口函数的一阶导数 [19], 由几个正弦函数
组成, 即此电偶极子源是一个呈正弦曲线变化的激
励源.

2.3 精细积分法

综合考虑 (3)式与 (8)式以及激励源的表达式,
可以得到一阶标准常微分方程的矩阵形式为

dv
dt = Av + F (t), (10)

式中A为定常矩阵, F (t)是由于激励源的引入而

产生的激励向量, v包含待求解的全部场分量,

v =

Ey

Hz

 . (11)

假设 (10)式的初始条件为

v|t=0 = v0 =

Ey(t = 0)

Hz(t = 0)

 , (12)

根据求解常微分方程的理论可知, (10)式的解v由

两部分组成:

v = vh + vp, (13)

式中vp是由激励向量F (t)决定的特解, vh是无激

励向量时齐次微分方程的通解,

vh = exp(At) · (v0 − vp0), vp0 = vp(t = 0),

(14)

式中 exp(At)为矩阵的指数函数, 其意义与普通表
达式相同, 即

exp(At) = I +At+ (At)2/(2!)

+ (At)3/(3!) + · · · , (15)

式中I为单位矩阵.
设数值积分的时间步长为∆t, 一系列等步长

的时刻为

t0 = 0, t1 = ∆t, · · · , tk = k∆t, (16)

则

vh1 = vh(∆t) = exp(A∆t) · (v0 − vp0) = Tvh0,

(17)

式中vh0 = v0 − vp0, T = exp(A∆t)为指数矩阵.
若给出指数矩阵T , 逐步积分公式就可通过递

推进行计算:

vh1 = Tvh0, vh2 = Tvh1, · · · , vh(k+1) = Tvhk,

(18)

齐次微分方程的通解vh就成为一系列的矩阵 -向
量乘法. 由 (18)式可知, 齐次微分方程通解vh的精

确性和稳定性完全取决于指数矩阵T 的精确性和

稳定性, 于是问题归结为如何精确计算指数矩阵T .
首先将时间步长∆t进行进一步精细划分, 即

τ = ∆t/m, m = 2N , (19)

式中N一般取 20, 则m = 1048576, τ将是非常小
的一个时间区段. 根据指数矩阵函数的加法定理,
有

T = exp(A∆t) = [exp(Aτ)]m. (20)

对于 τ的区段, 将 exp(Aτ)按Taylor级数展开至四
阶, 即

exp(Aτ) ≈ I + (Aτ) +
(Aτ)2

2!
+

(Aτ)3

3!
+

(Aτ)4

4!
.

(21)

令

Ta0 = (Aτ) +
(Aτ)2

2!
+

(Aτ)3

3!
+

(Aτ)4

4!
, (22)

则

exp(Aτ) ≈ I + Ta0, (23)

式中Ta0是一个非常小量的矩阵, 当它与单位矩阵
I相加时, 就会成为I的尾数, 在计算机的舍入操作
中, 其精度将丧失殆尽.

为了精确计算指数矩阵T , 应先将 (20)式进行
分解:

T = [exp(Aτ)]
m

= (I + Ta0)
2N

= (I + Ta0)
2N−1

× (I + Ta0)
2N−1

, (24)

令

(I + Ta0)× (I + Ta0)

= I + 2Ta0 + Ta0 × Ta0 = I + Ta1, (25)

Ta1 = 2Ta0 + Ta0 × Ta0, (26)

则 (24)式可写为

T = (I + Ta1)
2N−1

= (I + Ta1)
2N−2

× (I + Ta1)
2N−2

. (27)

同理, 将 (27)式继续作分解直至第N次, 得

T = (I + TaN )2
N−N

= I + TaN , (28)

TaN = 2Ta(N−1) + Ta(N−1) × Ta(N−1). (29)
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上述分解过程在计算机中相当于以下语句:

for j = 1 : N,

Taj = 2Ta(j−1) + Ta(j−1) × Ta(j−1)

end

. (30)

当 (30)式中语句循环结束后, 再执行

T = I + TaN (31)

便可. 由于N次迭代后TaN已不再是很小的矩阵,
与单位矩阵I相加后避免了舍入误差, 得到待求的
指数矩阵T . 再根据递推公式 (18)式便可得到齐次
微分方程的通解vh.

求出齐次微分方程的通解vh后, 需再求出由
激励向量F (t)所决定的特解vp. 对于呈正弦曲线
变化的激励源, 其激励向量 [20]

F (t) = F1 sin(ωt) + F2 cos(ωt), (32)

式中ω代表角频率, F1和F2是两个非时变向量.
则相应的特解为

vp = α sin(ωt) + β cos(ωt), (33)

式中α = (ω2I +A2)−1(ωF2 −AF1), β = (ω2I +

A2)−1(−ωF1 −AF2). 将特解vp与通解vh相结合

便可得到 (10)式的解v, 即空间上各个离散的场分
量Ey与Hz.

在边界x = 0处的场可以表示为入射场和反射

场的叠加, 即

Ey(x = 0) = Einc +Eref, (34)

式中Einc代表入射场, Eref代表反射场, 则

Eref = Ey(x = 0)−Einc. (35)

在边界x = L处只有透射场, 即

Ey(x = L) = Etrans, (36)

式中Etrans代表透射场. 利用 (35)式和 (36)式求出
光子晶体两端的反射场和透射场后, 再分别将其进
行傅里叶变换便可推导得到光子晶体的反射率和

透射率.

3 数值算例及讨论分析

算例1 为验证时域精细积分法的可靠性, 首
先分析单层介质的传输特性, 此时由于结构简单,
方程存在解析解. 假设入射频率 f = 1 × 1010 Hz,
介电常数 ε = 2.56, 介质的折射率n = 1.6, 介质厚
度d = 0.9375 cm. 根据光的干涉理论, 透射光干涉
最强的条件为

f =
lc0
2nd

, l = 1, 2, 3, · · · , (37)

式中 f是频率, n是介质的折射率, d是介质的厚度,
c0是真空中的光速. 将所给参数代入 (37)式可得干
涉最强的各个峰的位置在 l × 1010 Hz处. 图 2为利
用本文方法计算得到的此一层介质的透射谱. 由图
可知, 频率在0—3.5× 1010 Hz范围内时, 其透射率
分别在1× 1010, 2× 1010, 3× 1010 Hz处达到最大
值, 与理论结果一致.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

/1010 Hz

图 2 一层介质时计算得到的透射谱

Fig. 2. Transmission spectrum of one layer dielectric.

表 1给出了利用时域精细积分法以及时域
有限差分法计算得到的简单介质的反射率 (f 在
5 × 109 Hz处), 并与解析解进行了比较, 其中时域
精细积分法与时域有限差分法所取时间步长相同.
由表 1可知, 时域精细积分法的计算结果更接近解
析解, 比时域有限差分法的相对误差低, 具有较高
的计算精度.

表 1 时域有限差分法、时域精细积分法和解析解计算结果的比较

Table 1. Comparison of results by FDTD scheme, HPI scheme and analytical solution.

解析解
时域有限差分法 时域精细积分法

反射率 相对误差/% 反射率 相对误差/%

0.4380 0.4385 0.1140 0.4382 0.0457
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算例2 为说明时域精细积分法的稳定性, 以
图 3所示一维光子晶体为例进行分析, 其中周期取
10, A, B两种介质的相对介电常数分别为5.5225和
1.9044, 介质厚度分别为 740和1260 nm, 相对磁导
率都为 1, 入射基频为ω0 = 271 THz. 根据所给参
数可得柯朗稳定性条件为∆t 6 1.7× 10−16 s, 即时
域有限差分法的时间步长最大只能取1.7×10−16 s,
否则将失去稳定性. 图 4所示为利用时域有限差分
法以及时域精细积分法得到的光子晶体中心处的

电场分量Ey, 这里时域有限差分法的时间步长取
为∆t = 1 × 10−17 s, 而时域精细积分法的时间步
长分别取为∆t = 5 × 10−16 s和∆t = 1 × 10−15 s
(两种步长均超出柯朗稳定性条件). 由图可知, 时
域精细积分法在两种步长下所得计算结果稳定, 且
与时域有限差分法的结果相符合. 这说明本文方法
能够克服柯朗稳定性条件对时间步长的限制, 在较
大时间步长下也可以保持结果的稳定性.

A B A B A B A B…

dB dA d

x

y

图 3 一维光子晶体几何模型

Fig. 3. Geometry model of one-dimensional photonic
crystal.
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图 4 时域精细积分法、时域有限差分法计算得到的电场

分量Ey

Fig. 4. The electric field component Ey obtained by
HPI scheme and FDTD scheme.

由于光子晶体结构的复杂性, 难以求出其严格
的解析解, 可利用数值模拟得到的L2误差来分析

时域精细积分法的精度问题. L2误差定义为

L2error =

√∫ T

0

∣∣x(t)− xref(t)
∣∣2 dt√∫ T

0

∣∣xref(t)
∣∣2 dt

, (38)

式中xref代表参考解, T 代表计算时间的总长

度. 将加密时间网格的时域有限差分法 (∆t =

2 × 10−18 s)作为参考解. 在这里, L2误差是被用

来计算光子晶体中心处电场分量Ey的误差, 其中
t ∈ [0, 4 × 10−13 s]. 图 5所示为利用时域精细积
分法计算得到的L2误差随时间步长∆t的变化情

况. 从图 5可以看出, 在时间步长∆t 6 1× 10−15 s
时, 利用时域精细积分法计算得到的L2误差始终

保持不变, 即计算精度没有因时间步长的增加而增
大; 超过一定步长后, 计算误差开始逐渐增大, 这是
此时时间步长不满足奈奎斯特抽样准则导致的结

果 [21].

10-16 10-15
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10-2

10-1
L
2
e
rr
o
r

∆t/s

图 5 不同时间步长下利用时域精细积分法计算得到的

L2误差

Fig. 5. L2 errors by HPI scheme with different time
steps.

算例3 为进一步说明时域精细积分法的精确

性和稳定性, 将时域精细积分法与四阶龙格库塔法
进行比较. 选择四阶龙格库塔法进行对比是因为它
也是一种高精度时间积分方法, 与传统时域有限差
分法相比, 四阶龙格库塔法时间离散精度更高, 稳
定性更强. 仍考虑图 3所示光子晶体结构, 选取参
数与算例 2相同. 将加密时间网格的四阶龙格库塔
法 (∆t = 1× 10−18 s)计算得到的结果作为参考解,
图 6所示为相同时间步长下利用两种方法计算得
到的光子晶体中心处电场分量Ey的相对误差. 从
图 6可看出, 当时间步长同为∆t = 4 × 10−17 s时,
利用时域精细积分法得到的相对误差明显低于四

阶龙格库塔法, 其精度约比四阶龙格库塔法高两个
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数量级. 由此表明, 时域精细积分法在相同时间步
长下可以获得比四阶龙格库塔法更高的准确度.

对于四阶龙格库塔法, 根据计算稳定性要求,
时间步长必须满足∆t 6 2.78/max |λ|, 其中, λ为
定常矩阵A的本征值. 为了满足稳定性要求, 本文
四阶龙格库塔法的最大步长只能取到2.5×10−16 s,
一旦超过最大步长, 该方法将失去稳定性. 图 7所
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图 6 (网刊彩色) 相同时间步长下时域精细积分法、四阶
龙格库塔法计算得到的电场分量Ey的相对误差

Fig. 6. (color online) Relative errors of electric field
component Ey by HPI scheme and RK4 scheme with
the same time step.
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图 7 时域精细积分法和四阶龙格库塔法计算得到的电场

分量Ey

Fig. 7. Electric field component Ey by HPI scheme
and RK4 scheme.

示为利用四阶龙格库塔法和时域精细积分法计算

得到的光子晶体中心处电场分量Ey. 当时间步长
同为∆t = 3 × 10−16 s 时, 从图中可以看出, 利用
四阶龙格库塔法所得结果严重偏离参考解, 失去稳
定性; 而时域精细积分法所得结果与参考解保持一
致,甚至将步长继续增大到∆t = 1×10−15 s时,仍
然保持稳定. 由此说明, 时域精细积分法在稳定性
方面也优于四阶龙格库塔法, 在时间步长较大的情
况下仍可保持结果的稳定性.

4 结 论

本文将传统时域有限差分法进行改进, 在空间
上采用Yee元胞差分离散技术, 在时间上利用精细
积分法进行时程积分, 提出了一种求解光子晶体传
输特性的时域精细积分法, 并将该方法的计算精度
和稳定性与时域有限差分法、四阶龙格库塔法进

行了比较. 相对于时域有限差分法, 时域精细积分
法的时间步长不仅不受柯朗稳定性条件的约束, 而
且只要满足奈奎斯特抽样准则, 其计算精度不会受
时间步长取值的影响. 在相同时间步长下, 相对于
四阶龙格库塔法, 时域精细积分法具有更高的准确
度, 并且在较大的时间步长下仍然可以保持结果的
稳定性. 数值算例表明了本文算法的精确性和稳定
性, 为研究光子晶体的传输特性提供了一种有效的
分析方法.
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Abstract
Photonic crystals are materials patterned with a periodicity in the dielectric constant, which can create a range

of forbidden frequencies called as a photonic band gap. The photonic band gap of the photonic crystal indicates its
primary property, which is the basis of its application. In recent years, photonic crystals have been widely used to design
optical waveguides, filters, microwave circuits and other functional devices. Therefore, the study on the transmission
properties in photonic crystal is significantly important for constructing the optical devices. The finite difference time
domain (FDTD) is a very useful numerical simulation technique for solving the transmission properties of the photonic
crystals. However, as the FDTD method is based on the second order central difference algorithm, its accuracy is
relatively low and the Courant stability condition must be satisfied when this method is used, which may restrict its
application. To increase the accuracy and the stability, considerable scientific interest has been attracted to explore the
schemes to improve the performance of the FDTD. The fourth order Ronge-Kutta (RK4) method has been applied to
the FDTD method, which improves the accuracy and eliminates the influence of accumulation errors of the results, but
the stability remains very poor if the time step is large. An effective time domain algorithm based on the high precision
integration is proposed to solve the transmission properties of photonic crystals. The Yee cell differential technique is
used to discretize the first order Maxwell equations in the spatial domain. Then the discretized Maxwell equations with
the absorption boundary conditions and the expression of excitation source are rewritten in the standard form of the
first order ordinary differential equation. According to the precise division of the time step and the additional theorem of
exponential matrix, the high precision integration is used to obtain the homogeneous solution. To obtain the discretized
electric and magnetic fields, the particular solution must be solved based on the excitation and then be added to the
homogeneous solution. The transmission properties of photonic crystals are obtained by the Fourier transform. Practical
calculation of photonic crystals is carried out by the precise integration time domain, and the accuracy and the stability
are compared with those from the FDTD and the RK4 methods. The numerical results show that the precise integration
time domain has a higher calculation precision and overcomes the restriction of stability conditions on the time step,
which provides an effective analytical method of studying the transmission properties of photonic crystals.

Keywords: photonic crystals, precise integration time domain, finite difference time domain, fourth
order Ronge-Kutta method
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