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过冷水溶液中的空间光孤子∗
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( 2016年 11月 28日收到; 2017年 1月 9日收到修改稿 )

建立了在过冷水溶液中传播的光束的非局域非线性模型. 过冷水的热致折射率扰动在温度扰动较小的情
况下随温度增大, 但在温度扰动达到一定程度后随温度减小. 在求出该模型的数值孤子解后, 对孤子的性态
进行了研究. 研究表明, 在光功率较小时, 过冷水表现出自聚焦的特性, 而在光功率较大时, 在孤子的中心区
域的过冷水表现出自散焦的特性, 而在孤子的外围仍表现为自聚焦. 在总功率较大的情况下, 孤子间的相互
作用也表现出这种部分自散焦, 部分自聚焦的现象.

关键词: 非线性薛定谔方程, 过冷, 自聚焦, 自散焦
PACS: 05.45.Yv, 42.65.Tg DOI: 10.7498/aps.66.090505

1 引 言

近些年来, 人们对非局域空间孤子进行了许多
有趣的研究. 对于非线性光学材料而言, 若空间某
点上的非线性折射率不仅依赖于该点处的光场, 而
且依赖于该点附近的一个区域内的光场, 则称该非
线性是空间非局域的. 这种空间非局域的依赖关系
可以有多种起源, 例如, 光折变材料中的光折变效
应 [1], 向列相液晶中棒状分子间的相互作用 [2], 材
料中与热输运有关的热致非线性 [3−5]. 对于卷积型
的非局域非线性, 如向列相液晶中的非线性 [2]和铅

玻璃中的热致非线性 [3], 在强非局域条件下, 即非
局域响应长度远大于光束束宽时, 空间光孤子间的
相互作用总是表现出相互吸引的特性. 并且由于非
局域的特点, 光束间的相互作用的距离可以得到有
效的增大.

本文研究的对象是热致非线性, 其本质是空
间非局域的. 对于铅玻璃, 其折射率随温度增大
而线性地增大, 因此铅玻璃表现出热致的自聚焦
效应, 可以支持空间亮孤子 [3]. 而对于大多数的

液体或气体, 它们的折射率随温度增大而线性地
减小, 表现出热致的自散焦效应, 可以支持空间
暗孤子 [4,5]. 上述两种自聚焦或自散焦的热致的
非线性折射率均与温度差∆t成正比, 只是符号
不同而已, 即∆n = β1∆t, 其中β1 > 0为自聚焦,
β1 < 0为自散焦. 本文研究高阶的非线性效应, 即
∆n = β1∆t + β2(∆t)

2的情况. 过冷水溶液的折射
率就具有这样的形式 [7−9]. 研究表明, 对于这样的
系统, 随着入射光功率的增大, 材料可以由自聚焦
转变为局部自散焦, 从而可以支持新的空间孤子形
式, 光束的相互作用既不像自聚焦也不像自散焦,
而呈现出新的特点.

2 过冷水溶液中的光束演化方程

标准大气压下, 纯水在 t > 0 ◦C温度下的稳定
物态为液态, 而在 t < 0 ◦C的稳定物态为固态. 但
在缺少结晶核的情况下, 例如缓慢地使液态水从
t > 0 ◦C降温到 t < 0 ◦C, 液态纯水可在 t < 0 ◦C
保持液态而不结冰. 低于冰点而不结冰的液态水
处在热力学中的亚稳态, 称为过冷水. 一旦往过冷
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水中引入结晶核, 例如猛烈摇晃, 过冷水会迅速结
冰, 转变为固态. 一定条件下某些水溶液, 例如可
乐饮料、啤酒等, 也存在过冷的现象. 众所周知, 液
态水的质量密度存在着反常现象 [6], 在 t = 4 ◦C
附近, 液态水的密度达到最大值, 比 0 ◦C的水的
密度大. 此外, 液态水的折射率也存在着反常现
象. 根据文献 [7—9]的数据可粗略地估算出, 对
于波长为 501和 589 nm的光, 液态水的折射率在
−5 ◦C 6 t 6 5 ◦C温度范围内随温度的变化呈近
似抛物线型的依赖关系

n = n0 − β2(t− t0)
2, (1)

这里 t0 = −0.1 ◦C, β2 = 3×10−6 K−2,对于波长为
501和589 nm的光n0分别为1.337733或1.334334.
由于β2 > 0, 所以液态水的折射率在温度为 t0时达

到最大值n0; 对于温度 t < t0, 液态水的折射率随
温度的升高而增大; 对于温度 t > t0, 折射率随温度
升高而减小. 电解质水溶液的折射率随温度的变化
也可由 (1)式近似地描述, 只需对参量n0, β2, t0做
相应的调整 [10].

纯水对可见光的吸收是非常弱的 [11], 对于波
长为 460—660 nm的光, 吸收率仅为α = 0.01—
0.41 m−1. 但某些水溶液对特定波长的光有很强
的吸收. 例如, 紫红色的KMnO4的水溶液对于

500—560 nm附近的绿色光有很强的吸收, 浓度为
1.8×10−6 mol/L的KMnO4溶液对528 nm的光的
吸收率可达α = 1 m−1; 橙色的K2Cr2O7水溶液

则对480—490 nm的光有较强吸收; 蓝色的CuSO4

水溶液对580—600 nm的光有较强的吸收.
考虑下面的实验设计. 波长λ = 514 nm的

激光束E(X,Y, Z) = U(X,Y, Z)eikZ入射到放置

在温度保持在 t1的恒温箱 (t1 < t0)内的折射率
为n1 = n0 − β2(t1 − t0)

2的KMnO4水溶液中, 这
里X,Y, Z为实验室坐标系, Z轴为光束的传播方
向, k = n12π/λ, U为光束电场的慢变包络. 在
光束传播路径上, 由于水溶液对光的吸收并把
光能转化为水的热能, 光束传播路径上的水溶液
的温度由 t1升高变为 t(X,Y, Z). 记温度扰动为
T = 2(t− t1)/(t0 − t1), 那么由 (1)式可求得水溶液
的折射率n = n1 +∆n, 其中

∆n = (t0 − t1)
2β2

(
T − 1

4
T 2

)
, (2)

∆n为温度扰动T所引起的折射率扰动. 容易看
出, 当T < 2时, ∆n随T的增大而增大; 当T > 2

时, ∆n随T的增大而减小. 另一方面, 若恒温箱的
温度 t1大于 t0, 那么由于光束入射后的温度升高,
t > t1, 因此由 (1)式知, 水溶液的折射率n随温度 t

增大而减小, 这时水溶液具有自散焦效应, 可以支
持暗孤子, 文献 [4, 5]对此有详细的论述, 对此本文
不做进一步描述. 本文的其余部分均假定 t1 < t0,
不再赘述.

从 (2)式可以看出, 要计算水溶液的折射率
分布∆n(X,Y, Z)必须已知水溶液的温度分布

T (X,Y, Z). 稳态下, 温度扰动T由如下泊松方

程决定:
1

2
κ(t0 − t1)∇2T = −αI, (3)

其中, I = ε0c|E|2为激光束的光强, c为光速; κ为
水溶液的热导率, 在本文感兴趣的范围内可认为
κ = 0.55 W·m−1·K−1, 不依赖于温度和溶液的浓
度 [12]. 一旦确定空间折射率分布, 忽略光吸收损耗
(由下面的讨论可知该近似是合理的), 那么由时谐
亥姆霍兹方程

∇2E +
[2π
λ
(n1 +∆n)

]2
E = 0

原则上就可以确定激光束的传播. 在旁轴近似下,
由时谐亥姆霍兹方程出发可获得激光束慢变包络

的演化方程

2ik∂U
∂Z

+

(
∂2

∂X2
+

∂2

∂Y 2

)
U + 2k2

∆n

n1
U = 0. (4)

引入特征长度 lc =
√
n1/[(t0 − t1)2β2k2] 和特征

光强 Ic = κ(t0 − t1)/(2αl
2
c), 并作无量纲变换

x = X/lc, y = Y /lc, z = Z/(kl2c), u = U
/√

Ic
ε0c

,

那么由 (2)—(4)式可得到如下无量纲耦合方程组:

∇2
⊥T = −|u|2, (5)

i ∂u
∂z

+
1

2
∇2

⊥u+

(
T − 1

4
T 2

)
u = 0, (6)

其中, ∇2
⊥ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, 光强 I = Ic|u|2, 而非

线性折射率N = k2l2c∆n/n1 = T − T 2/4. 对于
n1 = 1.33, β2 = 3 × 10−6 K−2, λ = 514 nm,
κ = 0.55 W·m−1·K−1, α = 1 m−1, 并设定
t0 − t1 = 2 ◦C, 那么可算出横向特征长度 lc ≈
20.5 µm, 纵向特征长度kl2c ≈ 6.8 mm, 特征光强
Ic ≈ 1.31 mW·µm−2和特征光功率 Icl

2
c ≈ 0.55 W.

此时, 由于在 10倍的纵向特征长度 (≈ 6.8 cm)内,
exp(−α ·kl2c ·10) ≈ 0.934, 因此在10倍的纵向特征
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长度内, 光吸收损耗所造成的影响是可以忽略的,
由此造成的偏差在观测范围应该是可以忽略的.

3 孤子的性态

定义光束的功率和束宽分别为

p =

∫∫
|u|2dxdy, (7)

w =

√∫∫
(x2+y2)|u|2dxdy

/∫∫
|u|2dxdy,(8)

那么在低功率极限 (p ≪ 1)下, 由 (5)式可知
T ≪ 1, 从而T 2 ≪ T , 这时方程 (6)退化为

i ∂u
∂z

+
1

2
∇2

⊥u+ Tu = 0. (9)

考虑半径为R的圆柱型容器, 光孤子沿圆柱容器的
旋转对称轴 (即 z轴)传播. 设方程 (9)的孤子解为

u(r, z) = ψ(r)eiγz, (10)

这里ψ(r)为孤子的轮廓, γ为孤子的传播系数. 在
大于束宽的区域 (r ≫ w), 对于孤子有ψ(r) = 0.
由于处在恒温箱内, 所以有边界条件T (R) = 0. 在
大于束宽的区域 (R > r ≫ w), 由高斯积分变换
公式 (矢量场在闭曲面上的通量等于矢量场的散度
在闭曲面所包围区域中的体积分) [13]求解方程 (5),
可得

T (r) =
p

2π
ln R
r

(R > r ≫ w). (11)

设功率为 p, 束宽为w的孤子u(r, z) = ψ(r)eiγz在

容器中传播时引起的温度扰动分布为T (r), 那么
容易验证, 束宽为原束宽w的µ倍, 功率为原功率p

的1/µ2的另一束光

ũ(r, z)

=
1

µ2
ψ
( r
µ

)
exp

[
i
(
γ

µ2
+

p

2πµ2
ln 1

µ

)
z

]
(12)

仍是孤子解; 相应地, 其引起的温度扰动分布为

T̃ (r) =
p

2πµ2
ln 1

µ
+

1

µ2
T
( r
µ

)
, (13)

这里, 注意到关系式 (11), 常数 p

2πµ2
ln 1

µ
的引入使

得容器壁处的温度扰动仍为 T̃ (R) = 0. 可见, 孤子
的束宽w正比于1/

√
p, 即

w =
a
√
p
, (14)

这里a为一常数. 可以证明, a与容器的大小R无

关, 只依赖于孤子的阶数, 数值计算表明对于基态
孤子a ≈ 3.57. 另一方面, 由 (12)式可知

γ = bp+
p ln p
4π

, (15)

这里 b为一常数. 由于关系式 (11)的缘故, 可以证

明 b = b′ +
lnR
2π

, 这里 b′是一个与容器大小R无关

的常数, 数值计算表明对于基态孤子 b′ ≈ −0.249.

0 10 20 30 40 50
r

r

r

T
↼r
↽

N
↼r
↽

ψ
↼r
↽

0

0.5

1.0

1.5

2.0

1

3

5

7

9

0 10 20 30 40 50
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1

3

5

7

9

0 10 20 30 40 50
0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

1

3

5

7

9

(a)

(b)
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图 1 R = 50lc时, 光功率 p = 1, 3, 5, 7, 9时的 (a)温度
分布 T (r)、(b)折射率分布N(r)、(c)基态光孤子的包络
ψ(r)

Fig. 1. (a) The light-induced temperature perturba-
tions T (r), (b) the perturbed refractive index N(r),
and (c) the fundamental solitons ψ(r) of light powers
p = 1, 3, 5, 7, 9 respectively, when R = 50lc.

随着孤子功率p的增大, 温度的扰动越来越大,
T 2/4变得可以与T相比较. 这时, 可以通过数值
求解耦合方程 (5)和 (6)获得孤子解. 图 1所示为不
同功率 (p = 1, 3, 5, 7, 9)下的孤子解ψ(r)和相应的

温度扰动T (r)以及折射率扰动N(r). 在功率 p足
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够大 (例如 p = 9)时, 由于系统处在恒温器中, 内
部液体吸收光能而变热, 所以温度T总是从外围往

内部单调地增大, 即随 r减小而单调增大, 在某个
半径范围内, 温度扰动T > 2; 由此, 折射率扰动
N = T−T 2/4 = 1−(1−T/2)2从最外围N(R) = 0

随半径 r减小而连续增大, 并在某个半径达到最大
值N = 1后随 r减小而变小, 于是外围区域的折射
率分布表现为聚焦, 而中心区域表现为散焦. 由于
上述原因, 功率足够大 (例如 p = 9)的孤子的光强
在内部会出现凹陷. 图 2给出了功率 p = 8的孤子

在横向截面处的光强分布, 以及对其沿 z轴传播的

数值模拟结果.

֓
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(a)

(b)

图 2 功率 p = 8时, (a)孤子解在横向的光强分布; (b)孤
子沿 z轴传播的数值模拟结果

Fig. 2. (a) The soliton’s light intensity distribution
I(x, y, 0) at input face z = 0 and (b) its propagation
along z axis. Here the soliton’s light power is p = 8.

通过数值求解, 我们还求出了孤子的束宽w

和传播常数 γ是如何随孤子功率 p而变化的, 如
图 3所示. 可以看出, (14)和 (15)式可以准确地描
述低功率 (p < 1)孤子的束宽w和传播常数γ对功

率的依赖关系, 但随着 p增大到一定程度时, (14)
和 (15)式明显偏离了实际情况. 特别地, (15)式预
言传播常数γ单调地随功率 p而增大, 其增大是没
有限制的, 而真实的情况是, 对于甚大功率 p 的孤

子, 其传播常数趋向饱和, 即 γ → 1. 对于后者,

这里尝试给出一个定性的理解. 把纵向变量 z理

解为时间 t, 那么非线性薛定谔方程 (6)中的折射
率的相反数 (−N) = −1 + (1 − T/2)2相当于势阱,
而传播常数的相反数 (−γ)相当于本征态ψ的本征

能量. 在忽略动能项后−γ ≈ ⟨ψ|(−N)|ψ⟩/⟨ψ|ψ⟩,
由此, 考虑到N 6 1, 所以有 γ 6 1. 从传输
光学的角度也可以对此做定性的理解. 由于

在介质中单色光波矢的大小与介质的折射率

成正比, 所以非线性折射率引起的波矢的增
量为 k∆n/n1, 经传输距离Z = (kl2c)z后非线性

相位的增量为 (k∆n/n1)Z = (k∆n/n1)(kl
2
c)z =

[∆n/(t0 − t1)
2β2]z = (T − T 2/4)z, 其中利用了

特征长度 lc的定义以及 (2)式. 由于T − T 2/4 =

1 − (1 − T/2)2 6 1, 所以非线性相位的增量
(T − T 2/4)z 6 z. 由孤子解 (10)式的定义, 孤
子的非线性相位增量为γz, 这就表明γ 6 1. 可见,
γ的饱和性反映非线性折射率的饱和性. 对于束宽,
(14)式在大功率 p处存在明显的偏离, 前者预言束
宽随功率单调减小, 而实际情况是束宽在随功率减
小到某个最小值后随功率增大. 对此, 这里也尝试
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⊲

⊲

⊲

⊲

     
p















w

(a)

(b)

图 3 (网刊彩色) (a)传播常数 γ随功率 p的变化, 其中红
点为孤子解, 蓝线为依据 (15)式获得; (b)束宽w随功率

p的变化, 其中红点为孤子解, 蓝线为依据 (14)式获得
Fig. 3. (color online) (a) Dependence of the prop-
agation constant γ on the light power p, where red
dots represent soliton solutions and the blue line is
depicted according to Eq. (15); (b) dependence of the
beam width w on the light power p, where red dots
represent soliton solutions and the blue line is depicted
according to Eq. (14).
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给出一个定性的理解. 由 (11)式或图 1 (a)均可看
出, 对于不同的功率, 达到相同温度T (T < 2)的半
径 r是不同的,功率p越大,半径 r越大. 由于T < 2

的区域是聚焦区域, 而T > 2的区域为散焦区域,
因此, 随着p的增大, 聚焦区域往外移, 这样光就被
聚焦在外移的聚焦区, 导致对于甚大功率的孤子的
束宽随功率增大.

4 孤子的相互作用

已有大量的研究表明, 在对入射光具有热致非
局域响应的铅玻璃中两束光的相互作用总是表现

为相互吸引. 这里, 我们利用模型 (5)和 (6)对在过
冷水中两束光的相互作用进行数值模拟研究. 过

冷水的非线性也是起源于对入射光的热致非局域

响应, 但与铅玻璃不同, 后者的折射率扰动正比于
温度的扰动, 而前者的折射率扰动先随温度增大
而增大, 后随温度增大而减小. 这对光束的相互作
用产生了重大的影响. 图 4给出了入射功率均为
p = 5, 束宽均为w = 6.6的两束高斯光束在中心距

离d = 14的情况下同时入射到过冷水中, 它们的
相互作用在不同传播距离 z下的图样. 由图 4可以
看出, 由于横截面坐标原点附近的温度最大, 并且
T > 2, 所以坐标原点附近区域为散焦区, 而两光束
的外侧为低温区, 为聚焦区域, 因此光能被吸引到
(或被排斥到)外围的一个环带中, 并且该环带的尺
寸还随着传播而扩大.
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图 4 入射束宽均为 6.6, 中心距离为 14的两束功率均为 p = 5的光束的相互作用图样

Fig. 4. Interaction patterns at different propagation distance z of two Gaussian beams initially separated by a
distance of d = 14, where the two Gaussian beam’s widthes are w = 6.6 and their power is p = 5.

5 总 结

本文建立了在过冷水溶液中传播的光束的非

局域非线性模型. 过冷水的热致折射率扰动在温度
扰动较小的情况下随温度增大, 但在温度扰动达到
一定程度后随温度减小. 在求出该模型的数值孤子

解后, 对孤子的性态进行了研究. 研究表明, 功率
甚大的孤子的传播常数趋于饱和, 而其束宽趋于随
功率增大. 这与过冷水在甚大功率光入射时高温
区域表现为自散焦, 而低温区域表现为自聚焦的特
性有着直接的联系. 过冷水的这种特性还强烈地
影响着在其中传播的大功率光束之间的相互作用

过程.
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Abstract
In recent years, nonlocal spatial solitons have attracted a great deal of attention. Optical spatial solitons result

from the suppression of beam diffraction by the light-induced perturbed refractive index. For spatial nonlocal solitons,
the light-induced perturbed refractive index of medium depends on the light intensity nonlocally, namely, the perturbed
refractive index at a point is determined not only by the light intensity at that point but also by the light intensity in its
vicinity. Such a spatial nonlocality may originate from heat transfer, like the nonlocal bright solitons in lead glass and
dark solitons in liquids or gases. The perturbed refractive index ∆n of lead glass or liquid is direct proportional to the
light-induced temperature perturbation ∆t, i.e. ∆n = β1∆t. The proportional coefficient β1 is positive (negative) for lead
glass (liquid), and the light-induced temperature perturbation ∆t is determined by the Poisson equation ∇2(∆t) = −DI,
where I is the light intensity and D is a coefficient. In this paper, we investigate another type of thermal nonlinear
effect, in which the perturbed refractive index ∆n depends on the light-induced temperature perturbation ∆t in a new
way that ∆n = β1∆t + β2(∆t)2. It has been indicated previously that the refractive index of a supercooled aqueous
solution depends on the temperature, specifically n(t) = n0 − β2(t − t0)

2, where n0 = 1.337733 for 501 nm light wave,
t0 = −0.1 ◦C and β2 = 3× 10−6 K−2. So for t < t0, the refractive index of aqueous solution increases with temperature
rising, while t > t0, it decreases with temperature increasing. In this paper, we use the numerical simulation method to
investigate the propagation and interaction properties of optical solitons propagating in a supercooled aqueous solution,
whose temperature on boundary is maintained at some value below t0, with the aqueous solution placed in a thermostatic
chamber. Obviously, the inner temperature of the solution rises, owing to absorbing some optical energies of the light
beam propagating in it, and as a consequence the inner refractive index changes according to n(t) = n0 − β2(t − t0)

2.
For a soliton with a low power, the inner temperature t of the solution is always kept below t0, so the refractive index
at a point with a higher t is larger than that at another point with a lower t. In this case, the solution behaves as a
self-focusing medium. A soliton with a higher power has a narrower beam width and a larger propagation constant, and
the soliton takes a bell shape. However, for a soliton with a rather high power, the temperature in the core will be higher
than t0 while the temperature in the periphery is still below t0. Therefore, the part of the solution in the core behaves
as a self-defocusing medium while the part in the periphery behaves as a self-focusing medium. For such a case, the
higher the power of the soliton, the larger the radius of the core is and the larger the beam width of the soliton, so the
soliton takes a crater shape with a saturated propagation constant. Finally we also investigate the interaction between
two solitons in a supercooled aqueous solution. For two neighboring beams with a rather high total power, they cannot
maintain their individualities any more during the interaction, but merge into an expanding crater.

Keywords: Schrödinger equation, supercooled, self-focusing, self-defocusing
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